POSIBLE SOLUCION DEL EXAMEN DE INVESTIGACION OPERATIVA DE
SISTEMAS DE JUNIO DE 2003.

Problema 1 (3,5 puntos):

En una investigacion con ratones, se usa un “laberinto” con cuatro celdas A, B,
C y D, segun se muestra en la figura. En cada minuto, un raton puede permanecer en la
misma celda en la que estaba en el minuto anterior con una probabilidad del 50%, o
bien puede moverse a una de las celdas que se comunican con aquella en la que estaba.
Si solo hay una celda adyacente, la probabilidad de ir a ella sera del 50%, mientras que
si hay dos celdas adyacentes, cada una de ellas tendrd una probabilidad del 25%.
a) Halle la matriz de transiciéon de la cadena de Markov que modela este
sistema.
b) Si un ratéon se encuentra en un momento dado en la celda B, jcudl es la
probabilidad de que dos minutos después se encuentre en la celda D?
¢) Si dejamos un raton durante un tiempo muy largo en el laberinto, ;qué
probabilidad habra de encontrarlo en cada una de las celdas?

I
A B

C D

Solucion:
Apartado a):

El conjunto de estados serd S={A,B,C,D}. La matriz de transicion sera:

0,5 025 025 0
025 05 0 025
©=los 0o 05 o0
0 05 0 05

Apartado b):

Segun las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, se trata de calcular uno de los
elementos de O°:

g2 =0,25-0+0,5-0,25+0-0+0,25-0,5=0,25

Apartado c):

Como la cadena de Markov es finita y ergddica, podemos afirmar que existe la
distribucion estacionaria, que es precisamente lo que nos piden. Para calcularla,
planteamos el siguiente sistema de ecuaciones:



P4 P4

P =QT Ps
Pc Pc
Pp Pp

PytPytpct+py,=1

El sistema puede resolverse, por ejemplo, fijando p,=1 y normalizando luego. La
solucion final es:

_1 _1 _1 _1
D4 3’ Pp 3’ Pc 6’ Pp 6

Esta es la distribucion de probabilidad de la localizacion del raton, a la larga.
Problema 2 (3,25 puntos):

Un ambulatorio dispone de una sala de espera, cuya capacidad podemos suponer
ilimitada. Hay dos médicos, ambos igualmente capacitados, cada uno de los cuales
atiende a un paciente en un tiempo que se distribuye exponencialmente con media de 10
minutos. Los pacientes llegan al ambulatorio con un tiempo entre llegadas que se
distribuye exponencialmente, con media de 6 minutos. Halle:

a) La probabilidad de que alguno de los dos médicos esté desocupado.

b) El tiempo medio que un paciente tiene que esperar en la sala, antes de ser

atendido.

¢) El nimero medio de pacientes que hay esperando en la sala (no se cuentan

los que ya estan siendo atendidos).

Solucion:

El sistema se puede modelar como una cola M/M/2, con 1/4=6 minutos, 1/4~=10
minutos, con lo cual A=10 clientes/hora, =6 clientes/hora, p=A/(2)=5/6.

Apartado a):

Nos piden la probabilidad de que haya 0 clientes en el sistema o bien 1 cliente en
el sistema (son las circunstancias bajo las cuales hay algun médico desocupado). Es
decir, tenemos que calcular py+p;. Para ello, lo primero que tenemos que hacer es hallar

Po:
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A continuacion hallamos p;:

2p) 51 10 5
p1=(p)p=2 =—=

T 611 66 33
Y por altimo, la probabilidad de que algiin médico esté desocupado:
P(“Algun médico esta desocupado”)=p, + p, = % + % = 3% ~ 0,242424
Apartado b):

Nos piden el tiempo de espera en la cola, W,. Si uso las féormulas del formulario
del examen, necesito hallar antes L:

I cppy,  2°p'p,

Cdli-pf 20-p)F
51
4 = | —
B [6j 11 45%6°

B (1j2 C26%11
2i
6

3
= £ = —— pacientes =~ 3,7878 pacientes
311 33
Ahora ya puedo hallar W, mediante el teorema de Little:
L, 125 25 .
L =AW =W =-—=——=—horas ~ 0,37878 horas ~ 22,7272 minutos
1 7 21 1033 66

Apartado c):

Nos piden el nimero medio de clientes en la cola, L,, que ya habiamos hallado
como resultado auxiliar en el apartado anterior:

L, = 132—35 pacientes ~ 3,7878 pacientes

Problema 3 (1,75 puntos):

Sea el siguiente problema de programacion lineal:

Maximizar 15x; + 10x;

IN

Sujeto a: 2x; +  x 12
X7 + 3x2 > 11

\Y

xX;,%x220
Resuelva dicho problema mediante el método del Simplex, siguiendo estos pasos:
a) Construya una solucion factible inicial (tabla inicial del método).
b) Obtenga la(s) solucion(es) Optima(s), si las hay.
c) ¢De qué tipo es la(s) solucion(es) Optima(s) obtenida(s), si las hay?



Solucion:
Apartado a):

Pasando a forma estandar queda:

Maximizar 15x; + 10x;,
Sujeto a: 2x; +  x; tx3 =12
X7 + 3x2 —X4 =11

X7,X2,X3,x420

Observamos que no podemos conseguir la matriz identidad para construir la
tabla inicial, por lo que pasamos al método de las dos fases, anadiendo la variable
artificial xs:

Maximizar  —x;s
2x; +

XJ + 3x2 —X4 +X5 =11

Sujeto a: X2 tx3 =12

X7,X2,X3,X4,X520

La Fase I se desarrolla como sigue:

0 0 0 0 —1
Base CB P(] Pl Pz P3 P4 P5
Ps 0 12 1 1 0 0
Ps —1 11 1 3 0 —1 1
—11 —1 -3 0 1 0
Criterio de entrada: min{-1,-3} = -3, luego entra x,.
Criterio de salida: min{12/1, 11/3}=11/3, luego sale Xs.
0 0 0 0 —1
Base CB P() P1 Pz P3 P4 P5
P 0 25/3 5/3 0 1 1/3 —1/3
P, 0 11/3 1/3 1 0 —1/3 1/3
0 0 0 0 0 1

La tabla anterior es una de las tablas Optimas para la fase I (habria otras dos mas,
correspondientes a introducir en la base x; y x4, respectivamente). Utilizamos esta tabla
para construir la primera tabla de la fase II:

15 10 0 0

Base CB P(] Pl Pz P3 P4

Ps 0 25/3 5/3 0 1 1/3
P, 10 11/3 1/3 1 0 —-1/3
110/3 —-35/3 0 0 —-10/3




Apartado b):

Continuamos con la fase II del método de las dos fases, partiendo de la tabla
inicial de dicha fase que construimos en el apartado anterior:

Criterio de entrada: min{-35/3,-10/3} =-35/3, luego entra x;.
Criterio de salida: min{25/5, 11/1}=25/5, luego sale xs.

15 10 0 0
Base CB P() P1 Pz P3 P4
Py 15 5 1 0 3/5 1/5
P, 10 2 0 1 —1/5 —2/5
95 0 0 7 -1
Criterio de entrada: min{—1} =—1, luego entra x4.
Criterio de salida: min{25}=25/5, luego sale x;.
15 10 0 0
Base cp Py P, P, P; Py
Py 0 25 5 0 3 1
P, 10 12 2 1 1 0
120 5 0 10 0

Esta tabla es optima, y corresponde a la solucion (0,12,0,25). Esto quiere decir
que los valores optimos de las variables del problema original son: x;=0, x,=12, y que el
valor 6ptimo de la funcion objetivo es 120.

Apartado c):
La solucion 6ptima indicada en el apartado anterior es Unica, ya que la tabla
Optima no hay variables no bésicas que tengan un cero en la tltima fila.

Aunque no se pide, a continuacioén incluimos la solucién por el método grafico
de este problema (puntos de corte y representacion grafica):

Soluciones para los puntos extremos

Funto 1 W2 51 52 £
A n.o Q] 12.0 -11.0 n.o
B 6.0 Q] n.o -a.0 H90.0
C n.o 12.0 n.o 25.0 120.0
O 11.0 Q] -10.0 Q] 164.0
E n.o ar 8.3 Q] 367
F a.0 20 n.o Q] 950




H2
207
187
167
147
12°
107

Problema 4 (1,5 puntos):

6 & 10

EHTHHT‘D

T T T T 1
12 14 16 18 20

punto dptimao

# punto extremo factible
# punto extremo no factible

®1

Una empresa de seguridad necesita tener cada dia de la semana al menos el

siguiente numero de empleados:

Dia

Lunes

Martes

Miércoles

Jueves

Viernes

Sabado

Domingo

Empleados

16

15

16

19

14

12

18

Sabiendo que cada empleado hara su semana laboral trabajando 5 dias
consecutivos comenzando cuando la empresa le diga y que cada contrato supone un
costo de 500 €/semana, ;cuantos empleados debera contratar y qué dias debera trabajar

cada uno con el objetivo de minimizar los costos de contratacion?

Plantee un problema de programacion lineal que modele esta situacion. No
intente obtener la solucidn, sélo debe dar el planteamiento.

Solucion:

Variables de decision:
x;=numero de trabajadores que empiezan a trabajar el lunes
x,=numero de trabajadores que empiezan a trabajar el martes
x3=numero de trabajadores que empiezan a trabajar el miércoles
x4,=numero de trabajadores que empiezan a trabajar el jueves
xs=numero de trabajadores que empiezan a trabajar el viernes
xs= numero de trabajadores que empiezan a trabajar el sabado
x7=numero de trabajadores que empiezan a trabajar el domingo

Funcidn objetivo (costes de contratacion, expresados en euros):
Minimizar 500x;+500x,+500x3+500x,+500x5+500x5+500x




Restricciones:

XJ +x; +tx5 “+xs t+tx; = 16 (lunes)
XJ + X, +xs +x¢ +x; = 15 (martes)
XJ +x,  +x3 +xs +x;, = 16 (miércoles)
X; +x;, +tx3 txyg +x;, 2> 19 (Jueves)
X +x; +tx3 “+tx4 x5 > 14 (viernes)
+x, +x3 “+x; txs  +xs > 12 (séabado)
+x3 “+tx4 “+txs5 “+xs +x; = 18 (domingo)

X7 ,X2,X3,Xq,X5, X6, X720 (no negatividad)
X7, X2,X3,X4,X5,Xs,X7 € Z (el numero de trabajadores contratados ha de ser entero)
Dado que las variables de decision s6lo pueden tomar valores enteros, este

problema se resolveria utilizando métodos de programacion lineal entera, que no hemos
visto.



