Solucién del examen de Investigacién Operativa de Sistemas de septiembre de 2004

Problema 1 (3,5 puntos):

Una marca de cereales para el desayuno incluye un mufieco de regalo en cada
caja de cereales. Hay tres tipos distintos de mufiecos, y cada tipo de mufieco tiene la
misma probabilidad de aparecer en una caja. Deseamos conseguir una coleccion
completa, es decir, un mufieco de cada tipo. Halle:

a) El diagrama de transicion de estados y la matriz de transicion de una cadena
de Markov que modele esta situacion. Ayuda: la cadena de Markov es
absorbente.

b) EIl nimero medio de cajas de cereales que hay que comprar para conseguir
una coleccion completa.

Solucion:
Apartado a):

Supongamos que los tipos de mufiecos son A, B y C. Tenemos una probabilidad
1/3 de encontrarnos con cualquiera de los tipos al abrir una caja de cereales. Por lo
tanto, la situacion en la que ya han salido mufiecos de los tipos A y B es anéloga a la
situacion en la que ya han salido de los tipos B y C, por ejemplo. Dicho de otra manera,
lo que importa es la cantidad de tipos de mufiecos que ya tenemos, y no los tipos
concretos de los que se trate. Podemos modelar esta situacion mediante una cadena de
Markov en la que el conjunto de estados sea S={0, 1, 2, 3}, donde el nimero indica la
cantidad de tipos de mufiecos que ya tenemos. Por lo tanto empezaremos en el estado 0,
y habremos logrado la coleccion completa cuando lleguemos al estado 3. La matriz de
transicion sera:

01 0 0
0 1/3 2/3 0
=y 0 23 w3
0 0 0 1

El diagrama de transicion de estados (DTE) correspondiente es el que sigue:




Apartado b):

Las submatrices que obtenemos al descomponer Q son:

0 1 o0 0
Q'=|0 1/3 2/3|, R=| 0
0 0 2/3 1/3
Tendremos:
1 -1 0 )" (1 15 3
(1-Q)'=|0 2/3 -2/3] =|0 15 3
0 0 1/3 0 0 3

Sumamos los numeros medios de etapas que se estara en cualquier estado
transitorio antes de la absorcién, suponiendo que empezamos en el 1* estado transitorio,
que representa la situacion inicial en la que no tenemos mufiecos de ningun tipo. Dichos
nimeros medios de etapas son los que forman la 12 fila de (1-Q*)™. El promedio sera:
1+1,5+3=5,5 paquetes de cereales habrd que comprar como promedio antes de tener la
coleccion completa.

Problema 2 (3,25 puntos):

En un Banco hay una sola caja. El cajero tarda un tiempo medio de quince
minutos con cada cliente. Por razones de seguridad solo se admiten dos clientes en el
Banco: uno en caja y otro esperando. Los clientes que llegan cuando ya hay dos clientes
en el Banco, se van. Los clientes llegan a un promedio de tres por hora.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que un cliente que llegue se tenga que ir?

b) Habiendo encontrado el Banco lleno un dia, lo intenta el dia siguiente. ¢Cual
es la probabilidad de que de nuevo no pueda entrar?

Solucidn:

El sistema se puede modelar como una cola M/M/1/2. es decir, la capacidad del
sistema es k = 2, con A=3 clientes/hora, =4 clientes/hora, p=A/=3/4.

Apartado a):

Nos piden la probabilidad de que haya ya 2 clientes en el sistema.

_Pk(l—p)_pz(l—p)_(C%jZ 1-3/4 _(3jz V4 9 02432
1-p*?t 1-p° 4) 1-(3/4)° 1-(3/4)° 37

P, 4

Apartado b):

Tendremos los siguientes sucesos:
A;=No hay sitio el primer dia
A,=No hay sitio el segundo dia



La probabilidad que nos piden sera:

(%j fﬁmA P(,AS()Z()AZ) =P(A,)=p, =:7 ~0,2432

Para calcular P(A; n Az) hemos tenido en cuenta que lo que suceda un dia es
independiente de lo que suceda el siguiente, lo cual nos permite calcular la probabilidad
de la interseccion de sucesos como el producto de sus probabilidades.

Problema 3 (1,75 puntos):

Sea el siguiente problema de programacion lineal:
Minimizar 50x; + 100x;
Sujeto a: 7X1 + 2 X, > 28
2X; +12x; > 24
X1,X%X22>0
Resuelva dicho problema mediante el método del Simplex, siguiendo estos pasos:
a) Construya una solucién factible inicial (tabla inicial del método).
b) Obtenga la(s) solucion(es) dptima(s), si las hay.
c) ¢De qué tipo es la(s) solucidn(es) 6ptima(s) obtenida(s), si las hay?

Solucion:
Apartado a):

Pasando a forma estandar queda:

Maximizar  -50x; — 100x>
Sujeto a: 7X1 + 2X2 —X3 = 28
2X1 +12x —X4 =24

X1,X2,X3,Xs 20

Observamos que no podemos conseguir facilmente una solucion factible inicial,
por lo que tenemos que aplicar el método de las dos fases. Para ello, afiadimos dos
variables artificiales, xs y xg, con lo cual la tabla inicial del método sera la siguiente:

0 0 0 0 -1 -1

Base Cs Po P P, P3 Pa Ps Ps
Ps -1 28 7 2 -1 0 1 0
Pe -1 24 2 12 0 -1 0 1
-52 -9 -14 1 1 0 0




Apartado b):

Aplicamos el resto del método, partiendo de la tabla inicial que construimos en
el apartado anterior:

Fase I:

Criterio de entrada: min{-9,-14} = -14, luego entra X.
Criterio de salida: min{28/2, 24/12}=24/12, luego sale Xs.

0 0 0 0 -1 -1
Base Cg Po P P, Ps P, Ps Ps
Ps -1 24 20/3 0 -1 1/6 1 -1/6
P, 0 2 1/6 1 0 -1/12 0 1/12
—24 —20/3 0 1 -1/6 0 7/6
Criterio de entrada: min{-20/3,-1/6} = —-20/3, luego entra X;.
Criterio de salida: min{24-3/20, 2-6/1}=min{18/5, 12}=18/5, luego sale Xs.
0 0 0 0 -1 -1
Base Cs Po P, P, Ps P, Ps Pe
Py 0 18/5 1 0 -3/20 | 1/40 1 -1/40
P, 0 7/5 0 1 1/40 | -7/80 0 7/80
0 0 0 0 0 1 1

Hemos llegado al final de la Fase I, y observamos que han salido de la base
todas las variables artificiales. Por lo tanto el problema original tenia solucion y
podemos pasar a la Fase 1.

Fase Il:
-50 -100 0 0
Base Ce Po Py P, P3 P4
P -50 18/5 1 0 -3/20 1/40
P, -100 7/5 0 1 1/40 —7/80
-320 0 0 5 15/2

Al evaluar la condicion de parada, observamos que se cumple. Por lo tanto, la
tabla anterior se corresponde con una solucion Optima del problema original. Dicha
solucién 6ptima es x¢ = (18/5,7/5,0,0)". El valor 6ptimo de la funcién objetivo original
del enunciado, F(x1,x2) = 50 x; + 100 X,, serd 320, ya que la funcion objetivo que hemos
usado en el método del simplex es su opuesta.



Apartado c):

En la tabla optima de la Fase Il no tenemos mas ceros en la ultima fila que los de

las variables de la base, con lo cual no existen méas soluciones dptimas. Podemos decir
entonces que la solucion 6ptima X es Unica.
Aungue no se pide, a continuacion incluimos la solucién por el método grafico de este
problema (puntos de corte y representacion grafica). Notese que la tabla de la Fase 11 se
corresponde con un punto extremo en la gréfica, es decir, un vértice de la region
factible, que es el punto F.

Soluciones para los puntos extremos

Funto 1 u2 51 g2 z
A 0.0 0.0 -28.0 -24.0 0.0
B 4.0 0.0 0.0 -16.0 200.0

0.0 14.0 0.0 144.0
12.0 0.0 56.0 0.0
E 0.0 2.0 -24.0 0.0 200.0
3.6 1.4 0.0 0.0
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Problema 4 (1,5 puntos):

En una fabrica de automoviles se fabrican dos modelos de coches: uno urbano
(pequefio) y otro todoterreno (grande). Si se dedica sélo al montaje de vehiculos
urbanos consigue montar diariamente 60. Si se dedica a montar sélo vehiculos
todoterreno puede montar hasta 35 diariamente. En el mddulo de pintura se pueden
pintar hasta 70 vehiculos urbanos diariamente si s6lo se dedica a este modelo y puede
pintar hasta 50 vehiculos todoterreno si solo se dedica a este tipo de vehiculos.

En la fabricacion de cada todoterreno consigue un beneficio de 6.000 euros
mientras que el beneficio por la fabricacion de cada vehiculo urbano es de 3.000 euros.
La empresa desea determinar el nimero de vehiculos de cada modelo que tiene que
fabricar diariamente para conseguir méaximo beneficio.

Nota: No intente obtener la solucion, s6lo debe dar el planteamiento.

Solucidn:
Se definen las variables de decision:

X1 = NUmero de vehiculos a fabricar del modelo urbano
X» = NUmero de vehiculos a fabricar del modelo todoterreno

Se trata de maximizar el beneficio total de la fabricacién diaria de automéviles, es decir,
maximizar la expresion:

3.000x, + 6.000x,

La primera restriccion hace referencia a la limitacion de la fabrica en su proceso de
montaje. Cada vehiculo urbano requiere para su montaje 1/60 dias mientras que un
todoterreno requiere 1/35 dias. Por lo tanto, la suma del tiempo dedicado al montaje de
cada modelo debe se ser igual o inferior a 1 dia, es decir,

ix1+ix2 <1
60 35

La segunda restriccion hace referencia a la limitacion de la fabrica en su proceso de
pintura. Cada vehiculo urbano requiere en su proceso de printura 1/70 dias mientras
que un todoterreno requiere 1/50 dias. Por lo tanto, la suma del tiempo dedicado al
proceso de pintura de cada modelo debe se ser igual o inferior a un dia, es decir,

ix1 +ix2 <1

70 50

Por lo tanto, el modelo matematico para este problema de programacion lineal viene
expresado de la siguiente manera:



Maximizar 3.000x, +6.000x,

. 1
sujeto a —X, +—X, <1
] 1735 %
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