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Serie de conferencias

1. Demostración de la conjetura 
• Lunes 16 de abril (10:30) 

2. Flujo de Ricci-Hamilton
• Viernes 20 de abril (10:00)

3. Solitones de Ricci y singularidades
• Lunes 23 de abril (10:30)

4. Aportaciones de Perelman
• Viernes 27 de abril (10:00)



Demostración de la conjetura

• Topología, geometría y análisis geométrico
• ¿Qué es la conjetura de Poincaré?
• La historia en el s. XX de la conjetura
• El programa de Hamilton-Yau
• Ideas sobre la demostración                       

de Grigori Perelman
• Breve historia de la demostración



Topología

• Variedad topológica 
– (hiper)superficie localmente euclídea
– Todo punto tiene (hiper)plano tangente.

• ¿Cuándo dos variedades son homeomorfas
(equivalentes)?
– Existe transformación continua con inversa continua entre ellas



Topología

• Clasificación de todas las superficies (variedades 2D) 
• Gran logro de la matemática del siglo XIX
• Sólo hay que contar el número de agujeros (número de Betti)

• Variedades compactas (cerradas y acotadas, sin borde) 
y orientables (con dos caras), no consideramos

Banda Möbius o la botella de Klein

1860's
suma conexa

S2 P2 T2 K2



Conjetura de Poincaré

• Cuestión fundamental de la topología (de variedades)
Dada una variedad n-dimensional cualquiera, ¿es 

homeomorfa a la esfera? ¿Cómo puedo saberlo?
• 1900 – "teorema erróneo" de Poincaré

• 1904 – encuentra un contraejemplo:
"esfera homológica de Poincaré"



Conjetura de Poincaré

• Homotopía: grupo fundamental

Grupo
Abeliano

– Grupo fundamental (finito) y trivial : Esfera
– Variedad simplemente conexa



Conjetura de Poincaré

• La esfera homológica de Poincaré no es simplemente 
conexa (tiene grupo fundamental finito pero no trivial):

Conjetura: es el único ejemplo que existe

• Formulación correcta de la conjetura 1904



CP en dimensión alta

• Stephen Smale (ca. 1960) la demostró para n>4 
(primero en n=7, luego n=6, 5, y finalmente n>=5)

Medalla Fields 1966
(Wallace, Zeeman, Stallings)

• Idea: "desanudar nudos" en n>=5 en variedades 
simplemente conexas

• Siempre posible con un pequeña perturbación gracias a 
las dimensiones adicionales. Muy "duro" en n=5. No 
funciona en n<5, no hay "dimensiones" suficientes.



CP en dimensión alta

• Michael Freedman (1982) la demostró para n=4
Medalla Fields 1986

• Idea: aprovechar que en n=4, las variedades 

DIFF = PL ≠ TOP
• Utilizó desarrollos previos para el invariante de Kirby-

Siebenmann que caracteriza las variedades TOP que no 
están en PL

• Es una demostración muy técnica y difícil de explicar

• Desafortunadamente, para n=3, DIFF = PL = TOP



Geometrizar una variedad

• Espacio euclídeo: longitudes y ángulos medidos 
mediante un producto escalar

• Un producto escalar general : B es matriz simétrica



Geometrizar una variedad

• Toda variedad topológica admite infinitas métricas 
suaves, aunque tiene asociada una métrica "natural"

• Conceptos "intrínsecos" como la longitud de una curva, 
un área, un volumen, … la curvatura intrínseca, …
dependen de la métrica.

• Toro 2D plano vs. Toro 2D sumergido en 3D

Existe métrica homogénea 
para el toro con curvatura 
¡¡ nula !!  ¿ intuitivo ?



Curvatura de Riemann

• Curvatura gaussiana para variedades en n=2



Curvatura de Riemann

• Tensor de curvatura de Riemann en coordenadas locales

• La "interpretación" geométrica de este tensor "más sencilla" 
requiere el concepto de curvaturas seccionales (curvaturas 
a la Gauss de planos 2D en el hiperplano tangente a M)

• El tensor de curvatura "intrínseca" de Riemann es poco 
intuitivo porque es invariante a difeomorfismos: 
– Una curva tiene curvatura intrínseca ¡¡ nula !!



Curvatura de Riemann

• Tensor de curvatura de Ricci

• Escalar de curvatura

• R determina Ric y Riemann en n=2
• Ric determina Riemann en n=3
• Riemann es necesario sólo en n>3



Geometrización de variedades

• Teorema de homogeneización (s. XIX): Toda variedad 
topológica admite una métrica (geometría riemanniana) 
homogénea tal que tiene curvatura constante
– Positiva igual a 1         =>    difeomorfa a la esfera
– Nula (igual a 0)            =>    difeomorfa al plano euclídeo
– Negativa igual a -1      =>    difeomorfa al plano proyectivo



Conjetura de Thurston



Conjetura de Thurston

• Michael Thurston (Medalla Fields 1986)



Programa de Hamilton-Yau

• Richard Hamilton
– Joven postdoc, "creador" del flujo de Ricci para demostrar la 

conjetura de eliptización de Thurston (entonces muy de moda).

• Shing-Tung Yau
– Medalla Fields en 1982 por su demostración de la conjetura de 

Calabi, colaboró con Hamilton en cómo atacar la conjetura.

• Idea: Queremos homogeneizar la curvatura. La ecuación 
del calor homogeneiza la temperatura, ¿por qué no usar 
una ecuación del calor (parabólica) para la curvatura?



Programa de Hamilton-Yau

• Ecuación del flujo de Ricci (el volumen decrece)

(operador Laplace-Beltrami)

• Ecuación del flujo de Ricci normalizado (volumen const.)



Flujo de Ricci

• Hamilton (1982): Teorema de homogeneización en 2D

• En 3D es más difícil porque se producen singularidades



Flujo de Ricci

• Teorema de Pinzamiento de Hamilton-Ivey: la curvatura 
positiva tiende a aumentar reduciendo el volumen, y la 
negativa tiende a hacerse más negativa, pero menos 
rápido que la positiva: 3 posibilidades, a priori,



Flujo de Ricci

• Existencia y unicidad de la solución (Hamilton, 1982)
– Iteración de Nash-Moser
– DeTurck, transformación gauge a una ecuación del calor
– Resultados LOCALES

• Hamilton (1982) caso particular de la conj. Eliptización
– Si la variedad tiene curvatura seccional mínima positiva, 

entonces el flujo existe para todo tiempo y la métrica se 
homogeneiza.

– Demostración basada en un principio del máximo para tensores

• Problema: si hay curvatura negativa, hay blow-up
– La curvatura tiende a infinito en ciertos puntos



Flujo de Ricci con cirugía

• Clasificación de todas las superficies (variedades 2D) 
• ¿Cuándo dos variedades son homeomorfas

(equivalentes)?
– Existe transformación continua con inversa continua entre ellas

– Por supuesto, he de hacer "bien" la cirugía



Flujo de Ricci con cirugía

Problemas encontrados por Hamilton

1. Las singularidades, ¿todas se producen al mismo T*? Si 
no, no nos daría "tiempo" para hacer la cirugía

2. ¿El número de singularidades de M en T* es finito?
3. Hay que clasificar todos los tipos de singularidades, e 

indicar cómo aplicar la cirugía a cada tipo
4. Los tiempos de blow-up T* no pueden acumularse, es 

decir, en un intervalo finito sólo habrá un número finito

Hamilton realizó casi todo el programa "módulo" ciertas
conjeturas "razonables" que no fue capaz de demostrar



Singularidades del flujo de Ricci

1. Demostrado por Hamilton. Típico en ecuaciones 
parabólicas no lineales

2. Requiere una acotación del llamado radio de 
inyectividad. Requiere una acotación coercitiva de la 
curvatura. Fue obtenida por Perelman, demostrando 
que "sólo caben" un número finito de singularidades.

3. Clasificación de las singularidades: son solitones del 
flujo de Ricci (estacionarios en T*) y tipo gradiente un 
"poquito" antes (soluciones ancianas). Hamilton 
encontró demasiadas "posibles" singularidades, entre 
ellas el solitón cigarro.



Singularidades del flujo de Ricci

• El solitón cigarro: la pesadilla de Hamilton
– Conjeturó que no pueden darse, pero no lo pudo demostrar

– "Cilindro" que se contrae uniformemente generando infinitas 
singularidades. La cirugía no funciona con estas soluciones



Entropía de Perelman

• Demostró que el flujo de Ricci "es" un flujo gradiente
– Entropía W
– Volumen reducido
– Magnitudes monótonas bajo flujo de Ricci

• El solitón cigarro ¡¡ no puede darse !! Viola la entropía

• Clasificación de 
singularidades 

Teorema de no
colapso => cirugía
precisa y fina



Yo y la conjetura de Poincaré

• 1992 "Topología Algebraica" Aniceto Murillo (UMA)
– La demostración está próxima (sin detalles)

• 2000 "Premios del milenio"
– 1 millón de dólares para los "mejores"



"Demostraciones" en 2002 
conjetura de Poincaré



"Demostraciones" en 2002 
conjetura de Poincaré



"Demostraciones" en 2002 
conjetura de Poincaré



"Demostraciones" en 2002 
conjetura de Poincaré

• ¿Quién "era" ese Grisha Perelman?

• Grigori Perelman: alumno de Alexandrov 
• Considerado un genio en geometría riemanniana
• "Famoso" por demostrar la conjetura (soul

conjecture) de Cheeger-Gromoll (1972) en 1994
• If M is a complete noncompact Riemannian manifold with nonnegative 

sectional curvature, and there is one point where all of the sectional 
curvatures are positive, then M is diffeomorphic to Euclidean space.

• Premio EMS (European Mathematical Society) en 
1996 => "rechazó" el premio



"Demostraciones" en 2002 
conjetura de Poincaré

• ¿Es correcta la demostración?
• Extremadamente técnica 
• Los expertos encontraron dificultades

"Que nos lo cuente" (gira americana en 2003)





Perelman "continua" en 2003



• Descripción del problema de John Milnor (2004)
http://www.claymath.org/millennium/Poincare_Conjecture/poincare.pdf

Perelman "continua" en 2004



• Tres publicaciones oficiales de la demostración

Demostración en 2006



• Publicaciones oficiales de la demostración

Demostración en 2006



Medalla Fields para Perelman



Medalla Fields para Perelman



Anuncio "oficial" de la 
demostración en Madrid 2006



Anuncio "oficial" de la 
demostración en Madrid 2006



¿Recibirá Perelman el millón de 
dólares del premio del Milenio?


