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En la tercera charla vamos a tratar la manera en la que el flujo de ricci
genera singularidades y cómo dichas singularidades son tipos muy 
especiales de soluciones llamadas solitones de ricci.
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Serie de conferencias

1. Demostración de la conjetura 
• Lunes 16 de abril (10:30) 

2. Flujo de Ricci-Hamilton
• Viernes 20 de abril (10:00)

3. Solitones de Ricci y singularidades
• Lunes 23 de abril (10:30)

4. Aportaciones de Perelman
• Viernes 27 de abril (10:00)

El ciclo de conferencias que hemos organizado Rafael Miranda y yo se ha 
dividido en dos partes con cuatro conferencias cada uno. Rafael ha 
introducido en las 4 charlas anteriores los fundamentos de topología y 
geometría necesarios para la segunda parte en la que nos centraremos en 
los resultados más recientes.
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Demostración de la conjetura

• Solitones en general
• Blow-up en general
• Solitones de Ricci
• Tipos y modelos de

singularidades
• Soluciones ancianas

Los contenidos de esta charla son los siguientes: Presentaremos lo que son 
soluciones de tipo solitón en ecuaiones parabólicas en general. También el 
proceso de explosión de soluciones en este caso.

Luego estudiaremos lo que son los solitones del flujo de Ricci.

Presentaremos el trabajo de Hamilton en clasificación de los tipos de 
singularidades posibles y de sus modelos.

Finalmente introduciremos ideas de Perelman sobre kappa-soluciones, 
soluciones ancianas y una clasificación más "fina" de las posibles 
singularidades. Más detalles sobre las aportaciones de Perelman y el flujo de 
Ricci con cirugía serán para la próxima charla.
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Ondas solitarias o "solitones"

• Soluciones auto-semejantes

• Ondas solitarias (travelling wave solutions)

• Un ejemplo "sencillo"

Las soluciones exactas de ecuaciones en derivadas parciales son muy 
difíciles de obtener y normalmente requieren asumir ciertas propiedades de 
simetría en la ecuación y aplicar teoría de grupos continuos o de Lie. 

Entre las soluciones exactas que se pueden obtener para una ecuación 
parabólica no lineal destacan las soluciones auto-semejantes. La forma 
general de estas soluciones involucra u_0 y xi_0, sin embargo, en muchos 
problemas con lo linealidades polinómicas, una expresión con potencias 
como la recuadrada arriba es bastante habitual. 

Otro tipo de solución muy importante son las ondas viajeras o solitarias, 
que también son llamadas solitones (en sentido estricto sólo son solitones
las ondas solitarias de EDP integrables, sin embargo, normalmente se 
abusa del término si se hace sinónimo de éstas). Mediante una 
transformación sencilla es posible convertir toda solución auto-semejante 
en un solitón. Mostrando que ambos tipos de soluciones están muy 
relacionados. 

Los solitones se obtienen fácilmente de resolver una ecuación diferencial 
ordinaria. Aquí vemos un ejemplo sencillo, una ecuación del calor no lineal 
con una no-linealidad cuadrática (como el flujo de Ricci). La solución auto-
semejante phi depende de la variable tau y resuelve la EDO mostrada 
abajo-derecha. 
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Ondas solitarias o "solitones"

• Ejemplo: Ecuación de Fisher

Pongamos otro ejemplo, la llamada ecuación de Fisher (muy utilizada en 
biología de poblaciones) como modelo espacio-temporal asociado a la 
ecuación logística o modelo de Verhulst para poblaciones.

Observamos la adimensionalización de la ecuación y la EDO que resuelven 
sus solitones. Estas soluciones especiales se suelen analizar en el espacio 
de fases y corresponden a curvas cerradas (homoclínicas para solitones
tipo "montaña" o heteroclínicas para solitones tipo "rizo" (kink), como el 
mostrado). El análisis en el plano de fases se realiza determinando los 
puntos críticos o de equilibrio (donde el término no lineal de la EDO es 
cero), linealizando la ecuación alrededor de ellos y determinando su tipo en 
función de los autovalores del jacobiano.

Vemos una onda tipo "rizo" (kink) para c^2 > 4 que conecta el punto silla en 
(1,0) con el nodo estable en el origen (0,0).
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Blow-up de soluciones

• Ecuaciones diferenciales ordinarias

• Solución con asíntota vertical

La explosión de soluciones o blow-up no es un fenómeno "extraño" en la 
solución de EDO. Por ejemplo una ecuación tan sencilla como la mostrada 
tiene una solución que explota en tiempo infinito, tiene una asíntota vertical 
o se vuelve infinita en un tiempo finito.

Esta propiedad es heredada por ecuaciones parabólicas que tienen este 
mismo tipo de no-linealidad.
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Blow-up de soluciones

• Explosión de soluciones : típico EDP NL parabólicas

La ecuación parabólica más sencilla con explosión de soluciones es 
mostrada en (1), para p>1. El comportamiento de la solución cerca del 
límite toma la forma que aparece en (2), que está caracterizada por un 
factor de escalado, que es solución de la EDO.

Vemos abajo izquierda que la solución es de tipo auto-semejante. Esto es 
típico y las soluciones que explotan, cerca de la singularidad se comportan 
como soluciones auto-semejantes (o solitones) por lo que se pueden 
determinar resolviendo una EDO adecuada. Eso es típico en ecuaciones 
parabólicas no lineales como el flujo de Ricci.
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Solitones de Ricci
• Soluciones auto-semejantes del Flujo de Ricci

• Escalado: tensor de Ricci invariante
• Curvaturas se reescalan

Límite puede ser no compacto 
(topología original se pierde)

El flujo de Ricci cumple un escalado parabólico y tiene solucioens auto-
semejantes. Dada una solución g(x,t) podemos obtener una nueva solución 
reescalando el tiempo en Lambda y las distancias en su raíz cuadrada.

Ante este tipo de re-escalado parabólico el tensor de Ricci permanece 
invariante, sin embargo, la curvatura escalar se reescala como la inversa de 
Lambda, si Lambda se hace muy grande la curvatura se hace muy 
pequeña. En el límite un cuello  como el de la figura que forma parte de una 
variedad compacta se convierte en un cilindro (un cuello o neck) que es una 
variedad no compacta. Ello puede hacer que la topología de la variedad 
original se pierda, por eso es necesario un buen estudio de los posibles 
límites de las singularidades del flujo y que el procedimiento de cirugía que 
comentamos en la primera charla se realice de forma adecuada para no 
perder "conciencia" de la topología original una vez que "podemos" las 
singularidades. Veremos más detalles de la cirugía en la próxima y última 
charla.
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Solución Flujo de Ricci

• Solución "explota" en tiempo finito (blow-up)

En la charla anterior vimos que las soluciones más sencillas del flujo de 
Ricci son las métricas de Einstein, que para lambda positivo, explotan en 
tiempo finito. Por ejemplo, para una métrica tipo esfera, el volumen se 
reduce a cero y al mismo tiempo la curvatura tiendo a infinito, todo ello en 
un tiempo finito. Se dice que la variedad se "extingue".

Un factor lambda como este aparecerá en los solitones de Ricci como 
ahora veremos.
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Solución Flujo de Ricci

• Solución ha "explotado" en el "pasado"

Para una métrica de Einstein con parámetro lambda negativo, la solución 
existe para todo tiempo y se expande con una escalado proporcional 
(homotecia) con una curvatura que decae hacia cero armónicamente.

Esta solución no es "anciana" ya que no podemos evolucionarla hacia el 
pasado, ya que encontramos una explosión (tipo big bang).
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Solitones de Ricci
• Solución auto-semejante módulo difeomorfimos

• Solitón de Ricci

Llegados a este punto la pregunta es ¿qué es un solitón de Ricci? Es una 
solución auto-semejante generada por una familia uniparamétrica de 
difeomorfismos (parametrizados en el "tiempo") aplicados a la métrica 
sujeta al flujo de Ricci. Sigma(t) es una reescalado que podremos elegir 
convenientemente.

Derivando la métrica transformada observamos que, si la métrica original es 
constante, el factor de escalado el que vimos en la transparencia anterior, 
obtenemos una nueva solución del flujo de Ricci sólo si la métrica original 
constante cumple la ecuación "elíptica" que presentamos recuadrada, en la 
que la ele gótica representa la derivada de Lie del campo vectorial Y. 

En función del parámetro labmda, hablaremos de un solitón de Ricci
estacionario, en expansión o en contracción. 

Aclaramos en la fórmula final cómo sería la ecuación del solitón de Ricci
con la derivada de Lie desarrollada en derivadas covariantes en 
coordenadas locales.
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Solitones de Ricci
• Solitón gradiente de Ricci

• Solitón "cigarro" (cigar) de Hamilton

• Tiende a cilindro de radio 1
(R tiende a cero al crecer r)

Entre los solitones más interesantes del flujo de Ricci están los solitones
gradiente, en los que el campo vectorial Y es de tipo gradiente, el gradiente 
de una función escalar f.

En ese caso, la hessiana aparece en la ecuación del solitón de Ricci.

Entre todos los solitones gradiente, nos paramos un momento en el solitón
cigarro (que dije en la primera charla que era la pesadilla de Hamilton). Su 
expresión en 2D es la que vemos (en 3D se extiende mediante simetría 
rotacional). Es un solitón gradiente de Ricci que estacionario y no 
compacto. Lo que Perelman descubrió que este solitón no se puede 
producir como modelo de singularidad porque es estacionario, pero 
Hamilton, que lo conjeturó no logró demostrarlo. Veremos más detalles en 
la próxima charla. 

Como vemos el solitón cigarro tiende a un cilindro de radio 1 conforme la 
coordenada radial r crece (la curvatura escalar tiende a cero).

Este tipo de solución también se llama agujero negro de Witten. De hecho, 
las soluciones de tipo agujero negro en gravitación y teoría de cuerdas son 
solitones de las ecuaciones correspondientes.
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Solitones de Ricci
Pinzamiento del cuello (neck-pinch)

Solitón de Bryant (esferas de radio decrece como parábola)

Otro tipo de solitón es el solitón de Bryant que aparece rodeado por un 
círculo a la izquierda, una sucesión de esferas de radio decreciente en 
forma parabólica.

En general, cuando tenemos una variedad con dos componentes, una
grande L y otra más pequeña R, unidas por un cuello, la evolución del flujo 
de Ricci depende de sus volúmenes relativos. Si el volumen de R es 
pequeño comparado con el de L, entonces R reduce su volumen más 
rápido que el cuello y acaba suavizandose y desapareciendo en L, y en la 
figura, L acaba resultando en una "esfera" que colapsa en un punto (en 
tiempo finito).

Cuando el volumen de R es grande comparado con L, el cuello tiende a 
colapsar en una singularidad que unirá la parte "grande"  L y la parte 
pequeña "R".

En el caso intermedio, para una relación entre volúmenes adecuada (que 
depende de las curvaturas de L y R) el cuello y la parte pequeña R 
colapsan al mismo ritmo y no se produce singularidad si no que se produce 
como límite un solitón de tipo Bryant (que más tarde llamaremos épsilon-
cap o épsilon-capuchón).
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Desarrollo de singularidades
• Escalado dependiente del tiempo

• Convergencia de variedades riemannianas puntuadas

• Requiere acotar el radio de inyectividad

El análisis de la evolución de la métrica y la posible generación de 
singularidades la realizaremos utilizando la propiedad de escalado 
parabólico del flujo de Ricci. Tomando una variedad riemanniana puntuada 
(en la que hemos seleccionado un punto concreto), aplicando el reescalado 
conforme la variedad tiende al límite de tal forma que la norma del tensor 
de curvatura tenga un valor dado (sea igual a 1), lo que siempre se puede 
conseguir, obtenemos que el proceso de colapso del cuello (en la figura) 
conduce a un cilindro en contracción, cuya métrica es muy simple y 
corresponde a un solitón del flujo.

Para poder realizar este proceso es necesario definir rigurosamente qué es 
el límite de una sucesión "convergente" (es decir, y cuando converge) de 
variedades riemannianas puntuadas. Este definición es de Hamilton. Sin 
embargo, demostrar que este límite existe, o estudiar cuando este límite 
existe, requiere una acotación del radio de inyectividad de la variedad en un 
punto dado. El radio de inyectividad es un concepto muy importante en el 
análisis de la convergencia de variedades riemannianas. Se define en el 
punto p como la longitud de la geodésica cerrada que pasa por p que tiene 
una longitud mínima. 

Intuitivamente, imaginemos que en el punto p se produce un flash de luz. 
Los rayos de luz se propagan en todas direcciones desde p. El radio de 
inyectividad es la distancia mínima que uno de esos rayos ha de recorrer 
para "colisionar" con otro de esos rayos.
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Desarrollo de singularidades

Las soluciones ancianas (que veremos en un momento) del flujo de Ricci, si 
tienen curvaturas seccionales (3 en cada punto en 3D) acotadas entonces 
tienen curvatura seccional no-negativa. Esto significa que podemos acotar 
la curvatura mínima de la singularidad conforme ésta se va produciendo.

n es 3, la dimensión.

Un teorema fundamental de Perelman, el llamado de "ausencia de colapso 
local" nos dice que si el flujo de Ricci se vuelve singular en tiempo finito, el 
radio de inyectividad está acotado en función de la curvatura máxima de la 
variedad en M. Esta acotación, que no tenía Hamilton, permite determinar 
los límites de sucesiones de variedades riemannianas puntuadas. Veamos 
cómo.
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Desarrollo de singularidades

El resultado matemático es el siguiente. Cómo vemos, durante el proceso 
de re-escalado, que toma la forma indicada en el recuadro, se puede 
conseguir que la norma de la curvatura riemanniana sea siempre menor o 
igual que la unidad. Con condiciones de regularidad adecuadas, ´la
secuencia de variedades riemannianas puntuadas converge a un flujo 
concreto que cumple con la condición de que en el punto considerado en el 
tiempo, sea t=0, es exactamente 1 y en su futuro entre 0 y T es siempre 
menor que 1. 

Este tipo de soluciones límite siempre se pueden extender hacia el pasado 
a menos infinito y por ello se llaman soluciones ancianas.

Hamilton demostró en 1995 (módulo una conjetura sobre el radio de 
inyectividad que probó Perelman) que si el flujo de Ricci produce una 
singularidad en tiempo finito T, existe una secuencia de reescalados 
(dilataciones) de la solución que converge a un 3 modelos de singularidad 
muy sencillos (módulo cocientes por ciertas isometrías) : la esfera, un 
cuello (cilindro) o un solitón cigarro.
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Desarrollo de singularidades
Hamilton (1995)

La clasificación de singularidades que obtuvo Hamilton aparece en la tabla 
de arriba. Los tipos I y IIa explotan en tiempo finito; los tipos IIb y III son 
soluciones eternas. Las singularidades de tipo I tienen curvatura finita hasta 
el momento de la explosión (no son singularidades "verdaderas", en 
realidad estamos hablando de posibles límites de variedades (como la R en 
la figura anterior) que pueden o no ser singulares). Entre todas las 
"singularidades" las realmente singulares son las de tipo IIa. 

Hamilton también introdujo modelos de la singularidad. Las soluciones 
ancianas son las que explotando en tiempo finito han existido en el pasado 
hasta menos infinito. Las de tipo II alcanzan curvatura infinito las tipo I no.

Las soluciones eternas (típicas del flujo de Ricci en 2D por ejemplo) nunca 
explotan y viven siempre y han vivido siempre.

Los modelos "buenos" de las singularidades son las soluciones ancianas, 
que puedo prolongar en el pasado hasta donde yo quiera.

Las soluciones inmortales son soluciones que viven siempre pero que no 
pueden ser llevadas hacia el pasado, fueron generadas por un "big bang".
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Soluciones ancianas

Las soluciones ancianas que surgen en las singularidades son soluciones 
llamadas kappa-no colapsadas. Estas soluciones cumplen el teorema 3.3.3, 
que acota nos dice que si su curvatura escalar (también la norma de la 
curvatura riemanniana) está acotada por 1/r^2 en cierta bola centrada en x0 
de radio r, entonces el volumen de esta región es mayor que cierta cota 
(kappa por r^3, en 3D). Esto garantiza que el volumen cerca de la 
singularidad tiene un tamaño "finito" conforme nos acercamos a ella.

Las soluciones que nos interesan son las soluciones ancianas que son 
kappa-no colapsadas. 

Perelman demostró que estas soluciones convergen en la singularidad a 
solitones gradiente que se contraen (generan la singularidad). 
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Soluciones ancianas

El resultado anterior permitó a Perelman el clasificar las singularidades con 
el siguiente teorema que nos dice cómo es la variedad en el entorno de una 
singularidad y cómo fue (porque son soluciones ancianas) en todo tiempo 
pasado. 

Si tenemos una curvatura acotada por el teorema anterior para una región 
entre dos bolas de radios r y 2r, esta región debe ser de una de las tres 
posibilidades siguientes:

Un epsilon cuello que evoluciona, un epsilon capuchon o un variedad 
compacta con curvatura seccional positiva. 

Además para todas kappa solución anciana podemos acotar su volumen de 
forma coercitiva, por arriba y por debajo en función de la curvatura y de una 
cota dada.
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Soluciones ancianas

Perelman demostró que todas las singularidades en la variedad son épsilon 
tubos ancianos que conectan grandes volúmenes de la variedad. Estos e-
tubos evolucionan dando lugar a que en el momento de la explosión sigan 
siendo union de e-tubos, o se conviertan  en un conjunto e-cuernos, dobles 
e-cuernos, o e-capuchones. Como se ve en la figura. Todos los modelos de 
singularidad como soluciones ancianas "provienen" de lo mismo, uniones 
de e-tubos.

Como los volúmenes de estas soluciones están acotados inferiormente, 
sólo puede haber un número finito de ellas en una variedad de volumen 
finito. De esta forma la variedad M la podemos descomponer en  un 
conjunto de regiones con volumen grande (la parte gruesa o thick) unidas 
por un conjunto de e-tubos evolucionados hasta la singularidad que tienen 
volumenes no nulos pero tampoco grandes (la parte fina o thin).  
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Soluciones ancianas

Aquí vemos a la derecha un muestrario de soluciones ancianas posibles.

A la izquierda vemos cómo puede evolucionar un epsilon-tubo, en función 
de sus cotas de curvatura. Arriba no se produce la singularidad, abajo sí se 
produce.
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Flujo de Ricci con cirugía (idea)

La clasificación de singularidades nos permite realizar una cirugía fina del 
flujo de Ricci eliminando las regiones donde se producen singularidades. 
Esto lo veremos en la cuarta y última charla. Así como otras aportaciones 
de Perelman.


