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En la tercera charla vamos a tratar la manera en la que el flujo de ricci
genera singularidades y como dichas singularidades son tipos muy
especiales de soluciones llamadas solitones de ricci.



Serie de conferencias

1. Demostracion delacon
* Lunes 16 de abril (10:30)

2. Flujo de Ricci-Hamilton g
*  Viernes 20 de abril (10:00) *fou watr frooe? It Gl preor

3. Solitones de Ricci y singularidades
* Lunes 23 de abril (10:30)

4. Aportaciones de Perelman
* Viernes 27 de abril (10:00)

El ciclo de conferencias que hemos organizado Rafael Miranda y yo se ha
dividido en dos partes con cuatro conferencias cada uno. Rafael ha
introducido en las 4 charlas anteriores los fundamentos de topologia y
geometria necesarios para la segunda parte en la que nos centraremos en
los resultados mas recientes.



Demostracion de la conjetura

» Solitones en general
Blow-up en general
Solitones de Ricci
Tipos y modelos de
singularidades

Soluciones ancianas T TUNK Nou SHowD B Mo
EXPLUT HEZE N STEP TWO,

Los contenidos de esta charla son los siguientes: Presentaremos lo que son
soluciones de tipo solitdbn en ecuaiones parabdlicas en general. También el
proceso de explosién de soluciones en este caso.

Luego estudiaremos lo que son los solitones del flujo de Ricci.

Presentaremos el trabajo de Hamilton en clasificacion de los tipos de
singularidades posibles y de sus modelos.

Finalmente introduciremos ideas de Perelman sobre kappa-soluciones,
soluciones ancianas y una clasificacion mas "fina" de las posibles
singularidades. Mas detalles sobre las aportaciones de Perelman y el flujo de
Ricci con cirugia seran para la préxima charla.



Ondas solitarias o "solitones

» Soluciones auto-semejantes

u = BriU(E/AT™) u = ug(T)U(§/Eo(7)) -

» Ondas solitarias (travelling wave solutions)

v=V(r— X(t))+ Volt). v=V{iz-At+c).

v=Inu, t=Inr, W(t)=Inue(r),
V=Wl z=Ié X(t)=mhé(r),

* Un ejemplo "sencillo”

o — ad., + be" = 0, n=2anda=b=1.
G T ‘

b = 20 _Bdx| o a6 46+ 6 =0
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Las soluciones exactas de ecuaciones en derivadas parciales son muy
dificiles de obtener y normalmente requieren asumir ciertas propiedades de
simetria en la ecuacion y aplicar teoria de grupos continuos o de Lie.

Entre las soluciones exactas que se pueden obtener para una ecuacion
parabdlica no lineal destacan las soluciones auto-semejantes. La forma
general de estas soluciones involucra u_0y xi_0, sin embargo, en muchos
problemas con lo linealidades polinGmicas, una expresion con potencias
como la recuadrada arriba es bastante habitual.

Otro tipo de solucion muy importante son las ondas viajeras o solitarias,
gue también son llamadas solitones (en sentido estricto sélo son solitones
las ondas solitarias de EDP integrables, sin embargo, normalmente se
abusa del término si se hace sindnimo de éstas). Mediante una
transformacion sencilla es posible convertir toda solucion auto-semejante
en un soliton. Mostrando que ambos tipos de soluciones estan muy
relacionados.

Los solitones se obtienen facilmente de resolver una ecuacion diferencial
ordinaria. Aqui vemos un ejemplo sencillo, una ecuacion del calor no lineal
con una no-linealidad cuadratica (como el flujo de Ricci). La solucién auto-
semejante phi depende de la variable tau y resuelve la EDO mostrada
abajo-derecha.



Ondas solitarias o "solitones"

* Ejemplo: Ecuacion de Fisher s
5y 12
s = kull — u) 4+ D, +* — it L . (_
3 oI A : f}
e = {1 — 1) 4+ 2y w{x,t) =0{z), z=mx—orct
=] I
§ r.II .I"'I = 1
u' Cdz” Vi = -V -U(Q-U),
Linearising the system the eigenvalu --;‘

P:(0,0) As %[—r_i (¢ — 11'-"-‘-|,
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atable node if = |! stable spiral if ¢« < 4.
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alwavs a saddle point

Pongamos otro ejemplo, la llamada ecuacién de Fisher (muy utilizada en
biologia de poblaciones) como modelo espacio-temporal asociado a la
ecuacion logistica o modelo de Verhulst para poblaciones.

Observamos la adimensionalizacion de la ecuacion y la EDO que resuelven
sus solitones. Estas soluciones especiales se suelen analizar en el espacio
de fases y corresponden a curvas cerradas (homoclinicas para solitones
tipo "montafia” o heteroclinicas para solitones tipo "rizo" (kink), como el
mostrado). El analisis en el plano de fases se realiza determinando los
puntos criticos o de equilibrio (donde el término no lineal de la EDO es
cero), linealizando la ecuacion alrededor de ellos y determinando su tipo en
funcidén de los autovalores del jacobiano.

Vemos una onda tipo "rizo" (kink) para c"2 > 4 que conecta el punto silla en
(1,0) con el nodo estable en el origen (0,0).



Blow-up de soluciones

* Ecuaciones diferenciales ordinarias
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Ester serd para nosotros el ejemple elomental de explosion. s
 Solucion con asintota vertical

La explosién de soluciones o blow-up no es un fenémeno "extrafio” en la
solucion de EDO. Por ejemplo una ecuacion tan sencilla como la mostrada
tiene una solucion que explota en tiempo infinito, tiene una asintota vertical
o se vuelve infinita en un tiempo finito.

Esta propiedad es heredada por ecuaciones parabdlicas que tienen este
mismo tipo de no-linealidad.



Blow-up de soluciones

» Explosion de soluciones : tipico EDP NL parabolicas

We consider the problem of the blow-up of solutions of the initial value problem

where p > 1, u = u(x,£),x € B, and u(:,0) = ug € C'(R). It is well-known that, for a
large class of initial data wg, the solution will diverge in a finite time at a single point (for
reviews on this problem, see [9, 17]).

We are interested in the profile of the solution at the time of blow-up. To explain what
this means, let us fix the blow-up point to be 0 and the blow-up time to be T. Then, we
ask whether it is possible to find a function £*(x) and a rescaling z(¢, T) so that

l (T — D7 utalt, T, 1) = F7(x). @

u(fj solves the ODE i.e. w(t) = {(p—INT éz)) —11,,_ for T = (p — )~luy 2.
1 1

f= L " e e — P

¢ =L —5rép F_lﬁfr-f-;a

ulx, ) = (T — :}_#qp (m — log(T = r}} :

(€, o) = T 7 ug(THE)

La ecuacion parabdlica mas sencilla con explosion de soluciones es
mostrada en (1), para p>1. El comportamiento de la solucién cerca del
limite toma la forma que aparece en (2), que esta caracterizada por un
factor de escalado, que es solucion de la EDO.

Vemos abajo izquierda que la solucidn es de tipo auto-semejante. Esto es
tipico y las soluciones que explotan, cerca de la singularidad se comportan
como soluciones auto-semejantes (0 solitones) por lo que se pueden
determinar resolviendo una EDO adecuada. Eso es tipico en ecuaciones
parabdlicas no lineales como el flujo de Ricci.



Solitones de Riccli

» Soluciones auto-semejantes del Flujo de Ricci

B . B 4 = 1
= scaling time by A and distances by AT,

a(x.t) = Ag(x, 1/N),

r'-'_d.j

ot

— .t

rl.i'l|l
—{x, T A)
i

—2Ricl gt/ AN (2]

= —2Ric{a{E){=x)

Escalado: tensor de Ricci invariante

e Curvaturas se reescalan

- AT'R(g(z, /X))

Riglx.t))

Limite puede ser no compacto
(topologia original se pierde) magnify

the blow-up looks like a part of the cylinder

. - i 5?2
g2 . (a ‘neck’)

El flujo de Ricci cumple un escalado parabdlico y tiene solucioens auto-
semejantes. Dada una solucién g(x,t) podemos obtener una nueva solucion
reescalando el tiempo en Lambda y las distancias en su raiz cuadrada.

Ante este tipo de re-escalado parabdlico el tensor de Ricci permanece
invariante, sin embargo, la curvatura escalar se reescala como la inversa de
Lambda, si Lambda se hace muy grande la curvatura se hace muy
pequefia. En el limite un cuello como el de la figura que forma parte de una
variedad compacta se convierte en un cilindro (un cuello o neck) que es una
variedad no compacta. Ello puede hacer que la topologia de la variedad
original se pierda, por eso es necesario un buen estudio de los posibles
limites de las singularidades del flujo y que el procedimiento de cirugia que
comentamos en la primera charla se realice de forma adecuada para no
perder "conciencia" de la topologia original una vez que "podemos" las
singularidades. Veremos mas detalles de la cirugia en la préxima y dltima
charla.



Solucion Flujo de Ricci

Einstein metrics
R;j(z,0) = Agij(z,0), VzeM  R;(z,t) =Rz, 0) = Ag;(x,0)

gij(x,t) = p*(t) g5 (2, 0)

(P (1)gis(x,0)) —2Ag;;(x,0)
= —2\gi;(=,

ot
@ _ _A p2(t) = 1 — 2.
dt o)

metric g;;(x,t) shrinks homothetically to a| point ast — 1" = 1;’2/\|

as t — T, the scalar curvature becomes infinite like 1/(T — 1).

e Solucién "explota" en tiempo finito (blow-up)

Se

En la charla anterior vimos que las soluciones mas sencillas del flujo de
Ricci son las métricas de Einstein, que para lambda positivo, explotan en
tiempo finito. Por ejemplo, para una métrica tipo esfera, el volumen se
reduce a cero y al mismo tiempo la curvatura tiendo a infinito, todo ello en
un tiempo finito. Se dice que la variedad se "extingue".

Un factor lambda como este aparecera en los solitones de Ricci como
ahora veremos.



Solucion Flujo de Ricci

Einstein metrics

Ryj(2,0) = —=Agij(2,0) | Vo € M

A< 0 gij(x, 1) = p*(t)gi; (2,0)
dp A 2 1o
TS po(t) =14 2AtL

metric g;;(x,t) exists and expands homothetically for all times,

and the curvature will fall back to zero like —1/¢

evolving metric g;;(x,t) only goes back in time to —1/2A,

the metric explodes out of a single point in a “big bang”.

e Solucién ha "explotado” en el "pasado”

Para una métrica de Einstein con parametro lambda negativo, la solucion

existe para todo tiempo y se expande con una escalado proporcional
(homotecia) con una curvatura que decae hacia cero armonicamente.

Esta solucién no es "anciana" ya que no podemos evolucionarla hacia el

pasado, ya que encontramos una explosion (tipo big bang).



Solitones de Riccli

» Solucién auto-semejante moédulo difeomorfimos
[a(t) = o(t)e; (a(2)).]

W {glE)) = wiglt] — gla)) + 7 {g{=]} and differentiate at # = 1

family of diffeomorphizms oy

i BV () ; , fhip ) e (L

—_— ] R i ] ol I TR — o t)ers v laar).
it ! e \3/ I : h Xd
g(t) = ga alt) = 1—2At, X(t):= 1=
ag e s o \ (e

Er () (go) + o () (Lxgo) = ¥/ (—=2Ago + Ly gn)

= ;(—2Ric(go)) = —2Ric(ega) —2Hic(dq]).

e Soliton de Ricci — 2Ric(gn) = Ly go — 2Ag0

Definition 1.2.2. Such o flow is called a steady, expanding or shrinking
‘Ricel soliton” depending on whether A =0, A = 0 or A = 0 respectively,

—2R;; = 2Agi; + ViV + V, V.

Llegados a este punto la pregunta es ¢,qué es un solitdn de Ricci? Es una
solucion auto-semejante generada por una familia uniparamétrica de
difeomorfismos (parametrizados en el "tiempo") aplicados a la métrica
sujeta al flujo de Ricci. Sigma(t) es una reescalado que podremos elegir
convenientemente.

Derivando la métrica transformada observamos que, si la métrica original es
constante, el factor de escalado el que vimos en la transparencia anterior,
obtenemos una nueva solucién del flujo de Ricci sélo si la métrica original
constante cumple la ecuacion "eliptica" que presentamos recuadrada, en la
gue la ele goética representa la derivada de Lie del campo vectorial Y.

En funcion del parametro labmda, hablaremos de un solitén de Ricci
estacionario, en expansion o en contraccion.

Aclaramos en la formula final como seria la ecuacion del solitdn de Ricci
con la derivada de Lie desarrollada en derivadas covariantes en
coordenadas locales.



Solitones de Riccli

» Soliton gradiente de Ricci

T ~ : —2R;; = 2Ag;; + V.V, + V, VL
— 2Ric(m) = Ly oo — 2Ago E i A

Vi=V:f R4 Afgg + "T.‘T_.._." = II.‘

» Soliton "cigarro” (cigar) de Hamilton

& |

fle, ) = (22 +y*)/2, R+ ViVif 'i]‘

ey = 7 5
%= Tt P

metric is rotationally symmetric, noncompact steady gradient Ricci soliton

g 1) g 1 T 10
dir +dy* drs 4+ r* di* ) ] )
= = ds° + tanh® 5 df*

T 1+ 2+ e 1+
) . . R 4 _ 4 _ 16
* Tiende a cilindro de radio 1 TI12 costls | (et e )
(R tiende a cero al crecer r) [Witten Dlack Hole

Entre los solitones mas interesantes del flujo de Ricci estan los solitones
gradiente, en los que el campo vectorial Y es de tipo gradiente, el gradiente
de una funcion escalar f.

En ese caso, la hessiana aparece en la ecuacion del soliton de Ricci.

Entre todos los solitones gradiente, nos paramos un momento en el soliton
cigarro (que dije en la primera charla que era la pesadilla de Hamilton). Su
expresion en 2D es la que vemos (en 3D se extiende mediante simetria
rotacional). Es un soliton gradiente de Ricci que estacionario y no
compacto. Lo que Perelman descubrié que este solitdn no se puede
producir como modelo de singularidad porque es estacionario, pero
Hamilton, que lo conjetur6 no logré demostrarlo. Veremos mas detalles en
la proxima charla.

Como vemos el soliton cigarro tiende a un cilindro de radio 1 conforme la
coordenada radial r crece (la curvatura escalar tiende a cero).

Este tipo de solucion también se llama agujero negro de Witten. De hecho,
las soluciones de tipo agujero negro en gravitacion y teoria de cuerdas son
solitones de las ecuaciones correspondientes.



Solitones de Riccli

Pinzamiento del cuello (neck-pinch)
R is small QQ <>O Qo
L /

\ AT =

- F: B A alngularicy

1 ( T b o

 laro e

R is large| | U l‘\\ >0 b o
=

Solitoén de Bryant (esferas de radio decrece como parabola)

Otro tipo de solitdn es el soliton de Bryant que aparece rodeado por un
circulo a la izquierda, una sucesion de esferas de radio decreciente en
forma parabdlica.

En general, cuando tenemos una variedad con dos componentes, una
grande L y otra mas pequefia R, unidas por un cuello, la evolucién del flujo
de Ricci depende de sus volumenes relativos. Si el volumen de R es
pequefio comparado con el de L, entonces R reduce su volumen mas
rapido que el cuello y acaba suavizandose y desapareciendo en L, y en la
figura, L acaba resultando en una "esfera" que colapsa en un punto (en
tiempo finito).

Cuando el volumen de R es grande comparado con L, el cuello tiende a
colapsar en una singularidad que unira la parte "grande" Ly la parte
pequena "R".

En el caso intermedio, para una relacion entre volumenes adecuada (que
depende de las curvaturas de L y R) el cuello y la parte pequefia R
colapsan al mismo ritmo y no se produce singularidad si no que se produce
como limite un solitén de tipo Bryant (que mas tarde llamaremos épsilon-
cap o épsilon-capuchaon).



Desarrollo de singularidades

» Escalado dependiente del tiempo

[Ad, gita)) (M, glfz])
SR D sl G p:
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» Convergencia de variedades riemannianas puntuadas

Defipition 8.1, A semuepce | Mg, g, 000 of smoetl, omplete, ponded feemapmmn masfolds (s

=aid o conmenge smocthly do the smooth, compiele, peinied marifald (M, g,p] @8 § — oo if she
» Requiere acotar el radio de inyectividad
; The injectivity radius inj(p) at a point p € M is defined by

inj(p) :=sup{r > 0:exp, : B(0,r) — M is injective}.

El andlisis de la evolucion de la métrica y la posible generacién de
singularidades la realizaremos utilizando la propiedad de escalado
parabdlico del flujo de Ricci. Tomando una variedad riemanniana puntuada
(en la que hemos seleccionado un punto concreto), aplicando el reescalado
conforme la variedad tiende al limite de tal forma que la norma del tensor
de curvatura tenga un valor dado (sea igual a 1), lo que siempre se puede
conseguir, obtenemos que el proceso de colapso del cuello (en la figura)
conduce a un cilindro en contraccién, cuya métrica es muy simple y
corresponde a un soliton del flujo.

Para poder realizar este proceso es necesario definir rigurosamente qué es
el limite de una sucesion "convergente” (es decir, y cuando converge) de
variedades riemannianas puntuadas. Este definicién es de Hamilton. Sin
embargo, demostrar que este limite existe, o estudiar cuando este limite
existe, requiere una acotacion del radio de inyectividad de la variedad en un
punto dado. El radio de inyectividad es un concepto muy importante en el
analisis de la convergencia de variedades riemannianas. Se define en el
punto p como la longitud de la geodésica cerrada que pasa por p que tiene
una longitud minima.

Intuitivamente, imaginemos que en el punto p se produce un flash de luz.
Los rayos de luz se propagan en todas direcciones desde p. El radio de
inyectividad es la distancia minima que uno de esos rayos ha de recorrer

nara "AAlicianar ~rAn Atroa AAa AcAcC rav/Ance



Desarrollo de singularidades

Proposition 14.6 Let (M?,g(t)) be a complete ancient solution of the
Ricei flow. Asswme that there exists a continuous function ¢(t) such that
| Kseclge)| < o(t). Then g, has nonnegative sectional curvature for as long

as it exists.
n n
il t) 2 == for all ¢ = ty.
= "”:-'Irrlninu:!lllll:_I = 2“ = rll-: = 3” = "I||'|

Hupinlf] = — lim ———=1.
to——o 2T — ig)

Proposition 14.7 In dimension n = 3 cvery Type I limit of Type I singu-
larity has nonnegative sectional curvature for as long as it exists.

Theorem 14,13 [ Perelwan’s No Looed Callapsing Theorem). Let (M7 (1)
e o weleetion to the ffive .,l'i'..ll.l' that heeomes l.|_|_||ll|!|l|||l £3L AT l|'rl|.ll'|' teine T, Then
Huere erists o constant O > 0 amds ||-|'-'.-|I'|'.'|" of t and « ~'|"?---|l-.-|'l.'-- |

snele thl

o
vrgl g, by

TS magy [Rmie, )

Las soluciones ancianas (que veremos en un momento) del flujo de Riccli, si
tienen curvaturas seccionales (3 en cada punto en 3D) acotadas entonces
tienen curvatura seccional no-negativa. Esto significa que podemos acotar
la curvatura minima de la singularidad conforme ésta se va produciendo.

n es 3, la dimensioén.

Un teorema fundamental de Perelman, el llamado de "ausencia de colapso
local" nos dice que si el flujo de Ricci se vuelve singular en tiempo finito, el
radio de inyectividad esta acotado en funcién de la curvatura maxima de la
variedad en M. Esta acotacion, que no tenia Hamilton, permite determinar

los limites de sucesiones de variedades riemannianas puntuadas. Veamos
como.



Desarrollo de singularidades

Theorem 8.3. Suppose that (M, g(t)) is a solution of the Ricci flow defined on a mazrimal time
interval [0,T), where T' < oo, Then there exist points p; € M and times t; € [0,T), t; — T such

that
M; = |Rm|(p;,t;) = sup [Rm|(x,t) — o0
- zeM,tel0,t;]
If we now define
t |Rm (g (T, + L)) | M
a:(t) = Mig (H + —) For < Rmle:(8)) = — N N 7 M) M 1)
M; fort <0  |Rm(g:(t))] T, =
then there exists b > 0 such that (M, g;(t),p;) converges to a Ricci flow (N, goo(t), Poc) defined for

the limit flow is defined for ¢ £ (—=c,b) — such solutions are ca]lcd

Theorem 6.8 Let M be a compact Riemannian 3-manifold which admits a so-

t € (—oo,b). Furthermore |R1n[gx{(l)]|[px) = llaﬂd [Bm(g..(t)) <1 fort < 0.

fution of the Ricci flow which develops a singularity at time T'. Then there is a

sequence of dilations®” of the solution which converges to a quotient by isometries

of one of the following manifolds:
i) (a topological space form) il xR o neek)

i) xR, atere 8 ds |m sodantinm, _
- Hamilton 1995

El resultado matematico es el siguiente. CoOmo vemos, durante el proceso
de re-escalado, que toma la forma indicada en el recuadro, se puede
conseguir que la norma de la curvatura riemanniana sea siempre menor o
igual que la unidad. Con condiciones de regularidad adecuadas, “la
secuencia de variedades riemannianas puntuadas converge a un flujo
concreto que cumple con la condicion de que en el punto considerado en el
tiempo, sea t=0, es exactamente 1y en su futuro entre 0y T es siempre
menor que 1.

Este tipo de soluciones limite siempre se pueden extender hacia el pasado
a menos infinito y por ello se llaman soluciones ancianas.

Hamilton demostro en 1995 (modulo una conjetura sobre el radio de
inyectividad que probé Perelman) que si el flujo de Ricci produce una
singularidad en tiempo finito T, existe una secuencia de reescalados
(dilataciones) de la solucion que converge a un 3 modelos de singularidad
muy sencillos (mddulo cocientes por ciertas isometrias) : la esfera, un
cuello (cilindro) o un soliton cigarro.



Hamilton (1995)
Singularities
Finite Time Twvpe 1 sup | Hm{ 1)|(T — 1) < =~
M x [0,T)
I ype 11, sup  |[Rm T — 1) =
M = [T
Infinite Tinwe | Tyvpe 114 sup | At = x
W= il:- e |
T = Twpe 11 sup | Rl )t < =
M o b
Singularity model time interval | curvature bound
Ancient Type I (—oo,w)/w >0 sup  [Rmoo ()] < x
Mg % (—o0,0]
Ancient Type IT | (—0,w)/w >0 sup [ (-, 1)t = oo
M. % (—o0,0]
Eternal Type II (—o0,00) sup [Rma (- )] < ~x
Moo % (—o0,0]
Immortal Type IT | (—a,o0) /a0 > 0 sup [ (1)t < ¢
M. % (—o0,0]

La clasificacion de singularidades que obtuvo Hamilton aparece en la tabla
de arriba. Los tipos | y lla explotan en tiempo finito; los tipos Ilb y Il son
soluciones eternas. Las singularidades de tipo | tienen curvatura finita hasta
el momento de la explosién (no son singularidades "verdaderas”, en
realidad estamos hablando de posibles limites de variedades (como laR en
la figura anterior) que pueden o no ser singulares). Entre todas las
"singularidades" las realmente singulares son las de tipo lla.

Hamilton también introdujo modelos de la singularidad. Las soluciones
ancianas son las que explotando en tiempo finito han existido en el pasado
hasta menos infinito. Las de tipo Il alcanzan curvatura infinito las tipo | no.

Las soluciones eternas (tipicas del flujo de Ricci en 2D por ejemplo) nunca
explotan y viven siempre y han vivido siempre.

Los modelos "buenos" de las singularidades son las soluciones ancianas,
gue puedo prolongar en el pasado hasta donde yo quiera.

Las soluciones inmortales son soluciones que viven siempre pero que no
pueden ser llevadas hacia el pasado, fueron generadas por un "big bang".



Soluciones ancianas
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Las soluciones ancianas que surgen en las singularidades son soluciones
llamadas kappa-no colapsadas. Estas soluciones cumplen el teorema 3.3.3,
gue acota nos dice que si su curvatura escalar (también la norma de la
curvatura riemanniana) esta acotada por 1/r*2 en cierta bola centrada en x0
de radio r, entonces el volumen de esta region es mayor que cierta cota
(kappa por "3, en 3D). Esto garantiza que el volumen cerca de la
singularidad tiene un tamafio "finito" conforme nos acercamos a ella.

Las soluciones que nos interesan son las soluciones ancianas que son
kappa-no colapsadas.

Perelman demostré que estas soluciones convergen en la singularidad a
solitones gradiente que se contraen (generan la singularidad).
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El resultado anterior permité a Perelman el clasificar las singularidades con
el siguiente teorema que nos dice como es la variedad en el entorno de una
singularidad y cdmo fue (porque son soluciones ancianas) en todo tiempo
pasado.

Si tenemos una curvatura acotada por el teorema anterior para una region
entre dos bolas de radios r y 2r, esta region debe ser de una de las tres
posibilidades siguientes:

Un epsilon cuello que evoluciona, un epsilon capuchon o un variedad
compacta con curvatura seccional positiva.

Ademas para todas kappa solucién anciana podemos acotar su volumen de
forma coercitiva, por arriba y por debajo en funcion de la curvatura y de una
cota dada.



Soluciones ancianas

Recall that an e-neck (of radius r) is an open set with a Riemannian metric,
Perelman which is, after scaling the metric with factor 2 e-close to the standard neck ¢ = I
with the product metric, where 82 has constant scalar curvature one and I has length
2:~1 and the e-closeness refers to the ¢ 7] topology.

A metric on §2 x I, such that each point is contained in some s-neck, is called an
z-tube, or an e-horn, or a double =-horn, if the scalar curvature stays bounded on
both ends, or stays bounded on one end and tends to infinity on the other, or tends
to infinity on both ends, respectively.

A metric on B® or RP* B is called a =-cap if the region outside some suitable
compact subset is an e-neck. A metric on B* or RF*\ B is called an capped s-horn
if each point outside some compact subset is contained in an s-neck and the scalar
curvature tends to infinity on the end.

(a) an e-tube with boundary components in {2, or
(b) an s-cap with boundary in (2,, or

(¢) an e-horn with boundary in €, or

(d) a capped e-horn, or N

A - —cap

(e) a double s-horn. 3 capped e-horn
It 15 clear that there 15 A definite lower bBoond |:|~"|ll'||l];.lll.'. 01 .". for the volume of

silmets of types (a), (b) amd (c). 20 there can be only a finice number of them. Thus

we conclude that there is anly a finite nnmber of components of 2 containing points

of 12, and every such component has a finite number of ends, each being an s-horn.

Perelman demostré que todas las singularidades en la variedad son épsilon
tubos ancianos que conectan grandes voliumenes de la variedad. Estos e-
tubos evolucionan dando lugar a que en el momento de la explosion sigan
siendo union de e-tubos, o0 se conviertan en un conjunto e-cuernos, dobles
e-cuernos, o e-capuchones. Como se ve en la figura. Todos los modelos de
singularidad como soluciones ancianas "provienen” de lo mismo, uniones
de e-tubos.

Como los volumenes de estas soluciones estan acotados inferiormente,
s6lo puede haber un numero finito de ellas en una variedad de volumen
finito. De esta forma la variedad M la podemos descomponer en un
conjunto de regiones con volumen grande (la parte gruesa o thick) unidas
por un conjunto de e-tubos evolucionados hasta la singularidad que tienen
volumenes no nulos pero tampoco grandes (la parte fina o thin).



Soluciones ancianas
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Aqui vemos a la derecha un muestrario de soluciones ancianas posibles.

A la izquierda vemos como puede evolucionar un epsilon-tubo, en funcién
de sus cotas de curvatura. Arriba no se produce la singularidad, abajo si se
produce.



Flujo de Ricci con cirugia (idea)

BUrgeTy
caps T T Ricai flow

cut-away
regions

La clasificacion de singularidades nos permite realizar una cirugia fina del
flujo de Ricci eliminando las regiones donde se producen singularidades.
Esto lo veremos en la cuarta y ultima charla. Asi como otras aportaciones

de Perelman.




