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EJERCICIOS: REPASO DE CALCULO, NO ENTRAN A EXAMEN.

1. Sucesiones de Cauchy. Demuestra que una sucesiéon de ntimeros
reales convergente es una sucesion de Cauchy.

2. Convergencia uniforme. Sea f; una sucesion de Cauchy uniforme de
funciones uniformemente continuas en un intervalo cerrado y acotado
I. Prueba que el limite es uniformemente continuo.

3. Teorema del valor medio. Enuncia y demuestra el teorema del valor
medio. Ayuda: comienza demostrando el teorema de Rolle (cuando la
funcién en los extremos es nula).

4. Regla de la cadena. Demuestra la regla de la cadena

d / /
%u(v(x)) = u'(v(z)) v'(x),

asumiendo que v’ es continua en v(x) y v es diferenciable en z. Ayuda:
usa el teorema del valor medio.

5. Teorema del punto fijo. Sea u(x) una funcién diferenciable definida
en los reales. Considera la sucesién {;} generada por & = u(§;_1),
donde & es un dato. Supone que hay una constante 0 < 6 < 1 tal que
|u/(x)] < 6 para € R. Prueba que {{;} es una sucesién de Cauchy
que converge a £ € R tal que £ = u(§), donde llamaremos a & un punto
fijo de u. Aplica este teorema a la funcién u(x) = x/2 + 1/z.

6. Cero de una funcién. Sea u(x) una funcién continua definida en IR.
Considera la sucesién {;} generada por &; = &;_1 —au(;_1), donde &
es un dato y « es una constante. Determina condiciones que garanticen
que {&;} converge a £ € IR que satisface u(§) = 0.

7. Integracion por partes. Demuestra que si u y v son dos funciones
diferenciables para a < x < by xy y x; son puntos en [a, b], entonces

/;1 ' (z)v(x) dr = u(xy) v(zy) — u(zg) v(zg) — /:C1 u(z) v (x)dx.

0 o

Ayuda: aplica el Teorema Fundamental del Calculo al producto uwv.



10.

Acotacion de integrales. Demuestra que si f; y fo son funciones y
fi(z) < fa(z) para todo a < x < by xy y x; son puntos en [a,b] con
Ty < X1, entonces

/: fi(z)dx < /9: fo(z) dx.

Utiliza este teorema para probar que | [ f(x)dz| < [ |f(z)|dx si
To < 1.

Teorema de Taylor. Enuncia y demuestra el teorema (del resto) de
Taylor. Ayuda: integra sucesivamente por partes usando la notacién
kn(z) = (z — 2)"/n! como sigue

u(z) = wu(y) + /yz Du(z) Dk (x) dx
= uly) + Duly) () — [ " D?u(x) Dhs(x) dx,

donde en la ultima integral se ha usado Dky = k;. Continuando de esta
manera, se demuestra el teorema usando un corolario del teorema del
valor medio.

Clasificacion de Ecuaciones en Derivadas Parciales. Demuestra
que la ecuacién en derivadas parciales (EDP) lineal con coeficientes
constantes

Augy + Bugy + Cuyy + D =0,

se puede clasificar en eliptica, hiperbdlica y parabdlica, en funcion de
la clasificacién de la forma (diferencial) cuadrética

Az? + Bxy + Cy? = 0, (Ad2? + Bdxdy + Cdy? = 0).

Ayuda: Realice una transformacién de coordenadas general (z,y) —
(&,7m), que cerca de un punto estacionario se comporta como una forma
cuadratica y demuestre que los invariantes de la EDP respecto a dicha
transformaciéon son los mismos que los de la forma cuadratica.



