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Métodos de diferencias finitas para ecuaciones diferenciales parabdlicas.

1. Demuestra que se verifica

M-1 M—1
Z Vm(mel - Zm) = Z Zm<vm+1 - Vm)
m=1 m=1
si Z() = VM =0
M-1 M-1
Z Vm<Zm+1 - Zm) = Z Zm+1(vm - Vm+1) - ‘/IZI
m=1 m=1

2. Demuestra que existe una matriz D diagonal tal que DAD~! es una
matriz simétrica, siendo A la matriz de tamano m x m

2 -2 0 -~ 0 0 0
1 2 -1 0 0 0
0 -1 2 0 0 0

A=
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 - 0 -2 2]

3. Demuestra que si A es una matriz real tridiagonal verificando a;; >
— > izj @i;) entonces todos sus autovalores son positivos.

4. Estudia las propiedades de consistencia y estabilidad del método de
Dufort-Frankel para la ecuacién del calor:

ou  0%u
ot or?
u(z,0) = up(x)
con condiciones de contorno tipo Dirichlet homogéneas. Recuerda que
dicho método utiliza el siguiente esquema en diferencias finitas:

Umn+1l — Umn—1 o Um+1n + Um—1n Um, n+1 + Um n—1

2At Az? Ax?

., Como arrancarias este método?




Escribe un método en diferencias finitas para el siguiente problema de
valores iniciales o de Cauchy

— = — +au, z e (0,1),t € (0,T]

u(z,0) = f(x), x € (0,1),

donde a es una constante, y con condiciones de contorno

w(0.)=0, w6~ 510 =0

utilizando un #-método. Estudia la consistencia y estabilidad del méto-
do que propongas.

Considera la ecuacién parabdlica (a(x) # 0),

ou 9%u
O a,1) = ala)

ot
u(0,t) = —u(l,t) = g(t), te(0,T],
u(z,0) = f(z), x€(0,1).

Deduce dos férmulas en diferencias finitas de orden de consistencia
O(Az?) y O(Ax*) utilizando la férmula en diferencias finitas exacta

z€(0,1), te(0,T]

82
U ni1 = €XP (a(x)AtW> U

., Cémo tratarias las condiciones iniciales y de contorno de Dirichlet al
mismo orden de consistencia? Estudia la estabilidad de los métodos
que propongas mediante el método de Von Neuman y el método de la
matriz suponiendo «(x) constante.

Para la ecuacién parabdlica autoadjunta

ou 0 u
e = o (a@3t) . ceon, re@

ox ox
ou ou
— =—(1.t) =4 T
20,0) = (L) =4, 1€ (0,T)



10.

u(z,0) = ug(x), z€(0,1)

se puede usar la ecuacién en diferencias finitas

Umn4+1 — Umn 1

At N

O (Um0 ) Ui

Desarrolla los operadores en diferencias finitas y detalla la expresion
resultante. ;Es un método explicito? Determina los términos del error
de truncado.;Cémo tratarias las condiciones de contorno e iniciales
con el mismo orden de consistencia? Estudia la estabilidad del método
suponiendo « constante

Siguiendo la idea del ejercicio anterior propén un método del tipo de
Crank-Nicolson para resolver el mismo problema. Estudia el error de
truncado y especifica cémo tratarias las condiciones de contorno. Estu-
dia la estabilidad del método suponiendo « constante

Escribe el método de Crank-Nicolson para la ecuacion de difusion bi-
dimensional

g:;(x,y,t) = Au(z,y, t)+u(z,y,t), (z,y) € (0,1)x(0,1), ¢e(0,T],
u(x,y,O) = U0($,y), (ZE,y) € (07 1) X (07 1)7
u(0,y,t) =u(l,y,t) = u(x,0,t) = u(z,1,t) =0

Estudia sus propiedades de convergencia y estabilidad.

Propén algin método (o métodos) tipo ADI o LOD para el problema
del ejercicio anterior que conservando las propiedades del método anal-
izado en dicho ejercicio reduzca el coste computacional para obtener la
solucion numérica.



