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Célculo e Interpolacion de Varias Variables.

1. Demuestre las siguientes igualdades vectoriales

a) divrotu =V -V xu=0,enIR*yen R®

b) rotgradu =V x Vu =0, en R* y en IR®.
)
)

¢) rotrotu=V xV xu=—Au,siu:R>— R.

d) rotrotu=V xV xu=—Au+V(V-u),siu:R>— R
Ayuda: utilice coordenadas cartesianas.

2. Aplicando la regla de la cadena para la diferenciacién demuestre que

a) siu:R™—=1R,s: R > (a,b) - R™, siendo Vu continua y s(¢)
diferenciable, entonces

b) sis(t) =ax+tn,donde z,n € IR", entonces la derivada direccional
de w en la direccién 7 es

v'(0) = dau(x) = Vu(z) - .

3. Seaz(t) : R — IR" la trayectoria de una particula y u(z,t) su campo
de velocidades,

(t) = u(z(t), 1), z(0) = .
Sea la funcién trayectoria x; : IR" — IR" tal que

xy: xo — x4(x) = x(1),



y sea A(t) el determinante Jacobiano de dicha funcién. Aplicando la
regla de la cadena, demuestre que

Y v.ouA
7 V- -uA,

y en el caso incompresible V - 4 = 0, demuestre que A(t) = 1, V¢t > 0.
Ayuda: se trata del teorema de Liouville.

A partir del teorema fundamental del célculo en IR?,

donde 7 = (nq, ny) es la normal exterior al contorno I' = 0 2, demuestre
el teorema de la divergencia o teorema de Gauss

/V-vdx:/v-ﬁds,
Q r

y la férmula de Green

/Vv-dex:/vaﬁwds—/vAwdx.
Q r Q

Deduce las ecuaciones de Euler para un fluido incompresible y no vis-
coso de densidad unitaria, es decir,

0

a—?jt(u-V)u%—Vp:f, V-u=0,
aplicando la regla de la cadena a la ley de Newton que dice que la
aceleracion du(x(t),t)/dt, donde x(t) es la trayectoria seguida por la
particula que satisface dx/dt = u(x(t),t), es igual a la fuerza —V p+ f.
Ademés, escribe la ecuacién de Euler en componentes en IR?.

Sea K un tridngulo cuyos nodos son los puntos a',a?,a® € IR? las
funciones base nodales \; € P1(K), i = 1,2,3, son tales que

)\i(aj) = 51']"

es decir, la delta de Kronecker. Escribe explicitamente las formulas para
las funciones \;.



Demuestra que si v(z) € P?(K), donde K es un triangulo definido por
los nodos a',a?,a® € IR?, entonces v se puede factorizar como

v(z) = A(2) Aa(x) va,
donde vy es una constante y \;(x) € P'(K) con

)\i((lj) = (51]

Considere la triangulacién uniforme de un cuadrado en tridngulos “ori-
entados hacia la derecha”(es decir, la diagonal derecha-izquierda del
cuadrado estd formada por aristas de tridngulos). En dicha triangu-
lacion, construya las funciones base globales para el espacio de funciones
cuadraticas a trozos continuos. Dibuje una funcién base de cada tipo
y determine el nimero total de funciones base. Nota: la triangulacion
indicada tiene 2 - 4™ triangulos.

Considere en (2 una triangulacion utilizando rectangulos cuyas aristas
son paralelas a los ejes coordenados. Cada rectangulo K tiene cuatro
vértices {a',i = 1,2,3,4}. Defina el espacio Q'(K) de las funciones
bilineales en K, es decir, v € Q'(K) es

V==Cy+ LT+ Cax2 —1—012901952,
para ¢; € IR constantes.

a) Demuestre que una funcién en Q'(K) viene determinada univoca-
mente por sus valores en los vértices {v(a)}.

b) Muestra que es posible definir un espacio V}, de las funciones con-
tinuas tales que v|x € Q'(K).

¢) Define una triangulacion apropiada de €2 en rectangulos.

d) Asumiendo que €2 y sus elementos K son cuadrados, describa las
funciones base de Q'(K) en los elementos K y las funciones base
globales en V},.

Demuestra que la férmula de cuadratura (integraciéon numérica) de los
vértices en un triangulo K, es decir,

donde |K| es el drea del tridangulo, es de segundo orden.



