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M�etodos de diferencias �nitas para ecuaciones diferenciales parab�olicas.

1. Demuestra que se veri�ca

M�1X
m=1

Vm(Zm�1 � Zm) =
M�1X
m=1

Zm(Vm+1 � Vm)

si Z0 = VM = 0

M�1X
m=1

Vm(Zm+1 � Zm) =
M�1X
m=1

Zm+1(Vm � Vm+1)� V1Z1

si ZM = 0

2. Demuestra que existe una matriz D diagonal tal que DAD�1 es una

matriz sim�etrica, siendo A la matriz de tama~no m�m

A =

2
6666666664

2 �2 0 ::: 0 0 0

�1 2 �1 ::: 0 0 0

0 �1 2 ::: 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 ::: �1 2 �1

0 0 0 ::: 0 �2 2

3
7777777775

3. Demuestra que si A es una matriz real tridiagonal veri�cando aii �

�

P
i6=j aij con aii > 0; aij � 0; i 6= j, para cualquier i; j = 1:::n entonces

todos sus autovalores son positivos.

4. Estudia las propiedades de consistencia y estabilidad del m�etodo de

Dufort-Frankel para la ecuaci�on del calor:

@u

@t
=

@2u

@x2

u(x; 0) = u0(x)

con condiciones de contorno tipo Dirichlet homog�eneas. Recuerda que

dicho m�etodo utiliza el siguiente esquema en diferencias �nitas:

um n+1 � um n�1

2�t
=

um+1 n + um�1 n

�x2
�

um n+1 + um n�1

�x2

>C�omo arrancar��as este m�etodo?
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5. Escribe un m�etodo en diferencias �nitas para el siguiente problema de

valores iniciales o de Cauchy

@u

@t
=

@2u

@x2
+ au; x 2 (0; 1); t 2 (0; T ]

u(x; 0) = f(x); x 2 (0; 1);

donde a es una constante, y con condiciones de contorno

u(0; t) = 0; u(1; t)�
@u

@x
(1; t) = 0

utilizando un �-m�etodo. Estudia la consistencia y estabilidad del m�etodo

que propongas.

6. Considera la ecuaci�on parab�olica (�(x) 6= 0),

@u

@t
(x; t) = �(x)

@2u

@x2
; x 2 (0; 1); t 2 (0; T ]

u(0; t) = �u(1; t) = g(t); t 2 (0; T ];

u(x; 0) = f(x); x 2 (0; 1):

Aplica el m�etodo de Crank-Nicolson para resolver este problema. >Es

un m�etodo consistente? Determina el error de truncado.

Estudia la estabilidad de este esquema mediante el m�etodo de Von

Neuman y el m�etodo de la matriz suponiendo �(x) constante.

7. Para la ecuaci�on parab�olica autoadjunta

@u

@t
(x; t) =

@

@x

 
�(x)

@u

@x

!
; x 2 (0; 1); t 2 (0; T ]

@u

@x
(0; t) =

@u

@x
(1; t) = 4; t 2 (0; T ]

u(x; 0) = u0(x); x 2 (0; 1)

se puede usar la ecuaci�on en diferencias �nitas

um n+1 � um n

�t
=

1

�x2
Æx(�mÆx)um n
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donde Æxf(xm) = f(xm+ 1

2

)� f(xm� 1

2

).

Desarrolla los operadores en diferencias �nitas y detalla la expresi�on

resultante. >Es un m�etodo expl��cito? Determina los t�erminos del error

de truncado.>C�omo tratar��as las condiciones de contorno e iniciales

con el mismo orden de consistencia? Estudia la estabilidad del m�etodo

suponiendo � constante

8. Siguiendo la idea del ejercicio anterior prop�on un m�etodo del tipo de

Crank-Nicolson para resolver el mismo problema. Estudia el error de

truncado y especi�ca c�omo tratar��as las condiciones de contorno. Es-

tudia la estabilidad del m�etodo suponiendo � constante.

9. Escribe el m�etodo de Crank-Nicolson para la ecuaci�on de difusi�on bi-

dimensional

@u

@t
(x; y; t) = �u(x; y; t)+u(x; y; t); (x; y) 2 (0; 1)�(0; 1); t 2 (0; T ];

u(x; y; 0) = u0(x; y); (x; y) 2 (0; 1)� (0; 1);

u(0; y; t) = u(1; y; t) = u(x; 0; t) = u(x; 1; t) = 0

Estudia la convergencia de este m�etodo.

10. Prop�on alg�un m�etodo (o m�etodos) tipo ADI o LOD para el problema

del ejercicio anterior que conservando las propiedades del m�etodo anal-

izado en dicho ejercicio reduzca el coste computacional para obtener la

soluci�on num�erica.
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