Novena relacién de problemas Técnicas Numéricas
Profesor Francisco R. Villatoro 19 de Abril de 1999

Ejercicios de resolucién numérica de problemas de valores iniciales de
ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

ANALISIS DE ESTABILIDAD LINEAL (brevario + recetario)
Dado un método numérico para la resolucién de

dy
% - f('rﬂy)7

se puede analizar su estabilidad lineal considerando la ecuacion

dy _
dr

y obteniendo un polinomio caracteristico que se puede escribir como

Ay,

p(r)+hXo(r)=0.

Un método numérico es fuertemente estable si todas las raices de p(r) =0
cumplen |r;] < 1 excepto la raiz simple r = 1.

Un método numérico es débilmente estable si las raices de su polinomio
caracteristico dependen del signo de .

Un método numérico es absolutamente estable para aquellos valores de
h A para los cuales las raices de su polinomio caracteristico son tales que
|7“i| < 1.

La raiz principal del polinomio caracteristico es la que aproxima la solu-
cién de la ecuacién diferencial ordinaria (1 4+ A A + O(h?)?)). Las raices
restantes, si existen, se denomian raices espurias y no convergen a soluciones
de la ecuacion diferencial.

Un método numérico es relativamente estable si el médulo de las raices
espurias de su polinomio caracteristico es menor que el de la raiz principal.

RESOLUCION DE ECUACIONES CUADRATICAS
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> 0 : 2 raices reales
> —4ac{ =0:1raiz doble
< 0 : 2 raices complejas conjugadas

RESOLUCION DE ECUACIONES CUBICAS

x3+a2x2+a1x+a0:0,
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> 0 : 1 raiz real y 2 raices complejas
¢ +1?{ =0:3 raices reales al menos una de ellas doble
< 0 : 3 raices reales simples

RESOLUCION DE ECUACIONES CUARTICAS
ot + azx® + as 2% + ay T + ao =0,
Calculamos la raiz real u; de la ecuacién cubica
u® — ayu® + (a1 as — dag)u — (a3 + agai — 4agas) =0,

y las cuatro raices de las dos ecuaciones cuadraticas

2 2
02—1-(6;31 sz’—f—ul—aQ)a—i-ulj: (u;) —ag =0,



donde, si todas las raices de la ecuacion cibica son reales, debe elegirse u;
de tal manera que todos los coeficientes de las ecuaciones cuadraticas sean
reales y se deben seleccionar los signos de tal manera que

r*ragad Faga? farrtag= @ +prrt+q) (@ Fpratg)
con
ptpr=az, piptate=a, p@tpa=a, @ =0,
Las raices cumplen las relaciones
Ty + 22+ 23+ Ty = —ag, T1X2T3T4 = Ao,

T1To + T1T3 + L1004 + ToZ3 + Ty + T3T4 = Ao,

T1ToL3 + L1XoXy + T1X3T4 + ToX3zTy = —a7.

EJERCICIOS DE LA RELACION

1. Dada la ecuacién diferencial ordinaria

dy
% - f(xay)a

y un método predictor-corrector cuyo corrector es un Adams-Moulton
de cuarto orden, es decir,

h _
vy = yntgp (9 @urn 0l ) + 19 S (@, 9) = 5. (@, gr) + f (@02, 902))

k=12 ..., Tn =nh, Yn = y(n).

Describa como aplicaria dicho método y bajo qué condiciones converge.

2. Calcule el error de truncado del método de Adams-Moulton

h
Yn+1 = Yn + 2 (9fn+1 +19f, =5 facr + fn—2)a

utilizado en el problema anterior.



Los operadores de diferencias finitas hacia adelante (forward) y hacia
atras (backward) se definen como

Af(x)=fle+h)=flx),  V[@)=[flx)=flz-h)
donde h > 0. Calcule VA f(z) y AV f(z). ;Cudl es la relacién entre
Af,VIyVAfy fyf"?

Para la resolucion de la ecuacién diferencial ordinaria

dy

% = f(xa y)a
se puede utilizar el método predictor-corrector dado por
4h
yyl;-l = Yn-3 + ? (2 fn - fn—l +2 fn—2)7

h
Yn+1 = Z/g+1 = Yn—1 + § (f(mn-i-layf;-l) + 4fn + fn—l)a

donde los superindices P y C' indican predictor y corrector, respectiva-
mente. Determine el error local o de truncado de este método. Estudie
la estabilidad de los métodos predictor y corrector, por separado. ; Cudl
es la estabilidad del método predictor-corrector en conjunto? NOTA:
utilice los resultados que aparecen en el recetario adjunto.

Para el método numeérico
h
Yn+1 = Yn + ﬂ (55 fn -39 fn—l + 37fn—2 - 9fn—3)7

(a) calcule el error de truncado, y (b) analice la estabilidad lineal de
este método.

Calcule el orden de precision y la estabilidad del método
Yni1 =4Yn — 3Yn_1+2h fr_1, Vn > 1.
., Como arrancaria dicho método? ;Por qué?
Considere la siguiente ecuacién en diferencias
Ynt1 = Yn + ¢ (YUn-1 — Yn_2), n>2 0<c<l,
donde g, y1 € yo se conocen. Estudie el limite

lim y,.

n—oo



10.

Determine el orden de exactitud y los errores de truncado del método
1 h
Y1 = 5 U+ Y1) + (49 =¥, +3%),  n>1,

y analice su estabilidad, consistencia y convergencia hacia la solucion
de la ecuacién y' = f(z,y). ;Necesita arranque dicho método? ;Cémo
lo arrancaria? Justifique sus respuestas.

Para la resolucién de la ecuacién ' = f(x,y) considere el método
_ ﬁ / ’ hj 7 7 >0
yn+1 - yn + 2 (yn + yn+1) + 12 (yn - yn—i—l)? n-=v,

donde

0 0
o= Fnst)e = G ) 1) G i)

,Cudl es el orden de exactitud y errores de truncado de este método?
Analice la estabilidad de este método.

Counsidere el método
5 1
Yn+1 = 2yn71 — Yn + h (2 fn + 5 fnl) .

Determine el error de truncado, la estabilidad, la consistencia y la con-
vergencia de este método.



