CAPITULO 3

EJERCICIOS RESUELTOS: CONCEPTOS BASICOS DE ALGEBRA
LINEAL

Ejercicios resueltos!

1. La norma p (también llamada [,) en R" se define como
n 1/p
], = (Z\Ii|p> -
i=1

Demuestre que cumple los axiomas de norma. Calcule el limite

lim o).

Solucién.

Verifiquemos cada uno de los axiomas de la definicién de norma:
(a) |lz|[, >0, con ||z||, = 0 sdlo si z = 0.
Esta propiedad es evidente, puesto que |x;| > 0.

(b) llazllp = laf =[],

Es facil de demostrar ya que

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z\MH”) = (Ial” leip> = |af (Z !$i|p> :
i=1 i=1 i=1

1© Francisco R. Villatoro, Carmen M. Garcia, Juan I. Ramos. Estas notas estdn protegidas por derechos de

copyright y pueden ser distribuidas libremente sélo con propésitos educativos sin dnimo de lucro. These notes are

copyright-protected, but may be freely distributed for instructional nonprofit purposes.
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(©) llz+yllp < llzllp + lyllp:

Demostrar este resultado es mas dificil. Dos ntimeros reales positivos p y g tales que

1 1
4+ Z=1
P q

se denominan exponentes duales. Dados dos niimeros reales a,b > 0 se cumple

a/Ppt/a < & 97
p g
para cuya prueba basta observar que para t > 1,
/P < t + 1’
p g
ya que si evaluamos en ¢t = 1 los dos miembros de la desigualdad son iguales, dado
que los exponentes son duales, y ademas para ¢t > 1 la derivada del primer miembro
es siempre menor que la del segundo, siendo ambas positivas, y por tanto, la funciéon
del primer miembro crece mas lentamente que la del segundo. Sustituyendo a/b > 1
o b/a > 1 se prueba la desigualdad deseada. Tomemos como a y b
_lml Il
ez T Il

con lo que obtenemos

il w1l 1l
Izl llyllg = 2 Izl a llyllg’
y aplicando sumatorios a ambos lados

1 1 1
e S gl < 5 - =1
el Tl 2= il < 5+

7

y de esta expresién es facil obtener la desigualdad de Minkowski en su version general
[z, u)| < [lzllp [lyllq-
Aplicando sumatorios a la siguiente desigualdad
i 4 wil? < |zl |z 4+ il il |z + w7

obtenemos

)

Z |z; + ;P < Z || |2 + yi Pt + Z lyil | + il P71,
i i
y aplicando la desigualdad de Minkowski dos veces

Sl il? < el 1@+ )P~ Mg + Iyl 1@ + )P~ o

1
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que podemos escribir como

e+ yllp < (llzllp + lyllp) 1+ 5P~ g

Pero como los exponentes son duales

1/q 1/q
\|zp-luq:<21zir<p-1>q) :<Zrzirp> — [l21g",

donde hemos usado (p — 1) ¢ = p; como ademds p/q = p — 1, obtenemos finalmente

lz + 315 < lzllp + Iyllp) (@ + )l
es decir, la desigualdad triangular queda demostrada.

Finalmente tenemos que calcular

T

p> 1/p

Tmax

lim [|z], = lim (|;El.|p)1/p = lim (\fcmax|pz
p—00 p—oo p—00

p> 1/p

K3
X5
donde zpax = max; |z;|. Al menos hay un z; que coincide con el zpax, pero puede que haya

Tmax

= |Tmax| lim <Z
p—oo

mas de uno, supongamos que hay r > 1. En ese caso, las (n — r) restantes componentes

de z cumplen que
Z; Z;
<1 = lim !

p—00

=0,

Tmax Tmax

y para las 7 > 1 componentes iguales a Tnyax, tenemos que

T2l = lim ()P =1,
Tmax p—oo
por lo que, finalmente,
lim ||z[|, = max |2;| = [[#]|c.
p—00 7

. Demuestre que toda matriz cuadrada tiene una forma normal de Schur, es decir, que es

unitariamente semejante a una matriz triangular.

Solucién. Lo demostraremos por inducciéon. Para n = 1 es trivialmente cierto. Suponga-
mos que es cierto para toda matriz de orden (n — 1) x (n —1). Sea A una matriz de orden
nxn. Sea A1 y x1 un autovalor de A y uno de sus autovectores asociados, respectivamente,

es decir, Ax; = A 1. Sea x1 unitario, ||z1||2 = 1. Existen n — 1 vectores za,...,z, que
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completan a x; hasta formar una base ortonormal de C". La matriz U = [z1,...,2,] con
columnas x; es unitaria, U*U = I. Sea e; = (1,0,... ,0)T el primer vector de la base

candnica. Entonces, como
U*AUel = U*Al‘l = )\1 U*.Z‘l = )\161,

la matriz U* AU tiene la forma

U*AU =

donde A; es una matriz de orden n — 1y a' € C*!. Por hipétesis de induccién existe

una matriz unitaria U; de orden n — 1 tal que U AU; es una matriz triangular superior.

Finalmente, la matriz

es una matriz unitaria de orden n que satisface que

1 0 1 0
VYAV = U*AU

0 U; 0 U

1 0 AMa 1 0

0 Ut 0 A 0 U

)\1 * *

0 X

*
0 0 M\

3. Demuestre que toda matriz A € M« tiene descomposiciéon en valores singulares, es

decir, se puede factorizar en la forma

A=VDU,
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donde V € Myxm y U € My xn son matrices unitarias y D € M, xn €s una matriz diago-
nal. Demuestre también que los valores de la diagonal de D (valores singulares) coinciden
con las raices cuadradas de los valores propios de la matriz A* A (que es hermitica), es

decir, A* Ax; = Uiz ;.

Solucién. Sea B = A* A una matriz M,,«.,. B es una matriz hermitica que es semidefinida
positiva, ya que (z,A*Az) = (Ax, Az) > 0. Una matriz hermitica tiene autovalores

reales, y si es semidefinida positiva, éstos son no negativos, ya que (z, Bz) = A (z,z) > 0,

luego A > 0. Sean a%,ag, ...,02 los autovalores de B, que supondremos ordenados de
mayor a menor (puede haber repeticiones) 6% > 03 > -+ > 02> 02 =--- =02 =0.

Ademas, sean {u;} un conjunto ortonormal de vectores propios de B (que siempre existe

por ser hermitica). De esta forma tenemos que
Bu;=A"Au; = Uizui.
Ademss, ||Au;||3 =02 ||ui||3 =02 y Au; = 0 parai > r + 1. Por tanto, el rango
r = rango(A* A) < min{rango(A),rango(A*)} < min{n, m},

ya que si dos filas de A son linealmente dependientes, entonces tras multiplicarlas por A*
lo seguiran siendo (y lo mismo para columnas de A*).
Sea U € M,,«n, cuyas filas son los vectores tTiT, es decir, [uq,...,u,|*. Sea v; = 0;1 Awug,

1 <4 <r. Los vectores v; forman un sistema ortonormal, ya que para 1 <i,j <7,

<1)i,’l)j> = (Uz-_lA’u,i,O'j_l Au]) = (Ui O’j)il <UZ,A*A’U,]> = (O’i Uj)fl 0']2 5ij = 51]

Podemos formar una base de C™ completando esos r vectores ortonormales con otros

Upgly ooy Um. Sea U € Myxm, cuyas columnas son los vectores [v1, ..., vp].

Finalmente, sea D € M, x, una matriz diagonal que tiene o1, 09,...,0, en la diagonal y

ceros en las demds posiciones. En tal caso, V* AU* = D, ya que
(VFAU")i; = vi Auj = (v, Auy),
que esceropara j >r—+1,y
(vi, Auj) = (vi, 0 v;)0; bij,

para j < r. Las matrices U y V son unitarias por tener sus columnas y filas ortonormales

entre si, respectivamente.
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4. Demuestre que si A es una matriz real cuadrada cuyo radio espectral es menor que la

unidad (p(A) < 1), entonces existe la inversa (I — A)~! y es igual a la serie
(I—A) =T+ A+A2+. .. 4 A"+,

que es Convergente.

Solucién. Si el determinante |I — A| = 0, entonces existe al menos un = # 0 tal que
(I — A)x =0, por lo que 1 seria un autovalor de A (Az = x) lo que es imposible ya que

p(A) < 1. Por tanto, |I — A| # 0, y existe la inversa (I — A)~!.

Escojamos una norma | - || subordinada tal que ||A| < 1, que existe porque p(4) < 1.

Definamos la suma parcial de la serie pedida
B,=1+A+---+ A",
y recordemos que queremos probar

lim B, = (I + A,

n—oo
es decir, que

lim ||(I +A)~ = B,| = 0.

n—oo

Pero sabemos que se cumple que
(I-A)B,=I1-A"""  B,=(I-A)"11-A",
(I-A)'—B,=I—-A)"tA"
y entonces
0<I(Z = A)" = Bull < (2 = AT A < (7= A~ A"

Aplicando el limite a ambos lados y recordando que ||A| < 1 obtenemos el resultado
buscado

0> lim [|[(I+A)~' = B,| >0.
n—oo

. Demuestre que si A y B son matrices reales cuadradas, con |A| # 0, si

1
A—B||< ——.
4= B0 <

entonces existe B~1. Ademads acote la diferencia

IA™ = B7H.
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Solucién. Definamos D = A~'(A — B), de forma que se verifica
B=A—-(A-B)=AI-A"1YA-B)=A(I-D).
Por hipétesis sabemos que
1> [|[ATH A= B|| = A7 (A~ B)| =Dl

por lo que 1 > ||D|| > p(D) y por el ejercicio previo, existe (I — D)~!, con lo que entonces
también existe la inversa

Bl'=(I-D)ytal
Seguidamente acotaremos la norma de la inversa

A
1= AT (4= B)]|

IB=H < JATHHIT = D) <
para finalmente acotar la diferencia entre las dos inversas

At—Blt=41'B-A)B!

A7 P A= B
1—[lA=t][lA - B

AT = BT < |ATHHIA = BIHIBTY| <
. Dada una matriz cuadrada A demuestre que

[tr(A)] < np(A).
Si, ademas, A es hermitica (o simétrica) y definida positiva

tr(A) > p(A).

Solucién. Suponiendo conocida la definicién de traza
tr(A) = Z Qs
i
y su equivalencia con la suma de los autovalores de A,
n
tr(A)) = N,
i=1
obtenemos facilmente

tr(A)] =

>
i=1

<Y Al < nomax [N <np(A).
i—1 !
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Por un lado, como A es hermitica, sus autovalores son reales y al ser definida positiva,
Vr # 0, (x,Az) > 0, estos autovalores son positivos, ya que para Az = Az, = # 0,
(x,z) >0,

(x,Az) = X(z,z) >0 = A>0.
Finalmente, como una suma de niimeros positivos es siempre mayor que el mayor de los

sumandos

tr(A) = Z)‘i > max A\; = max |\;| = p(4).

. Demuestre que para x € C", se tiene que

(@) f[zlloc < flzfls < n[zfloo,

(b) lIzlloo < llzll2 < V7 [l2co,
(©) llzlla < flzfly < nlzflo-

Es decir, estas tres normas son equivalentes entre si.

Solucién.

(a) Como

n n
max [zl < 3 Joil = zlloo 3 20 <
I<isn T — |zl ~ ’

donde se ha usado que |z;|/||z]lcc < 1, tenemos que las normas infinito y uno son

equivalentes

[2]loo < flzfly < 7 fl2lco-

(b) Ya que

i=1 i=1 0
por lo mismo que antes

Vil < llzllz < Vil n,

y tenemos que las normas infinito y euclidea son equivalentes
[2lloe < llzll2 < Vn||2]|oo-

(c) Dado que

n

n
ol =3 el < s il 3 el = e el

y aplicando el apartado (a) obtenemos facilmente

lzllz < Vlzlloo Izl < fl2llt < nfl2flo < nfl2]l2-
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8. Dado el polinomio

p(z) =bo+bix+- -+ bya™,

y la matriz cuadrada A, se define
p(A) =bol +bA+---+ b, A™.

Suponga que la forma canénica de Jordan de A es diagonal, es decir,

M 0 - 0

0 X --- 0
PlAP=A=

0 0 - A

Dado el polinomio caracteristico de A, p(\) = |A — A I| = 0, demuestre que p(A4) = 0.

Solucidén. Sea el polinomio caracteristico de A
p(A) =byg+bi A+ -+ by \".
Ya que
I=PIP', A=PAP,
A2 =AA=PAP'PAP'=PA2P !, .

tenemos que

p(A) =P (boI +bi A+ +b, A") P
y como el término entre paréntesis es nulo porque p(A;) = 0,
p(4) = 0.
9. Dada una matriz A cuadrada cuyos autovalores son \; y sus autovectores u;, determine
los autovalores y los autovectores de

(a) A" m>2,
(b) AL, suponiendo que |A| # 0,

(c) A+cl, donde ¢ es una constante.

Solucién. Dado que Awu; = A; u;,
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Amui:Am_l)\iui:Am_z)\gui = :)\;nui,

ue indica que los autovalores de A™ son A™ ue sus autovectores son los mismos
(A

que A.
(b)

(7 :A_lAui :)\iA_l’LLZ' :)\i,uiul-

con lo que

-1
A7 ug = piug = — ug,

i
donde |\;| # 0 ya que |A] = []; \i # 0. Luego los autovalores de A~ son 1/\; y sus

autovectores los mismos que los de A.

()

(A4 cl)u; = Au; + cu; = (N + ¢) u;.
10. Para cualquier matriz A, si U es unitaria y del mismo orden que A, demuestre que

[AUllz = [|U All2 = [|All2-

Solucion. La definiciéon de la norma dos como norma matricial subordinada es

A
HAHQZ sup ” x”?
=)0 llzll2

Si U es unitaria resulta que
|UAz|32 = (UAz,UAz) = (Az, U U Az) = | Az|3

y por tanto

WU Al = sup WAzl o 1Al
lzj20  llzll2 lzlz0  Il]l2

Haciendo y = U x, tenemos que

Iyl = IU )3 = (U, Uz) = (&, U"Uz) = (w,2) = ||z]3,

por lo que

JAU = sup 1AVl _ g IAvle g
lzjz0  1zll2 Iyl Iyl

11. Sea U una matriz unitaria. Demuestre que
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(a) U |3 = ||z, zeC,

(b) la distancia entre x e y es la misma que la distancia entre Uz y U y,

(c) (Ux,Uy) = (z,y), xz,y € C",
)

(d) los autovalores de U tienen mdédulo unidad, [Ay| = 1.

Solucion.

(a)

U3 = (Ua,Uxz) = (2,U" Ux) = (x,z) = ||=[3,
(b) la distancia entre x e y es ||z — yl|2, por lo que

Uz =Uyllz = U (z = y)ll2 = Iz = yll2,
(c)
({Uz,Uy) = (x,U"Uy) = (z,y).
(d) Sea Uw; = \; u;, entonces
(wg,wg) = (U g, Ung) = Ngwg, Njwg) = | N> (g, wg),

con lo que |\;| = 1.
Los autovectores de una matriz unitaria son linealmente independientes y definen una
base ortonormal, por lo que todo vector se puede escribir de la forma

n

n
p=S e =S o
=1

i=1
y por tanto

(Uz,Uzx) = (z,x) = Z i |2
=1

12. Dada la matriz A hermitica que es definida positiva, es decir, Vx € C", (Ax,z) > 0,

demuestre que A es definida positiva si y sélo si sus autovalores son reales y positivos.

Solucién. Sea Awu; = A;u;. Sabemos que los autovalores de una matriz hermitica son
numeros reales. Entonces de la definicién de matriz definida positiva aplicada a un au-
tovector

(Aui,ui) = A (ui,ug) >0

obtenemos que el autovalor ha de ser positivo A; > 0, ya que (u;, u;) > 0.
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13.

14.

Por otro lado, si A es hermitica con autovalores reales, entonces sus autovectores definen

T = E QG U,y
i

una base ortonormal y Vx,

por lo que

(Az,x)y = (A Zai ui,Zai u;) = (Z Ai aiui,Zaiui>
= ZZ<)\1 Qj U, O ’U,j> = ZZ)\ZOZQ] (ui,uj>
= Z)\Z |Oéi|2 > 0,

por ser una suma de nimeros positivos. Luego A es definida positiva.

Defina .
A2 A3 Al
—I+A+7+§+ I+ZT"

Demuestre que los autovalores de e son e donde \; son los autovalores de A. Ademas

demuestre que si B es semejante a A, P~ BP = A, entonces e = P~1¢B P.

Solucién. Sea Awu; = \;u;. Como A™ u; = A\ wu;, entonces
i 7 U 7 i diy

oo Am Am N
:ZW“%‘:ZW“Z—S i
! L= m!

m=0
Por otro lado, A = P~! B P implica que

A™ = (P'BP" =P 'B™P,

entonces
oo o0
P B P P Bm P
A _ PTIBP _ Z — } : )
m=1 m=1

—1 = Bm -1 B
I+21m! P=pP 1B P
m=

Examen 17/abril/1993. Considere una matriz arbitraria A y una matriz unitaria U.
Sabiendo que
|Az|3 = (Az,Az) = 2* A* Az,

(a) determine la relacion entre ||All2 v ||[U A2,
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(b)

demuestre que || Al|2 < Amax(A* A), donde Apax(A* A) es el mayor autovalor de A* A

en valor absoluto.

(c) ;cudl es el vector x para el que ||Az||3 = Anax(A* A)?

(d) demuestre que los autovalores de A* A son reales, positivos o cero, jpor qué?

(e) jcudl es la relacién entre ||All2 v ||A*||27

(f) jcudl es la relacién entre los radios espectrales de A y A* A, si A es hermitica?

(g) demuestre que para cualquier A arbitraria: ||A|| > p(A), donde p(A) es el radio
espectral de A.

Solucion.
(a) Ya que
[ UAz|3=(UAz,UAz) = (Az, U U Azx) = (Az,Az) = |Az|3

obtenemos de la definicién de norma matricial subordinada que ||A||2 = ||U A||2

Como B = A* A es una matriz hermitica, sus autovectores B e; = Ap; ¢; definen una

base ortonormal {e;}, todo vector se puede desarrollar como
T = E T e,
i

y por tanto,

|Az|3 = (Az, Az) = (&, Bz) = () _wiei, y i Apies)

< ABmax( D Ti€is Y Ti€i) = Apmax ||7[l3,

i i

y de la definicién de norma matricial subordinada se obtiene
HAH§ < >\Bmax = )\max("ép< A)
Del apartado anterior se deduce la igualdad
[AZ]|3 = Amax(A* A)

para el vector unitario xz en la direccién del autovector del autovalor de médulo
maximo
emax

B emax = ABmax €max; T= -
[emax|l2
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(d) B = A* A es una matriz hermitica y por tanto sus autovalores B e; = Ap; €; son reales
ya que
(Bei,e;) = Api (i, ;) = Ap; (e, e;) = (ei, Be;).

Ademds no son negativos
0 < (Ae;, Aei) = (e, Bei) = Api (€, €i),

| Aeill3

Api =
C el

> 0.
(e) Son iguales entre si, ya que
|Az|3 = (z, Ba) = (z, B z) = | A" «|}3.
(f) Si A es hermitica (A= A*) y Az = Az, entonces
A" Az =A’z = Az =Nz

Por tanto, p(A* A) = p?(A).

(g) Sea Ax; = \;x; con ||x;|| =1, entonces
[A @il = 1A il = Al llzall = [Ail < A ]l = [[All,
por la definicién de norma matricial subordinada. Por lo tanto
p(4) = max || < 4],

15. Examen 23/junio/1993. Dada la matriz cuadrada A de dimensiones n x n que es
diagonalmente dominante por filas, es decir,

n

lai| > Z laijl, 1=1,2,...,n,
J=Lj#i

y la definicién de norma
n
[Alloo = 1@%12 |aijl.
]:

. Cual es el mayor valor de || Ao si |a;j| < o?
Para ese valor de || A/, {cudl es la solucién del sistema Az = 07 ;Por qué?
. Cuél es el menor valor posible de || Al si |aij| < c0?

Para ese valor de ||Al|oo, /cudl es la solucién del sistema Az = b si ||b||oc # 07 ;jPor

qué?
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()

Para cualquier valor de ||Al|» distinto de los obtenidos en los apartados (a) y (c),

jcudl es la solucion del sistema Ax = 07 jPor qué?

Solucidn.

(a)

(b)

Como A es diagonalmente dominante,
n
2]aii| > Z; laijl = [l Alleo <2 max Jasl.
-

Supongamos que el sistema lineal Ax = 0 tiene una solucién distinta de cero. Sea la

k-ésima componente de la solucion la de valor méximo, es decir,
|| = max|z;| # 0.
(]

Esta fila k-ésima sera
n
Akk Tk = — Z Al T,
i=1, ki

pero en ese caso tomando valores absolutos

n

n
lare 2] = lagkl okl = | D arizs| < | ) k|l
i=1 ki i=1 ki

n

=1 ) akilakl| |z,

i=1,ksi

es decir,

n

lak] < | ) ani |2l

=1,k
que contradice la hipdtesis de dominancia diagonal. Por tanto, por reduccién al

absurdo, la tnica solucién es x; = 0, es decir, z = 0.
El minimo valor de [|A]« = 0, y se da para la matriz nula A = 0, es decir, a;; = 0.

Para ese valor el sistema A x = b es incompatible a no ser que b = 0, en cuyo caso no

existe sistema alguno.

El teorema del rango nos dice que la solucion del sistema Ax = 0 para una matriz
cualquiera serd nula salvo que |A| = 0, en cuyo caso existirdn infinitas soluciones.
Nota: una matriz diagonalmente dominante puede ser singular (tener determinante

nulo).
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16. Examen 14/febrero/1995. Demuestre que si A = U U donde U € R™*", U~ ! existe y
U es una matriz triangular superior tal que la multiplicidad geométrica de sus autovalores

coincide con la algebraica, entonces

(a) |A] = det(A) # 0,
(

(c

(d) ¢cuél es la relacién entre los autovectores de A y los autovectores de U?

)

b) A es simétrica y positiva definida,
) determine la relacién entre los autovalores de A y los de U,
)

Solucidn.

(a) |A|=|UTU| = |UT||U| = |UJ? y como por hipétesis existe U™, |U| # 0 # | Al.

(b) A es simétrica ya que (U U)T = UT U. Por ser A simétrica también es hermitica y

sus autovalores son reales no negativos, ya que, para Ax = A sz,
0<(Ua,Uzx) = (x,U'Ux) = (z, Ax) = Aa(z, ).

Como A es hermitica (simétrica) sus autovectores forman una base del espacio R™,

sea {e;} esta base ortonormal, Ae; = Ay; €, (€;,€j) = 0;5, por lo que

(x,Ax) Zx]e],A szel ZZJUj)\Aiﬂfi<€j»€i>
i
= Zw?/\Ai > 0,

por ser las coordenadas x; € R y los autovalores positivos.

(c) Los autovalores de U, Uw; = Ay; wj, coinciden con los elementos de su diagonal
principal Ay; = uj;, ya que U es triangular superior. Los autovalores de U T también
son los elementos de su diagonal principal y coinciden por tanto con los de U, U T v; =
UjjVj.

Por otro lado, al ser A hermitica sus autovectores forman una base por lo que
w; = Z bij €;j.
J
Aplicando la matriz A a los autovectores de U obtenemos
(wi, Awl> = <Uwi, Uwz> = )\%]l <w,~,wz~>

=2 (Q_bijes, ) bije;) = Zb”’
J J
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(wi, Awy) = (Y bijes, A Y bijeg) = (Y bijej, y bijAajes)
i j J j

=D b Aajles ) = D bh Aaj,
‘ j

J

por lo que la relacién buscada entre los autovalores es

2
)\QU“ . Zj b'ij A4j
[ 2 .
Zj b
(d) Ya hemos determinado una relacién entre los autovectores de A y los de U, es decir,

los autovectores de U son combinacion lineal de los de A,
w; = E bij €j.
J

Sin embargo, si tomamos en cuenta la hipétesis de que la multiplicidad geométrica
de los autovalores de U coincide con su multiplicidad algebraica, entonces los au-
tovectores de U también definen una base de R™ que puede ortonormalizarse (por el
procedimiento de Gram-Schimdt), sea {w;} dicha base. En ese caso la matriz de cam-
bio B es una matriz cuadrada y unitaria (ya que sus columnas son vectores elementos

de dicha base de autovectores),

|Bells _
ez

L= lellz = [lwlz = [[Bellz < [|Bll2, B2 >

Los autovectores de A se relacionan con los de U mediante una transformacion uni-
taria (ortogonal). Geométricamente se trata de una isometria, es decir, una (hiper-)

rotacién respecto a algin eje o una (hiper-) simetria respecto a algun plano en R".

17. Examen 29/Abril/1995. Dado el vector columna w € C" con ||w| = V' w = 1,
defina la matriz
A=I-2ww'.

. Cudl son las propiedades de la matriz A? Nota: debido a dichas propiedades, estd matriz

es muy usada en el célculo de autovalores.

Solucién.
(a) Aplicando la traspuesta conjugada o hermitica se obtiene

A'=T"-2@w") w' =1-2ww' = A,

es decir, que esta matriz es hermitica, y por tanto
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(b) su forma normal de Schur es diagonal y coincide con su forma canénica de Jordan,

es decir, es diagonalizable;
(c) sus autovalores son reales y de cuadrado no negativo, A? > 0;
(d) y sus autovectores son linealmente independientes y forman una base en C".

(e) Por otro lado, como
AA*=A2 =T -2ww")(I-2ww'")
=T —4ww' +4|w|ww’ =1=A*A,

resulta que también es unitaria, y por tanto,

(f) (Ax,Ax) = (z,2) = |\? (z,x), y sus autovalores reales son de médulo unidad |A| = 1.

obviamente todos los reales son de de cuadrado no negativo.

(g) Dado que w es un autovector asociado al autovalor —1,
Aw = (I —2wT " )w =w — 2w = —w,

la matriz A no es definida positiva. De hecho, sus autovalores son 1 y —1 con multi-

plicidad algebraica n — 1 y 1, respectivamente.

18. Examen 6/Julio/1996. Demuestre que la norma de Frobenius F(A) de una matriz

cuadrada compleja A € C"*" cumple los axiomas de una norma,

n n
>3

i=1 j=1

Solucion.

(a) Es evidente que F(A) > 0y sélo F(A) =0 cuando A = 0.

(b) También es facil comprobar que F(a A) = |a] F(A), ya que

Flad)= > Y laf|aij|? = |af F(A).

i=1 j=1

(c) La desigualdad triangular F'(A+ B) < F(A) + F(B), se prueba facilmente

FA+B) =) > laij + byl*

i=1 j=1
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n n

<Y (lai P+ 1big > + 2 g b )

i=1 j=1

=33 aP+ > bl +2 > 0 lag] [bisl;

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
aplicando dos veces la desigualdad de Cauchy-Schwarz para la norma vectorial

euclidea una vez respecto del indice 7 y la otra respecto del indice j en los suma-

torios del dltimo término de esta expresién, tenemos que

D lagl byl < (D0 as2 | D0 byl

i=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1

es decir,
F?(A+ B) < F*(A) + F*(B) + 2F(A) F(B)
= (F(A) + F(B))*.

(d) La norma matricial de Frobenius es submultiplicativa, F(A B) < F(A) F(B), como

se demuestra facilmente

F(AB) = ZZ Zaikbkj
=1 j=1 |k=1
<> (Z!azk! ) Z|bkj|2>
=1 j=1 \k= k=1
1/2

<Z |aik| ) > 1oyl
J k=1

=1 k=1 i=1 k=
=F(A)F(B

donde hemos aplicado la desigualdad de Cauchy-Schwarz sobre el sumatorio con indice

k en la primera desigualdad.

(e) También comprobamos que es consistente con la norma vectorial euclidea, es decir,
[Azllz < F(A) ||z,

n n
[Azlla = | D> 1) aizy
=1

i=1
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3

n

IN

n
Jagil> | D |1
1 j=1

i=1 \j=

n

= Z |52 Z Z laij|? | = F(A) ||z
\ = i=1 j=1

donde se ha aplicado la desigualdad de Cauchy-Schwarz sobre el sumatorio con indice

J en la primera desigualdad..

19. Examen 26/Abril/1997. Sean las matrices A € C"*" y U € C™*" tal que U es unitaria.

Si la norma de Frobenius F'(A) es

|aij|?.

n n

D

=17

donde A = (a;;), se pide encontrar

(a) la relacién entre F(AU) y F(A) para cualquier A,
(b) la relacién entre F(U A) y F(A) para cualquier A,

(c) una cota superior y otra inferior para ||Al|2 en funcién de F(A) en el caso de que A

sea hermitica,

(d) la relacién entre F'(A) y los autovalores de A si A es hermitica.
Solucioén.

(a) Operando con la definicién de norma de Frobenius obtenemos

FAAU) =D 371 aug
% J k

2

=>.> (Z ai uw) (Zaww)
i k 1

=D D DDk W
i k1

=D 2D ekl Y uk T,
ikl j

pero como U es unitaria,

vv*=1 = ZuikW:%,
%
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tenemos que
D) - S Y amb - XY o - F(4)
R ik
Se puede probar que F(U A) = F(A) para cualquier A de forma del todo similar a
la presentada en el apartado anterior. Por ello, ofreceremos una variante de dicha

demostracién. Denotemos las columnas de A como aj, es decir, A = [a1, a2, ..., a,],

de tal forma que la norma de Frobenius se puede escribir como
F(4) = \/ZZ g = \/Z a3
i i

Como sabemos que una matriz unitaria tiene norma unidad, es decir,

Uzl = (U, Uz) = (a,U" Uz) = (z,2) = ||z[|3,

la demostracién deseada es directa

F(U 4) = \/Z_ 1076515 = ¢Z Jagl = F(A).

Obtener una cota superior para ||Alj2 en funcién de F(A) para A arbitraria es rel-
ativamente facil, ya que sabemos que la norma de Frobenius es consistente con la
norma vectorial euclidea, es decir, ||Az|l2 < F(A) ||z||2 (como se probé en el ejercicio

anterior), luego

IAls _ oy,

|All2 = sup
lzlloo 1% ]l2

es decir, [[A|l2 < F(A).

Para obtener una cota inferior utilizaremos el hecho de que A es una matriz hermitica
(A* = A). La forma normal de Schur para una matriz hermitica es diagonal y contiene
sus autovalores \; en la diagonal principal, es decir, existe una matriz U unitaria tal
que

UTAU = A= (Ai) = (M)

y por tanto, utilizando los dos apartados anteriores

F(A)=FU AU)=FA) = > A

i
Por otro lado, para una matriz hermitica

I4]l2 = p(4) = max
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(d)

como ya hemos probado en ejercicios anteriores. Por tanto, la cota inferior buscada

es

F(A) < Vnp*(A) = Vn | Al

Finalmente hemos demostrado que la norma dos y la de Frobenius son normas equi-

valentes entre si para matrices hermiticas

F(A)
\/ﬁ

Se puede demostrar que en cualquier espacio vectorial normado de dimensién finita

< [|Allz < F(A).

todas las normas son equivalentes entre si, es decir, que nuestra demostracion para

A hermitica se puede generalizar para A cualquiera, aunque la omitiremos.

Como resultado de la solucién del apartado anterior, hemos obtenido para A hermitica,

F(A) = > A

20. Examen 17/Diciembre/1996. Sea A € R™ ™ una matriz de ndmeros reales cuyos

autovalores son A1, Ag, ..., A, (no necesariamente distintos) y cuyo polinomio caracteristico

es

PN = A"+ " a1 A+ a, = 0.

Se pide:

Calcular la traza de A%, k =1,2,..., en funcién de los autovalores de A.
Calcular A™ en funcién de I, A4, ..., A"
Calcular A™*? utilizando I, A4, ..., A1,

.Se puede poner A" en forma triangular superior o inferior? ;Por qué? Si se puede,

muestre como.
Calcular e utilizando los resultados anteriores.

. Qué condicién deben cumplir los autovalores para que el sistema Ax = b tenga

solucién unica? ;Por qué?

Si Ax = b tiene infinitas soluciones, ;qué puede decir acerca de los autovalores de A,

la matriz ampliada [A;b], y las filas y columnas de A? ;jPor qué?

Solucion.
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(a) Sabemos que la traza es un invariante de una matriz ante transformaciones de se-
mejanza. Ademas por el teorema de la forma normal de Schur para matrices reales,
3Q € R™™, ortogonal Q' Q = I, tal que QT AQ = T es una matriz triangular
superior.

Por otro lado, es facil probar que A¥ y T* son semejantes,
QM A*Q =TV

y por tanto tienen los mismos autovalores, por lo que
n
tr(AF) = tr(T%) = Y AL
i=1

b) El teorema de Cayley-Hamilton indica que
( yley q
p(A)=A"+a A" '+ a1 A+a,I=0.

luego

A= —q A" — o, A—a, .

(¢) Sustituyendo la potencia A™ y operando, obtenemos

A = AA" = —q1 A" —apg A" — - —a, 1 AT —a, A
= - (—alAnf1 —ag A"? —-‘-—an_lA—anI)
—ag A"l — g, 1A —a, A

+ (a1 ap—1 —an) A+ aya, I
y de igual forma
A2 = (@} —ap) A" + -+ (a1an_1 —an) A +aja, A
= (a% —ag) (—alA”_1 — a9 A" —-~—an,1A—anI)
+(araz —az) A" V4 (a1 an1 —an) A% +ara, A
= (alag—ag—al (a%—ag)) A4

+ (a1 an — anp, (a% — (12)) I
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(d)

El teorema de la forma normal de Schur de A nos permite poner A™ en forma trian-

gular superior mediante una transformacion de semejanza de la siguiente forma,
Sabemos que

[e'¢) Ak
CA :Zﬁ7

0

b
Il

por lo que
oo [e.e]
AF "
QetQ=q’ ( k,) Q=) 7=c¢"
y, como () es ortogonal,
€A _ QeT QT-

El sistema Az = b tiene solucién tnica si el determinante de A no es nulo, |[A| # 0,
y por tanto existe la inversa A~!. Como sabemos que el determinante es igual al
producto de los autovalores, la condicién en éstos es que sean todos distintos de cero,

es decir,

Al =[x #0 = VA #£0.
i=1

Ax = b tiene infinitas soluciones si |A| = 0 y por el teorema del rango rango(A) =
rango([A4;0]) < n. La condicién sobre el determinante implica que al menos un
autovalor de A es nulo. La condicién sobre los rangos de la matriz A y de la matriz
ampliada [A;b] indican que al menos una fila (o columna) de dichas matrices es

combinacién lineal de las demés filas (o columnas).

21. Examen 2/Febrero/1998. Sea A € R™*" una matriz de nimeros reales que se descom-

pone como

A:%(A+AT)+%<A—AT>:B+C,

donde

1 1
B=_(a+4T), C©=_(A-4T).
2 2
;,Cual es la forma normal de C?7 Demuéstrelo.

,, Qué propiedades tienen los autovalores de C7 Demuestre.

Teniendo en cuenta los resultados de (a) y (b), deduzca las condiciones que se deben

satisfacer para que |C| = det(C) = 0.

Es la matriz C' definida positiva?
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()

;,Cudl es la forma candnica de Jordan de la matriz C?

Solucidn.

(a)

Escribiendo A = (a;;) y C = (c¢;5), tenemos que
1

cij = 5 (@i —azu), =0, cj=—cji

por lo que C' es antisimétrica.

Por el teorema de la forma normal de Schur, existe una matriz ) unitaria (Q* Q = I),
tal que Q*C Q = T es una matriz triangular superior. Ahora bien, como C es una

matriz real y antisimétrica C* = C'T = —C, por lo que
T"=-Q*"CQ=-T, T =-T,

con lo que T es una matriz diagonal de nimeros imaginarios puros.

Ante transformaciones de semejanza se preservan los autovalores, los autovalores de
la matriz diagonal D = T = Q' C Q lo serdn también de C. Detallando la de-
mostracién, sabemos que

CQR=QD=DQ,

donde se ha usado que una matriz diagonal conmuta con cualquier otra. Sean
€1, ez, ..., ey los autovectores de C, podemos definir la matriz unitaria Q = [e1, . .., e;,]

(mediante sus vectores columna) y por tanto
Cei = Djie; =\ e,

es decir, los autovalores de C son los niimeros imaginarios puros que aparecen en la

diagonal de la forma normal de Schur D de C.

Los autovalores de C' € R™" se calculan por medio de la raices de su polinomio
caracteristico

IC = \I| =0,

que es un polinomio de grado n de coeficientes reales. El teorema fundamental del
algebra exige que sus raices complejas aparezcan en pares conjugados. Ahora bien, los
autovalores de C' son imaginarios puros, por lo que A = +04, con 8 € Ry i = +/—1.

Mas atn,

Q*CQl=IT|=|D|=[] = 1QIClIQl =ICl,
k=1

porque Q* Q = I implica que |Q* Q| = |Q*||Q| = |I| = 1.
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Por tanto, si n es par
n/2

c| =[] 5
k=1

y si n es impar |C| = 0, porque al menos un autovalor es necesariamente real e igual
a cero. Para n par, también se puede dar |C| = 0 si al menos un autovalor (y su

complejo conjugado) es cero.

Una matriz C' es definida positiva si

(x,Cx) >0, si x # 0.

Sin embargo, si C' es antisimétrica (c;; = 0, ¢;j = —cji),
T
(x,Cz) =2 Cx= E E Cij Ty Tj = E (cij + cji) wizy =0,
i 1<i<j<n

no puede ser definida positiva, aunque si definida no negativa.

La forma canénica de Jordan de la matriz C se puede determinar mediante su forma

normal de Schur y, por tanto, es diagonal con elementos que son imaginarios puros.



