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Introduccioén

En 1883 empezd a venderse en Francia un antiguo rompecabezas oriental, rescatado
para Occidente por el profesor N. Claus (de Siam) y cuyas primeras referencias eran los
escritos del ilustre mandarin Fer-Fer-Tam-Tam. Segun una leyenda india, en el Templo
de Benarés, bajo el domo que marca el centro del mundo, hay una placa de latdn con
tres agujas de diamante. Durante la creacidn, Dios puso sesenta y cuatro discos de oro
puro de distinto tamafio en una de las agujas, formando una torre. Los bramanes
llevan generaciones cambiando de lugar, uno a uno, los discos de la torre entre las tres
agujas de forma que en ningun momento un disco mayor descanse sobre otro mas
pequefio. Cuando hayan conseguido trasladar todos los discos a otra aguja su trabajo
estard terminado, y la torre y el templo se derrumbaran, y con un gran trueno, el
mundo se desvanecera. La versién simplificada que se vendia en Francia se componia
de ocho discos de madera.

En realidad, la Torre de Hanoi y la leyenda india habian sido inventadas por el
matematico francés Edouard Lucas (N. Claus de Siam es un anagrama de Lucas
d'Amiens). Su compatriota, el escritor Henri de Parville amplié y adorné la leyenda
poco tiempo después.

Memomia

Este problema ldgico consiste en cambiar una serie de discos, de una varilla inicial a
una tercera varilla, pudiendo usar una segunda varilla intermedia para realizar los
movimientos especificos. Eso si, debemos limitarnos a unos requisitos que dificultan
el problema.

-Un disco de mayor tamafo no puede ir encima de uno mas pequeiio.
-Solo se pueden mover los discos de uno en uno.

-Se saca el disco que esta colocado mas arriba de la varilla.

Estos requisitos son las restricciones que condicionan mi problema. El objetivo es
conseguir solucionar el problema en el minimo niumero de movimientos posibles, que
seria la solucién éptima a mi problema. Para ello tengo lo siguiente:



El modelo para este puzzle matematico se puede resumir a un simple diagrama de
estados, que va a variar dependiendo del nimero de discos que posea, eso si, va a
mantener unas propiedades que lo hacen dptimo para solucionarlo.

Supongamos que tenemos un solo disco, el diagrama con los posibles movimientos
seria el siguiente :

Mi objetivo es llegar siempre a Cy parto de una posicidn inicial A. Como se puede
observar lo puedo realizar en 2 movimientos (pasando por B) o directamente de A a C.

¢Y si tengo 3 discos? ¢ COmo seria ese diagrama ahora?

Figura que muestra una solucidn pero que no es éptima.
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AAA= Los 3 discos en el palo A, que seria la posicion inicial.



CBA= Disco uno en el palo C, disco 2 en el palo B y disco 3 en el palo A.

Se puede comprobar la relacion que tiene el diagrama con respecto al diagrama
anterior para n-1. Si nos fijamos solo en el primer triangulo de arriba, vemos que es el
diagrama de n=1, pero es que el diagrama de n=2 también esta (los 3 triangulitos de
superiores). Con esto establezco una relacion para hallar un modelo general, y es que
cada diagrama para n discos es 3 veces el anterior (n-1) unidos por unos “puentes”
entre si, que serian 3 cada vez que afiada un disco nuevo.

Por tanto mi modelo trata de minimizar el nimero de movimientos que puedo realizar

para llegar del punto inicial (todos los discos en el palo A) hasta la final (todos los
discos en el palo C).

El nUmero de movimientos equivale al nimero de arcos que yo recorro para llegar
desde A hasta C.

B A3 C
X1 —Arco desde A hasta B.
X2 — Arco desde A hasta C.
X3 — Arco desde B hasta C.

El valor de Xi sera: 0 si no paso por ese arco, 1 si utilizo el arco.

El modelo para n = 1 quedaria tal que asi:



Minimizar

X1+ X2 +X3;

Sujeto a:

X0 =1; //es una condicidn inicial para empezar a funcionar.

X1+ X2 =X0; //forzosamente si empiezo en A, o tiro por x1 o por x2, por eso uno de
los dos tiene que valer 1.

X2 +X3 <=2;

X1 + X3 <=2; //estas dos restricciones son necesarias en cada grupo de triangulos
para saber que camino escojo.

//en este caso no tengo restricciones para los “puentes” porque no existen. Cada vez
gue afiada un disco, tendré 3 nuevas restricciones equivalentes a las 3 variables
puente nuevas.

Con esto tengo el modelo resuelto para 1 disco. Pero, ¢y si tengo n discos?

Pues el sistema es el mismo, teniendo en cuenta que cada grafo depende del anterior
el modelo general seria:

Minimizar

Xi  donde xi es cada uno de los arcos del grafo

Sujeto a:
Xi + X(i+1) = X?
X(i+1) + X(i+2) <=2;
Xi+ X(i+2) <=2;
Xi<=1;

//Xi o valen 0 o valen 1, son variables enteras (También podrian ser binarias para ese
par de valores)



//X? Serd en cada triangulo la condicidn de entrada, 1 si entra en ese trianguloy 0
sino entra. Esta condicidn es un arco “puente” de ese triangulo y si es el tridangulo de
partida serd 1 siempre (X0 en mi caso).

Las restricciones van en paquetes de 3, es decir, para n=1 tengo 1 paquete de 3
restricciones (estas de aqui arriba) y ningun paquete-puente.

Sabiendo que un paquete-puente no es mas ni menos que los 3 arcos que unen cada
uno de mis sub-triangulos, equivaldrian a 3 restricciones mas de la forma siguiente:

X(i+9)=Xi + X(i+2)
X(i+10)=X?-X(i+9)
X(i+11)=X(i+9)

//X(i+9) porque mis variables van en paquetes de 9 y 3 mas para los puentes, que
serian X(i+9),X(i+10) y X(i+11)

//También sabemos que esos 3 arcos-puente tienen que ser <=1, es decir por alguno
de ellos debo tirar siempre, si tiro por el de la derecha llegare mas rapidamente a la
solucidn entonces los otros dos deberian valer 0, pero si tiro por la izquierda también
se que debo usar otro puente para llegar al triangulo solucién.

En el ejemplo se vera mas claramente:

BB X6 aAB ac X0 cc

El verde es el punto inicial y el rojo a donde quiero ir, pues bien tenemos lo siguiente:

-X0 =1 esto siempre va a ser asi, porque si vale 0 entonces no estoy moviendo nada,
sera mi condicidn inicial para que arranque todo



Luego estoy siempre tomando como referencia el arco-puente mas situado a la
izquierda en este caso el X10, y de ahi saco todas las demas restricciones puente. Por
eso X(i+9)=Xi + X(i+2) donde X(i+9) seria ese arco (X10) y Xi +X(i+2) los arcos a los
que se llega a él.

-X10, X11 y X12 representan los “puentes” a los que me refiero. La entrada al
triangulo formado por X4, X5 y X6 va a depender de X10, entonces en mi restriccidon
X(i+10)=X?-X(i+9) tenemos que X? = X0, Si el tridngulo fuera mas grande ese valor
seria el arco de donde procede para acceder a este triangulo.

-Con esto también se observa que si entro por X10, X12 tiene que valer lo mismo que
X10, esa seria mi restriccion X(i+11)=X(i+9).

De esta manera es facil saber, cuantas variables puedo tener y si en cada caso
necesito puente o no, y cuantos se necesitarian:

Para n=2 tengo 3 paquetes de 3 restricciones ( o lo que es lo mismo 3 paquetes de
n=1) y 1 puente. Para n =3 tendria 3 paquetes de n=2 y 3 puentes. Si te fijas sigue
una secuencia:

n restricciones Paguete-puentes
1 3 0
2 9 1
3 27 3
4 81 9

Es facil calcular la secuencia que seguiria, y el nimero total de variables que tendria
para minimizar mi problema es equivalente a la suma de las restricciones mas los
puentes.

En definitiva, para cada grafo es equivalente al anterior y se puede establecer una
relacion que facilita su modelado. Un ejemplo mas de como quedarian las variables
en un grafo para 3 discos (n=3). Las variables que teniamos para n=2 siguen teniendo
el mismo nombre, ya que el grafo es el mismo, los siguientes dos triangulos siguen en
orden las variables, para dejar las 3 ultimas variables a los puentes que los unen, en
este caso X37, X38 y X39.

Aqui también se puede observar claramente las condiciones de entrada para entrar a
cada uno de los sub-tridngulos, y es que para entrar al tridngulo grande 2 (el de abajo
a la izquierda) necesito que X37 seaigual a 1, si X37 es igual a 0, ese tridngulo no se
recorreria y ninguno de sus arcos seria recorrido de ninguna forma.
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Modelo para LP (n=2)

File Edit Search Acton \iew Options Help
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| 1| * Hanoi para n=2%
z
3|/ % Objective Ifuncidion *
4 min +¥1 +¥2 +¥3 +¥4 + X5 +XE +X7T7 +XB +X9 +X10 +¥11 +x12;
5
6 | /% Constraints */
8 CCNDl: X0 =1 *oondicion de sntrada®
9
10 CONDZ: +X1 + X2 = +x0
11 COND3: +X2 + X3 <=2;
1z COND4: +X1 +X3 <=2;
13
14
15 CONDS: +X4+X5=+X10;
16 CONDG: +XS5+X6 <=2;
17 COND7: +X4+X6 <=2;
18
19 CONDS: +X7+X8 =+x11+31Z;
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CONDZ: +X8+X9 <=2;
COND10: +X7+X9 <=2;
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pasol: +X10=+X1+X3;
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5 pasol: +X11=X0-X10;

& pasol: +X12=+X10;
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30 /% Variable bounds *
a1 X1 <= 1;

2z X2 <= 1;
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Modelo para LP (n=2)(Solucion)

File Edit Search Action Mew Options Help
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| 4 min: +X1 +X2 +X3 +X4 + X5 +X6 +X7 +XB8 +X9 +X10 +¥11 +X12; ;_

Log I Messages_i

Ignoring integer restrictions

Model name: 'LP8olver" - run #1

Okbjective: Minimize (RO)

SUBMITTED

Model size: 13 constraints, 13 wariakles, 31l non-zeros.
Sets: 0 GUB, 0 808.

Using DUAL simplex for phase 1 and PRIMAL simplex for phass 2.
The primal and dual simplex pricing strategy set to 'Devex'.

Optimal solution 3 after 7 iter.
Excellent numeric accuracy | |[*|]| = 0

MEMO: 1p solwe version 5.5.0.15 for 32 bit 08, with 64 bit REAL variables.
In the total iteration count 7, 0 (0.0%) were bound flips.

There were 0 refactorizations, 0 triggered by time and 0 by density.

... on average 7.0 major pivots per refactorization.

The largest [LUSOL v2.2.1.0] fact(B) had 14 NZ entries, 1.0x largest basis.
The constraint matrix inf-norm i=s 1, with a dynamic range of 1.

Time to load data was 0.000 seconds, presolve used 0.000 seconds,

... 0.000 seconds in simplex solver, in total 0.000 seconds.

ITE: 6 INV: 2 MNOD: 0 TME: 0,00




Modelo para LP solve (n=3)

File Edit Search Action View Options Help
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|+ Hanci para n=3+/

x
3 /* Objective function */

4 MIN: 31 +X2 +33 +¥4 +¥N5+XNo+XNT+XNE8+MNS+MI10+N1T1+WI2+31 3+ 441 5+K16
5 +XIT+HHIB+XIG+H20+H2T+X22+K2 3+K24+H25+K26+K2T+H2B+K2 9+X30+X31

6 +X3Z+H3I3+HI4+HISHHIGHAITHHIB+HIT;

7

8

9

/* Constraints */

10° COND1: X0 =1; S *oondicion de entrada®/
11

1z /*triangulol */

i3

14 CONDZ: +X1 + X2 = +X0;
15 COND3: +X2 + X3 <=2;

16 COND4: +X1 +X3 <=2;

17

18 pasol: +X10=+X1+X3;

19 paso2: +X11=X0 - X10;
20
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+HA+HE=+K10;
+X5+KE <=2;
FH4HKE <=2;
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pasod: +X12= +X10;
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COND8: +XT7+X8 =+X11+X12;
CONDS: +XB+X9 <=2;
COND10: +XT+X5 <=2;
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File Edit Search  Action \View Options Help
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33

34 COMDl11: +X13 + X14 = +X37;
35 COND1Z2: +X14 + X15 <=2;

36 COND13: +X13 +X15 <=2;

37

38 pasod: +XI2=+X13+X15;

39 pasob: +X23=+X37 - X22;

40

41 COND14: +X16+X17=+X22;

42 COND15: +X17+X18 =<=2;

43 CONDl6: +X16+X18 <=2;
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45 pasob: +N24= +X¥22;

48

47 COND17: +¥19+¥20 =+X23+¥24;
4g COND18: +X20+X21 <=2;

43 COND19: +¥15+%21 <=2;

54 COND20: +X25 + X266 = +X38+X35;
E5 COND21: +X¥26 + X27 <=2;
56 COND22: +X25 +X27 <=2;

58 paso7: +X34=+X25+X27;
55 pasob: +X35=+X3IB+X3I9 — XK34;

61 COND23: +X28+XK29=+X34;
62 COND2Z4: +X29+X30 «=2;
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