Andlisis Formal de Algoritmos
Contenido del Tema

6.1. Verificacion Formal

6.2. Analisis de Complegidad
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Tipos de Errores

« Un programa puede presentar tres tipos de

— De Especificacion y Diseno: partir de una
especificacion incorrecta.

— De Compilacion: errores sintéacticos en €
codigo.

— De Ejecucion: errores|0gicos.
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Coste de Corregir un Error

100 Fuentes
0 IBM
Bell Lab

20 TRW
10 GTE
5 /
2 _/
1 —

Disefio Disefio Codificacion Integracion Validacion Operacion

Preliminar Detallado Depuracion
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¢COmo asegurar |la correccion?

* Dosenfoques. Depuracion y Verificacion.
— Depuracion:
e realizar pruebas experimental es.
* proceso iterativo.
— Verificacion:
e método matematico.
e demostracion de teoremas.
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Depuracion

Determinar conjunto
de pruebas

Corregir

20 probl ama - > ?
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Depuracion

 Ejemplo: programa que calcula N2 como la
suma de los N primeros impares.

N2 = 1+3+5+...+(2N-1)

e Se puede probar con un conjunto de
numeros, pero ¢coOmo se sabe que la
formula no fallarda para algun vaor no
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 Solucion: emplear un razonamiento
matemati co.

8 B N(N +1) 5 5
a(-h=2ai- N=2 - N=N“+N- N=N

1=1 =1 2

e Esta solucion se enmarcadentro delas
técnicas de verificacion formal.
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Verificacion

e Lastéecnicas de verificacion
formalmente la correccion de un programa.
 Lacorreccion es unanocion
clertas especificaciones, I.e., un programa es
correcto sl cumple sus especificaciones.

* Hay muchas técnicas de verificacion.
Vamos aver latéecnicade
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 Estado de un programa en un instante dado:

valor de |os objetos que |o componen en

» Aserto: afirmacion sobre € estado del
programa. Puede ser ciertao falsa.

» Fortaleza de un aserto: A, esun aserto mas
fuerteque A, s,y solos, A, P A,
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e Existen trestipos de asertos:

— Precondiciones. asertos que deben cumplirse
antes de g ecutar el algoritmo para que sea

— . asertos que expresan €
resultado del algoritmo.

— Asertos intermedios: asertos situados en
distintos puntos del algoritmo.
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Notacion

(P} S{Q)

Precondicion Algoritmo  Postcondicion

S P secumpley se gecuta S, entonces (s Stermina) Q secumple

Verificar un algoritmo consiste en demostrar que cumple su
/
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e Realizar un proceso “hacia atras’: Buscar la
orecondicion mas debil parael cumplimiento de la
postcondicion deseada.

» Veificar por separado cada sentencia del
programa usando unas reglas de inferencia.

 Emplear laregla de la secuencia

{P}S{R} U{R}S,{Q} P {P}S;S,{Q}
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Se substituyen todas las apariciones de v por e.

e Ejemplo:
{X=5} X:=x- 1{x=4} ° {Q}
{Q¥. .} ° {x-1=4} ° {x=5} Correcto
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* Ejemplo:
{P}° {xXx£-10} x=x+8{x£ 10} ° {Q}

{Q%agt ® {X+8£ 10} © {X£2}
{x£-10} b {X£ 2}

{x£ 2}
S “‘%& WI
{x£-10p 10 2
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e Ejemplo:
{(x=X0) U (Y=Y)} ° {P}
) {P3} © {(x=xo) U (y=yo)}
TP} © {(t5x0) U (=)

X:=y \
y =t {P} ° {(t=x0) U (Xx=yo)}
{(y=%0) U (x=yp)} © {Q}
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e Ejemplos:
—{=8)=1+1{]j=7}
—{Dlil =)} 1:=1+2{Dll] =) - 1}

—{i =4
k:=k+1
| =1 % ]

{i =4
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e Ejemplos:
—{(x=x) U(y=yo) U(z=2)}

Z=X+y+z
X:=Z- X-Y
y.=Z- X-Y
Z:=Z- X-Y

{(Xx=2) U(y=x%0) U(z=yp)}
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Sentencia de Saleccion

» Verificar por separado cadaramade la
sentencia de seleccion.

paracadaramay €l valor correspondiente
de la condicidn de control con €l valor dela
global ala sentencia.
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Sentencia de Saleccion

e Sentencia de seleccidn doble

1P} {P} ${Q}
FALSE {P} ${Q}

{Po} PUBP P,
PUZBbP P,

TRUE

1Py}

‘ P | L a precondicion mas débil es
{ (0} por lo tanto
(P, UB) U(P, U@ZB)
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Sentencia de Saleccion

« Sentenciade seleccion simple

{P} 1P} ${Q}

TRUE

PUBbP P,
PUZBP Q
FALSE
‘ La precondicion mas débil es
> por lo tanto
v 1Q} (P, UB) U(QU®@B)
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* Ejemplo:

{(=0U@=1}°{P

Sl i =1ENTONCES .
(ppoqi=y  "(=DPR

PUB© [(i=0) U (i=1)] U (i=1)°

] =1
EN OTRO CASO
1{P2}O{i+1:1}0{i:0}
PU@B° [(i=0) U(i=1)] U(it1)°
° (I=0) b P,

] =1+
FINSI
{1=1°{Q}
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e Ejemplo:

Aserto mas déhil

=8} ° 1P}
Sl (it 0) ENTONCES

{P}°{0=0}° TRUE
1 :=0 Aserto mas fuerte

FINSI \

{1=0} PU@B° {(i=8) U(i =0)} © FALSE
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 Ejemplos:
{(i=)Uk=))
Sli =] ENTONCES
m:.=Kk
EN OTRO CASO
] =k
FINSI
{k=]=m;

A P?

Sli >1ENTONCES
1=1+1
ji=j+i

FINSI

{JE(+1)}
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 Ejemplos:

{ TRUE}

Sl x>y ENTONCES
max .= X

EN OTRO CASO
max .=y

FINSI

{max = maximo (x, y)}

{1=0}

SI I =0ENTONCES
]:=0

EN OTRO CASO
=1

FINSI

{|=1}
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 Ejemplos:

=0

)

Sl i >j ENTONCES
Ji=)+1

EN O
| ;=

FINSI

RO CASO
|+ 1

{2 ]}

Sl impar(x) ENTONCES
X:=x+1

FINSI

{ par(x)}
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 Ejemplos:
{ly2 2 U(y2 0] U[(z>y) U(z® X}
Sly3 zENTONCES
Intercambiar (X, y)
EN OTRO CASO
Intercambiar (X, z)
FINSI

{(x®y)U(x® 2)
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Sentencias lterativas

o Cualquier sentencia de iteracion se puede
expresar mediante un bucle

\{

SOlo se considerara este tipo de bucle.
* Esnecesario comprobar que el bucle

. razonamiento inductivo y
analisis del invariante.
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Razonamiento I|nductivo

1P}

MIENTRAS B HACER
C

FINMIENTRAS

1Q}

e Sedeterminara un conjunto de { P}, donde
k es el nimero de iteracionesrealizadas, i.e., { P} esla

precondicion mas débil que asegura que €l bucle termina
K iteraciones y acanzala postcondicion.
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9 Razonamiento Inductivo

» {P,} eslaprecondicion paraque no se gecute e bucley se

P,° 3B UQ
* {P}, k>0, eslaprecondicion para que el bucle se gecute k
vecesy se cumplala postcondicion, es decir, se gjecuta 1
vez y se acanzala precondicidn necesaria para que se
gjecute k- 1 veces y se cumpla la postcondicion.

1R
C

1Piat
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MIENTRAS (i1 n) HACER
1:=1+1
S: =S+
FINMIENTRAS
{Q} ° {s=n(n+1)/2}

P,° @B UQ?° (i=n)U[s=n(n+1)/2]
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{P} {R} ° (i =n) U[s+n = n(n+1)/2]

i::i+1{R} ° (i=n)U[s=n(n-1)/2]
SI=S+i {P}° (i+1=n) U[s=n(n- 1)/2]
[P} ° (i=n)U[s=n(n+1)/2] ° (i=n-1)U[s=n(n-1)/2]
(P, {R}° (i=n-1)U[stn-1=n(n-1)/2]
? i1 °(1=n-1)U[s=(n-1)(n- 2)/2]
NG [P,}0 (i+1=n-1) U[s = (n- 1)(n- 2)/2]

‘ o (i=n-2)U[s=(n-1)(n-2)/2]
(P} ° (i=n-1) U[s=n(n-1)/2]

Elementos de Programacion ||



et | ‘
EIRE {R}° (i=n-2) U[s+n-2 = (n-1)(n- 2)/2]

o (i =n-2) U[s= (n-2)(n- 3)/2]

S:=S+1|
{P}° (1=n-2) U[s=(n-1)(n- 2)/2]

{P}° (i+1=n-2) U[s = (n- 2)(n- 3)/2]
o (i =n-3) U[s= (n-2)(n-3)/2]

Puede verse que laformageneral de {P,} es
{PJ° (i=n-K) U[s=(n-k+1)(n-K)/2]
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Razonamiento I|nductivo

En e caso concreto de
{(i=0) U(s=0)} ° {P}
MIENTRAS (i1 n) HACER

=1+ 1
S:=S+|
FINMIENTRAS

es necesario verificar que $k :{P} b {PF,}. Puesto que
(i=0) solo se verifica cuando k=n, se compruebas PP P, ,
lo cual escierto.
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Sentenciade lteracion

 Ejemplos:

{(exp=0) U (val=1)}
MIENTRAS exp<n HACER
exp:=exp+1
val :=va * X
FINMIENTRAS
{val = x"}

{(cont=0) U (fact=1)}
MIENTRAS cont<n HACER
cont:=cont+ 1
fact :=fact * cont
FINMIENTRAS
{fact = nl}
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Sentenciade lteracion

 Ejemplos:

{(i=0) U(s=0)} {C=XYy}

MIENTRASI® nHACER | MIENTRASNOT impar(x) HACER
k:=-k y.=y*2
S:=s+Kk X :=XDIV 2
l=i+1 FINMIENTRAS

FINMIENTRAS {c=xvy}

{s=0}
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Calculanbilidad

* Problema algoritmicamente resoluble; existe un

algoritmo gue ante cualquier entrada del problematerminay da
la solucion correcta.

 EXxisten problemas no resolubles:
— Problema de la Parada (halting problem)
— Problema del Castor Afanoso (busy beaver problem)

 Teoriade la Calculabilidad: estudiay caracteriza que
problemas son algoritmicamente resolubl es.
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 Existen problemas resolubles pero intratables:
— Problema del Vigante de Comercio.

n! caminos diferentes.
En el peor caso hay que examinarlos todos.

» Existen algoritmos resolublesy tratables en
Yy .
* LaTeoriadelaComplgidad estudia estos
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o Laceficienciasuele estar enfrentada alaclaridad,
legibilidad y flexibilidad del algoritmo.

« Medidas de eficiencia:
— N° de instrucciones en codigo maguina.
— N° deinstrucciones en lenguaje de alto nivel.
— N° de operaci ones basicas.

ordenador
lenguaje
| ndependl ente d{ edtilo

detalles de implementacion
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Operaciones Basicas

e Determinar operacion basica:

Problema Operacion Basica

BuUsquedaen unalista — Comparacion entre elementos
Multiplicacion de matrices —>Multiplicacion de valores
Ordenacion de unalista— > Comparacion entre elementos

* Contar € n° de operaciones basicas que se
realizan en el algoritmo —‘
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 Factores que influyen en el tiempo de gecucion:
— de entrada a algoritmo
— del cédigo compilado} af ectan

— Caracteristicas del proporcionalmente

— operaciones basicas

 El tiempo de gecucion no se expresara en segundos,
SiN0 en numero de operaciones basicas en relacion
con el tamaino de los datos de entrada.

Elementos de Programacion ||



Tamano del Problema

Factor gque determina el nUmero de operaciones
basicas realizadas:

Problema Tamano del Problema

BuUsquedaen unalista — NUmero de e ementos
Multiplicacion de matrices —>Dimension de las matrices
Resolucion Ecuaciones — > NuUmero de ecuaciones e incognitas

e S nese tamano del problema, T(n) ese ndmero
de operaciones basicas realizadas para dicho
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@2 Complejidad Computacional

* Ejemplos (operacion basica = suma).
X:=X+Yy » T(n)=1
PARA i:=1 HASTA n HACER

} — > T(n)=n

X =X+Yy
FIN PARA

PARA 1:=1 HASTA nHACER
PARA |:=1 HASTA n HACER } o T() = R
X =X+Yy
FIN PARA
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* T no depende Unicamente de n.
— Ejemplo: busgueda secuencial

e Se consideran dos medidas:
— P(n): peor caso paratamano n.
e P(N)=max{T():IT D}
— M(n): caso medio paratamano n.
* M(n) = TéD p(1) xT (1)

| n
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e f(n) =WQg(n)) : orden inferior
— $¢,ny : [g(n)[ £ c¢:[f(N)], " n3 ng

e f(n) = O(g(n)) : orden superior
— 3¢, Ny : [f(N)| £ c-|g(n)], * n3 ng

e f(n) = Q(g(n)) : orden exacto
— $Cy, &, Ny 2 ¢ [g(N)] £ [f(N)[ £ C+[g(n)] , " N3 ng
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TEOREMA: S A(n) =a n™a_ ,n™+. . +a,
entonces A(n)=0(n™).

COROLARIO:
S » O(N™)
S, > O(n™)
S; > O(n™)
S > O(N™)
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o ¢(Esmeor O(n) que O(n?%)?

2N vs N2 1PN vs N2

100 ¥ 10

N2 N2

15} 10%n

2n 05}

O(1) < O(log n) < O(n) < O(n-log n) < O(n?) < ... < O(2M)
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e Ejemplos:
— Buscar maximo valor de un vector:

(slempre hay que
recorrer el vector
compl eto)

} - QM=n

— Busgueda secuencial.:

o O(n) > (peor caso: € elemento no estd)
« W1) » (mgor caso: e elemento esta
en la 12 posicion)
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Célculo de Complgidad

* B empl oS (En cada paso se divide €l array
— Busgueda binaria por lamitad. Esta division se
« O(log n) » Ppuede hacer como maximo log n
. W) veces)

> (mejor caso: & elemento se
encuentraala1?)

— Ordenacion por intercambio (burbuja):
51 ns 1 n2.n
Q(n)_a(n |):nx(n-1)-ai:n2_n_ >
=1 =1
n2 - N

= =Q(n°)
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Complgidad y Recursion

* Programas recursivos=>Ecuaciones Recurrentes
e Ejemplo:

Algoritmo Factorial (n: N)

Inicio
SIn=0ENTONCESDEVOLVER 1
EN OTRO CASO DEVOLVER n*Factoria(n-1)

Fin \

— Operacion Béasica

0) sn=0
T —
(" { 1+T(n-1) sin>0
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’?-?f. M}‘ R 5 5*
i i

@ Complejidad y Recursion

e Ejemplo: Torres de Hanoi (operacion basica = mover disco)

sn=1
T = { oT(n-1)+1 sin>1

TN =2T(n-1) +1=2°T(n-2) +2+1=2°T(n-3) + 22+ 2+ 1=
=2T(n-K) + 21+ 22+ | + 22+ 2 + 1 m) caso base cuando k=n- 1

¥

T(n)y=2r1+2m2+ | +22+2+1=2"1=0(2")
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* Ejercicios Propuestos:
— Fibonacci iterativo
— Fibonacci recursivo
— Quicksort
— Mergesort
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