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Ejercicio 2.18 Consideremos una teoria T' de primer orden con igualdad con
los axiomas propios

VXYY f(X,Y) = (Y, X)
VXYY f(f(X,Y),Z) = f(X,f(Y,Z))
VX f(g(X), (X)) = g(X)

VX p(X, g(X))

VXYY (p(X,Y) — p(X,f(Y,Z)))
q(a)

Demostrar por refutacién, empleando resolucién y paramodulacién,
VXYY p(X, f(g(Y), f(g(X),g(X)))) <

Ejercicio 2.19 (vd. ejercicio 2.2). Sea X un conjunto ordenado mediante una
relacién de orden parcial <. Se dice que un elemento y de X es mazimal de X
si cualquier elemento = de X cumple: si y <z , entonces x = y. Se dice que un
elemento y de X es mdzimo de X si para todo z de X se cumple que = <y. Se
pide:

1. Expresar formalmente las definiciones de ser elemento maximal y maximo.

2. Demostrar empleando paramodulacién y resolucién que existe a lo sumo
un elemento maximo.

2.7.3. DEMODULACION Y RESCRITURA.

El principio de “sustituir por cosas iguales” es el que, de una forma u otra,
hemos empleado hasta este momento para razonar en teorias con igualdad. En
la préctica, sin embargo, el principio que usamos, siempre que sea posible, es
levemente diferente: lo que hacemos es “sustituir por cosas iguales, pero més
simples”. La concrecién y formalizacién de este principio lleva a lo que se llama
“sistemas de rescritura” (en los ambientes mds tedricos) o “razonamiento por
demodulacién” (en los contextos mas aplicados). Estos sistemas tienen gran
importancia tanto tedrica (pues a través de ellos se enlaza con problemas cléasicos
del Algebra, como el problema de la palabra) como practica (pues, a menos que se
emplee alguna forma de demodulacién, la explosién combinatoria rapidamente
hace inviable razonar autométicamente en teorfas con igualdad).

Definicién 2.18 Correspondencia (matching). Dados dos términos ¢ y 1, se
dice que Y se corresponde con ¢ cuando existe una sustitucion o tal que Y = p.o.

Por ejemplo, f(f(a)) se corresponde con f(X), pero no al contrario.

Definicién 2.19 Sea un lenguaje de primer orden CP(Q). Sea term(Q) el
conjunto de sus términos. Una regla de rescritura es un par (izq,der), don-
de izq € term(Q), der € term(Q). Denotaremos una regla (izq,der) como
1zq = der.

Un sistema de rescritura es un conjunto finito de reglas de rescritura.
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Definicién 2.20 Sea R un sistema de rescritura y sea r € R de la forma izq =
der. Sea p(t) un término en el que hay una aparicion del término t, y sea t tal
que t se corresponde con izq mediante la sustitucion o. Sea p(der.o) el resultado
de sustituir en p(t) esa aparicion de t por dero. Entonces se dice que @(dero)
es una rescritura de @(t) seqin r y se escribe p(t) = p(dera).

Andlogamente, si para alguna r € R se tiene ¢ = ri), entonces diremos que

. , . R
1 es una rescritura de ¢ segin R, y escribiremos @ = 1.

. o . . ., . ., Rx
Definicién 2.21 Sea R un sistema de rescmtum.RLa relacion de derivacion =
es la clausura reflexiva y transitiva de la relacidn = . La relacion de similaridad

R X L oy R
& es la clausura reflexiva, simétrica y transitiva de =.

Es decir, dadas dos férmulas o términos ¢, 1, se dice que @ se deriva de ¢,
%) iy ¥, cuando existen n férmulas ¢ = @1 , pa2,..., pn =1 (n < 0) tales que

R R
¢1§>QOQZ>...Z>@”
Y se dice que ¢ y % son similares cuando existen n férmulas ¢ = @1 , @2,...,
en =1 (n <0) tales que

R R R
®1 7 P2 7 7 ¥
£ £ £

Obviamente, para cualquier sistema R, la relacién de similaridad es de equiva-
lencia.

Los sistemas de rescritura pueden emplearse para describir teorias 16gicas
ecuacionales, es decir, teorias en las que solamente se considera el predicado de
igualdad y las férmulas en forma prenexa estan cuantificadas universalmente.
Entonces, la relacién de similaridad expresa el significado de la igualdad en la
teoria légica.

Maés concretamente, sea una regla r de la forma i¢zq = der. Notaremos por
VX la clausura universal de . Llamemos (r) a la férmula VXizq = der y
Y (R) a la teoria {3(r)|r € R}. Entonces tenemos la siguiente

Proposicién 2.13 (Teorema de Birkhoff) Sea R un sistema de rescritura. Sean
t,s dos términos cualesquiera. Entonces, t y s son similares si y sdlo si ©(R) E
VXt=s.

DEMOSTRACION: La direccién “si” es facilmente demostrable, ya que si t = s,
entonces £(r) E VXt = s, y también si s = ¢, entonces £(r) E VXt = s
(en ambos casos lo que hemos aplicado una versién restringida de la regla de
paramodulacién). Para la parte “sélo si”, bastard comprobar que (i) si s =t se
deduce por paramodulacién de s1(u) = t1 y s2 = t2, entonces s y ¢ son similares

, . .\ . R

segin {ry,r2}, siendo r1: s1 = t1 y ra: s2 = to; y (ii) si s & ¢, entonces para
o R . 1 .

toda sustitucién 7, st & t7. Para (i), considérese que si s = ¢ se deduce por

paramodulacién, serd por ejemplo de la forma sy0[tao] = t10, siendo uo = sq20.

Entonces si0[uo] = t,0 y sio[uc] 2 si0[tz0], o sea, s10[tz0] {ryg) ti0. Para

(ii), apliquese 7 a ambos miembros de la rescritura. Ahora bien, si L(R)
VXt = s, existe una derivacién por resolucién y paramodulaciéon de la cldsula
vacia a partir de ¥(R) U {X = X} (teorema 2.6), lo que en un teoria puramente
ecuacional equivale a decir que existe una derivacién por paramodulacién de
VXt = s’ a partir de £(R)U{X = X} (siendo #' = s’ unificable con una instancia
skolemizada de ¢ = s) lo que por (ii) significa que ¢ es similar a s. <
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Ejemplo 2.11 Consideremos los términos algebraicos en la notacién habitual,
generados por las constantes a,b,c,..., las variables x,y, ... y las operaciones
suma, resta, multiplicacién y exponenciacién. Sea el término
t1 =5xexp(a,0xz)+0xb
y el sistema R
0xX=0 Xx0=0
I1x X=X Xx1=X
exp(X,0) =1 exp(0,X) =0
0+X=0 X+0=0

Enton%es
t1 = 5 xexp(a,0 x z) +0
y también, por ejemplo,
t1 B 5 x exp(a,0) + 0 x b
En dos pasos tendremos, por ejemplo,

R
t; = 5 x exp(a,0) + 0
y finalmente
R
t1 =5
que ya no se puede rescribir més. Por otra parte serd
1x58¢

yaquelx5:>5yt1£§5. <

Puede comprobarse que en el ejemplo anterior todas las cadenas de rescrituras
terminan, y precisamente en este mismo término 5. Existen nombres especiales
para estas deseables propiedades:

Definicién 2.22 Sea un sistema de rescritura R. Se dice que R termina (o
que tiene la propiedad de terminacidn, o que es noetheriano) cuando no existe
una sucesion infinita (p1,92, ..., ¢n,-..) tal que para todo par de elementos

. . R
conseculivos se tiene que Q; = Qit1-

En algun caso, es facil ver que un sistema no termina; por ejemplo, si contiene
a la vez las dos reglas t; = t2 y t2 = t1. Pero, en general, el problema de la
terminacién de un sistema de rescritura es indecidible (es posible describir los
célculos de una maquina de Turing mediante un sistema de rescritura y por
tanto es posible reducir el problema de la parada al problema de la terminacién
de un sistema de rescritura). Ello no significa que no sea posible demostrar la
terminacién en muchos casos, basandose, por ejemplo, en la proposicién 2.14.

Definicién 2.23 Consideremos un conjunto de términos Term(Q) y sea <
una relacion binaria bien fundamentada (vd. definicion ??). Se dice que <
es mondtona si para todos los términos s,t,u si s = t entonces se tiene que
u[s] > u[t]. Se dice que < es plenamente invariante si para todos términos s,t
y todas las sustituciones o, si s = t entonces se tiene que so > to. Se dice que
< es compatible con una regla izq = der si izq > der.

Proposicién 2.14 Sea un sistema de rescritura R. Si existe una relacion bi-

naria < mondtona, plenamente invariante y compatible con todas las reglas de
R, entonces R termina.
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DEMOSTRACION: Sea un término #[I]. Supongamos que se rescribe aplicando la
regla r, izq = der. Entonces existe una sustitucién o tal que [ coincide con izqo
y la rescritura es t[I] = t[derc]. Es facil comprobar que t[l] > t[dero]; en efecto,
por ser < compatible es ¢zq > der, luego por ser plenamente invariante es izqo >
derao, luego por ser mondétona es t[izqo] = t[derc]. Hemos probado por tanto que
en cada derivacion los términos obtenidos son estrictamente decrecientes segiin
<; y como < estd bien fundamentada, no podran existir derivaciones infinitas.
q

La proposicién anterior no dice cémo, dado un sistema R, se ha de construir una
relacién < que cumpla las propiedades deseadas; de hecho, por la indecidibilidad
antes mencionada, no puede haber un algoritmo que nos diga si tal relacion existe
0 No.

Ejercicio 2.20 Consideremos la relacién t; < to definida como “la longitud de
t; es menor que la longitud de ¢5”

= Demostrar que < es monétona, pero no es plenamente invariante.

= Sea el sistema R dado por las dos reglas
g(X,Y,2) = f(Z,2),
f(e(X,Y,2),8(X,Y,2)) = g(X,Y,g(X,Y,2)).
Demostrar que < es compatible con R.

= Estudiar si R termina. (Pista: partir del término g(a, b, g(a,b,c)).)

<

Ejercicio 2.21 Consideremos la relacién t; < to definida como “t; es un subtérmi-
no propio de ty”

= Demostrar que < es monétona y plenamente invariante.

= Sea el sistema R dado por la unica regla g(X,f(Y)) = f(Y). Estudiar si R
termina.

<

Definicién 2.24 Sea un sistema R y sea t un término. Se dice que s es una
forma normal de t cuando s cumple estas dos propiedades: i) t & s; i) no existe

I R:
ningun u tal que s = u.

Definicién 2.25 Sea un sistema R. Dos términos t,s son combinables cuando

. R’ R’
existe un u tal que t = u y s = wu.

Definicién 2.26 Sea un sistema R. Un término u es no ambiguo cuando todo

par de términos t, s tales que u iy Yy u & 5 son combinables.

Definicién 2.27 Un sistema R se dice que es confluente cuando todo término
es no ambiguo.

Proposicién 2.15 R es confluente si y sélo si todo par de términos similares
t,s es combinable.
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DEMOSTRACION: Se omite. «

Proposicion 2.16 Hay un algoritmo que decide si dos términos cualesquiera
t,s son similares en un sistema de rescritura R noetheriano y confluente.

DEMOSTRACION: Sean t,s dos términos cualesquiera. Llamemos R(t), R(s) a
los conjuntos de rescrituras de t y de s, respectivamente. Supongamos que ¢
y s son similares. Si R confluente, por la proposicién 2.16 han de tener una
rescritura comin, asi que ha de ser R(t) U R(s) # @. Supongamos ahora que
R(t) U R(s) = @. Entonces es obvio que ¢ y s son similares. Por tanto, t y s son
similares si y sélo si R(t) U R(s) = @. Pero R es noetheriano, asi que podemos
calcular en tiempo finito ambos conjuntos. <

Definicién 2.28 Un sistema R se dice que es localmente confluente cuando
. . . R R
para todo par de términos t, s se tiene que, si existe un u tal que u =t yu = s,

. R* R’
entonces existe un v tal quet = v y s = v.

Proposicién 2.17 (Lema de Newman.) Si R es localmente confluente y noet-
heriano, entonces R es confluente.

2.8. RAZONAMIENTO MATEMATICO: TEO-
RIA DE GRUPOS.

Muchas teorias matemaéticas pueden formalizarse, al menos en parte, co-
mo teorias de primer orden con igualdad; por ejemplo, la teoria de conjuntos
(axiomas de Godel-Barnays-von Neumann, axiomas de Zermelo-Fraenkel) y las
teorias de las diversas estructuras algebraicas. Desarrollamos a continuacion la
formalizacién de una de ellas: la teoria elemental de grupos.

2.8.1. ONTOLOGIA Y LEYES DEL DOMINIO.

En el caso de las teorias matematicas, los objetos, propiedades y relaciones
que deben considerarse en la teoria vienen ya dados sin ninguna ambigiiedad.
Concretamente, en la teoria de grupos debemos considerar los diversos elementos
de un cierto conjunto. Entre ellos hay un elemento distinguido: el elemento
neutro. En principio no se considera ninguna propiedad especifica; por tanto, la
lnica que se debe tomar en consideracién es la identidad. Por otra parte, en un
grupo se define una operacién binaria, que a partir de dos elementos devuelve
un tercero producto de ambos, y una operacién monaria, que a partir de un
elemento devuelve su inverso.

Las leyes del dominio vienen dadas por los axiomas que definen el concepto
de grupo. Un conjunto habitual de axiomas es el siguiente:

1. La operacién de grupo estd definida para todo par de elementos del con-
junto, y produce un elemento que también pertenece al conjunto.

2. La operacion del grupo es asociativa.
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3. [Existe un elemento neutro e tal que, al operar e con cualquier elemento X,
tanto por la derecha como por la izquierda, se obtiene el mismo elemento
X

4. Todo elemento X tiene un elemento inverso tal que al operar X con su
inverso, tanto por la derecha como por la izquierda, se obtiene el elemento
neutro.

Este conjunto de axiomas no es independiente. Por ejemplo, se puede su-
primir la exigencia de neutro por la derecha, ya que se deduce de los restantes
axiomas. Sin embargo, por simplificar los ejemplos, partiremos del conjunto de
axiomas asi enunciados

2.8.2. LENGUAJE Y AXIOMAS EN UN CP~.

Necesitaremos una constante e para denotar al elemento neutro. Asimismo,
necesitaremos un funtor binario prod(X, Y) para la operacién del grupo. Si-
guiendo la notacién habitual, lo escribiremos de forma infija (X . Y). También
necesitamos un funtor unitario i(X) para simbolizar el elemento inverso. En este
lenguaje los axiomas de grupo seran los de la tabla 2.3.

1. VXVYVZ (X.(Y.Z)) = ((X.Y).Z) asociatividad

2. ¥X(Xe)=X neutro por la derecha
3. ¥X(eX)=X neutro por la izquierda
4. YX(X.i(X)) =e inverso por la derecha
5. ¥X(i(X).X) =e inverso por la izquierda

Cuadro 2.3: Axiomas propios de la teoria de grupos.

Quizés el lector eche en falta un axioma que simbolice uno de los enuncia-
dos anteriores: “la operacién de grupo esta definida para todo par de elementos
del conjunto, y produce un elemento que también pertenece al conjunto”. Pero
recuérdese lo dicho en 1.3.4 acerca de los funtores légicos: la aplicacién de un
funtor a sus argumentos produce un término que para la semantica del C'P siem-
pre “existe”, es decir, que en toda interpretacién debe corresponder a “algo”,
precisamente a un elemento del dominio.

Los axiomas de la tabla 2.3 estan ya en forma clausal. Los axiomas de igual-
dad de la teoria, en forma clausal, seran los de la tabla 2.4.

X =X
-X=YVY=X
X=YV-aY=ZVvX=2Z
. X =YViX) =i(Y)
0. -X=YV(XZ) =(Y.2Z)
1. ~X=YV(ZX)=(ZY)

Cuadro 2.4: Axiomas de la igualdad en la teoria de grupos.
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2.8.3. RAZONAMIENTO AUTOMATICO EN LA TEORIA
DE GRUPOS.

Demostremos ahora por los métodos estudiados algunos resultados elemen-
tales de la teoria de grupos. Empezaremos empleando el método de resolucién
y unificacién manejando explicitamente los axiomas de la igualdad. Por tanto,
partiremos del conjunto de cldusulas 1-11 de las tablas 2.3 y 2.4.

Razonamiento por resolucién.

Probemos como ejemplo el siguiente teorema: Hay un inico elemento neutro
a la izquierda. Sea neutroiz(X) la férmula abierta que simbolice X es neutro por
la izquierda. Como sabemos, la existencia tnica se simbolizaria como

IX(neutroiz(X) A VY (neutroiz(Y) = X =Y))

cuya negacién es
VX(—neutroiz(X) V 3Y (neutroiz(Y) A =X =Y)).

Pero neutroiz(Z) se define como VY(Z.Y) =Y, y la férmula completa serd
YX(=VZ(X.Z) = ZV AY(VZ(Y.Z) = ZA =X = Y)).

que skolemizada y en forma clausal queda

12. =(X.F(X)) = f(X) V g(X).Z = Z
13. 2(XF(X)) = f(X) V =X = g(X)

El conjunto inicial de cldusulas estard formado por los axiomas propios (1-
5), los axiomas de la igualdad para esta teorfa (6-11) y la negacién del objetivo
(12-13). Aplicando resolucién obtenemos la prueba en 7 pasos de la tabla 2.5.

1. (ge)2) =2 de 12, 3

15. z = (g(e). Z) de 14, 7

16. =(U.e)vX=U de 2 (segundo literal), 8
17. e= g(e) de 16, 15

18. —(ef(e)) =f(e) de 17, 13

19. O de 18, 3

Cuadro 2.5: Demostracion por resolucién en la teoria de grupos.

Razonamiento por paramodulacién.

Probemos el siguiente teorema: Ezxiste a lo sumo una solucion de la ecuacion
a.X = bo, dicho méas explicitamente, para todos los elementos a,b, c,d del grupo,
sia.c="byad=>b, entonces ¢ = d. El objetivo es

YXVYVZ ((X.Y)=(X.Z) > Y =2)
que negado se convierte en

IXIYIZ((X.Y) = (X.Z) A=Y = Z)IXIYIZ (X.Y) = (X.Z) A=Y = Z)

3 de diciembre de 2002 114



CAPITULO 2. TEORIAS CON IGUALDAD

y skolemizado y en forma clausal queda

20. (a.b) = (a.c)
21.-b=c

El conjunto inicial de cldusulas estard formado por los axiomas propios (1-
5), el axioma reflexivo (6) y el objetivo negado (20-21). Aplicando resolucién
y paramodulacién obtenemos la prueba en 7 pasos de la tabla 2.6. Empleando
puramente resolucion, la prueba maés corta que los autores han podido encontrar
consta de 16 pasos.

22. ((X.a).b) = (X.(a.c)) (param.20y 1)
23.  (e.b) = (i(a).(a.c) (param. 22 y 5)
24. b= (i(a).(a.c)) (param. 23 y 3)
25. b= ((i(a).a).c) (param. 14 y 1)
26. b= (ec) (param. 25 y 5)
27. b=c (param. 26 y 3)
28. O (res. 27 y 21)

Cuadro 2.6: Demostraciéon por paramodulaciéon en la teoria de grupos.

Ejercicio 2.22 Un elemento de un grupo se dice autoinverso si operado consigo
mismo produce el neutro. Simbolizar la siguiente proposicién de la teoria de
grupos y probarla mediante resolucién y paramodulacién: Si todo elemento de
un grupo es autoinverso, entonces el grupo es abeliano.

Pistas: a) hallar una demostracién en lenguaje natural e intentar expresarla
mediante paramodulacién; o mejor b) emplear un programa de demostracién
automaética. «

Limitaciones del lenguaje presentado.

Debemos senalar que la potencia expresiva de este lenguaje légico no basta
para representar todos los conceptos que aparecen en la teoria elemental de gru-
pos. Consideremos por ejemplo la definicién de grupo de torsion: se dice que un
grupo es de torsién cuando todo elemento X del grupo es tal que operado consi-
go mismo un numero finito de veces produce el elemento neutro. Si intentamos
formalizar esta definicién obtendremos algo asi como

VX(X = eV (XX) = eV (X.(XX)) = eV (X.(X.(XX)) =eV...)

que no es una cadena finita de simbolos. Otra alternativa seria definir la opera-
cién binaria de exponenciacién X", y escribir la férmula VX3N exp(X,N) = ¢;
pero noétese que para ello tendremos que formalizar también la aritmética de los
numeros naturales, lo que se sale claramente de las posibilidades del lenguaje
propuesto en esta seccién.
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