Posible soluciéon del examen de Investigacién Operativa de Sistemas de septiembre de 2011

Problema 1: (3 puntos)

Dos bolas blancas estan colocadas en una mesa al lado de una bolsa que contiene una
bola blanca y dos negras. Reiteradamente se extrae una bola de la bolsa que se coloca a
derecha de las dos anteriores y después se devuelve a la bolsa la bola de la izquierda.
Determinar:

a) El diagrama de transicion de estados y la matriz de transicion de una cadena de
Markov que modele esta situacion.

b) EI nimero medio de bolas blancas que hay a la larga fuera de la bolsa.

Solucion:
Apartado a):

Sabiendo de queé color son las bolas que estan fuera de la bolsa, podemos deducir las
que hay dentro. Por lo tanto, los estados seran de la forma ID, donde | es el color de la bola
que esta fuera y a la izquierda, y D es el color de la bola que esta fuera y a la derecha.

El conjunto de estados sera: S={BB, BN, NB, NN}. La matriz de transicion
correspondiente es:

1/3 2/3 0 0
|0 0 2/3 13
Q= 2/3 1/13 0 0

0 0 1 0

El diagrama de transicion de estados (DTE) correspondiente es el que sigue:

1/3

1/3

Apartado b):

Como esta cadena de Markov es finita y ergddica, podemos afirmar que existe la
distribucion estacionaria. Debemos hallar dicha distribucion estacionaria, ya que nos dira qué
probabilidad hay de encontrarse en cada estado (a la larga), y estas probabilidades seran



necesarias para hallar el nimero medio de bolas blancas fuera de la bolsa. Para calcular la
distribucidn estacionaria, planteamos el siguiente sistema de ecuaciones:

pBB pBB
pBN — QT pBN
pNB pNB
pNN pNN

Pes t Pen t Png + P =1

El sistema puede resolverse, por ejemplo, fijando pgs=1 y normalizando luego. La
solucion final del sistema es:

8., 3., 8.1
pBB_lolpBN_1O7pNB_10’pNN_1O

Lo que nos piden es la esperanza de la variable aleatoria cuyo valor es el nimero de
bolas blancas fuera de la bolsa. Dicha esperanza sera:

E[Numero de bolas blancas] = 2 pgs + Pey + Pug + 0-Pry =
3 3 3 1 12 6

2 —+ —+—+0_—"—="=" bolas
10 10 10 10 10 5

Problema 2: (3 puntos)

Una empresa automovilistica debe establecer una cadena de montaje. La disposicion de las

maquinas es como muestra la siguiente figura:

=) P ®

El fabricante nos proporciona el tiempo de espera (en minutos) de cada sistema que forma
la red:

W, 0,540541
W, 1
W3 2,857143
W, 0,255754
W5 0,378788
We 1,818182



a) Si cada minuto que se espera en la red (Wreq) le cuesta a la empresa 1000 euros, ;Cual es
la pérdida total por cada vehiculo que se monta en la red expuesta?

b) Si compramos una maquina que sustituye la maquina 3 que nos cuesta 2500 euros con
u =2 .;Obtendremos un mayor beneficio en la empresa?

Solucién:

Apartado a):

Segun el diagrama tendremos las siguientes entradas a la red:
»n = 0,15 clientes/min, » = 0,3 clientes/min, Vie{3, 4,5, 6}, =0

Para hallar W4 necesitamos conocer Leq, y a Su vez para ello necesitamos calcular los
numeros medios de trabajos L; para cada nodo i. En primer lugar hallaremos las tasas de
Ilegadas a cada nodo mediante las ecuaciones de equilibrio:

A1 = n = 0,15 clientes/min

A2 = = 0,3 clientes/min

A3 = A1 + Ap = 0,45 clientes/min
A4 = 0,243 = 0,09 clientes/min
As = 0,843 = 0,36 clientes/min
Ag = A4 + A5 = 0,45 clientes/min

Aplicamos el teorema de Little a cada nodo, L, = AW, :

L;=4:W; ~ 0,081081 clientes
L,=1,W, ~ 0,3 clientes

Ls=A3W;3 ~ 1,285714 clientes
Ls=44sW,4 ~ 0,023018 clientes
Ls=15W5 ~ 0,136364 clientes
Le=A6Ws ~ 0,818182 clientes

Aplicamos la ecuacion para Lyg Yy posteriormente la de Wy, en este ultimo caso
sabiendo que Areq = 71 + % = 0,45 clientes/min:

6 L
Leg = 2. L ~2,644359clientes;  W,, = —"*- ~5,876353 min .
i=1 red

La pérdida por cada vehiculo sera de (1000 €)- Wyeq ~ 5876,353 €
Apartado b):
Debemos recalcular Wieq, teniendo en cuenta que el nodo 3 ha cambiado su servidor.

Utilizando las ecuaciones que aparecen al final del enunciado obtenemos el nuevo valor del
numero medio de trabajos en el nodo 3:



py'=22=0,225

1 2 1
Ly'= AW, = gs[wq3'+i'j — L= (p) t p,'= 3 £0,290323 trabajos
M 1-ps 1-p;
Como hicimos en el apartado a), aplicamos la ecuacion para Ly Y posteriormente la
de Wred:
6 L !
L. '= Z L,'~1,648967 clientes; W, ,'=—"% ~3,664371min.
i=1 red
Notese que los flujos entre nodos no varian (las ecuaciones de equilibrio no han
cambiado). El coste total ahora sera 2500€ + (1000 €)- W’ =~ 6164,371 €. Asi pues, la
alternativa original (la del apartado a) es la mas beneficiosa.

Problema 3: (4 puntos)

En un almacén de frutas hay 800 kilogramos de naranjas, 800 kilogramos de manzanas
y 500 kilogramos de uvas. Estas frutas se convierten en zumo de dos tipos (A y B). Cada litro
de zumo tipo A se fabrica a partir de 1 kilogramo de naranjas, 2 kilogramos de manzanas y 1
kilogramo de uvas y cada litro de zumo tipo B se fabrica a partir de 2 kilogramos de naranjas,
1 kilogramo de manzanas y 1 kilogramo de uvas. El beneficio que se obtiene con cada litro de
zumo tipo A es de 1,20 € y con cada litro de zumo tipo B de 1,40 €. Determinar mediante el
método gréfico :

a) La cantidad (en litros) de cada tipo de zumo que se debe fabricar para conseguir
unos beneficios méaximos.

b) El valor de dichos beneficios maximos.

Solucion:

Variables de decision:
X1 = litros de zumo tipo A que se fabricaran
Xz = litros de zumo tipo B que se fabricaran

Restricciones:
X1+ 2 X, <800
2 X1+ X2 <800
X1 + X2 <500
X1, X2 >0

Funcidn objetivo que maximizar:
f(Xl, X2) =1,20 x;+ 1,40 X,

El gréfico correspondiente sera:



Apartado a):

Los puntos extremos mas interesantes son A(400,0), B(300,200) y C(200,300). Se
plantea la duda de si sera B la solucion optima o bien lo sera C. Para saberlo hallamos los
valores de la funcion objetivo en ambos puntos:

f(B) = 1,20 - 300 + 1,40 - 200 = 640 euros
f(C) = 1,20 - 200 + 1,40 - 300 = 660 euros
Se observa que el punto C es la solucion 6ptima Unica de este problema (x; = 200, x, =
300).

Apartado b):

El valor 6ptimo ya se calcul6 en el apartado anterior y es de 660 euros.
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