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1) Demostrar que es recursivo primitivo el predicado que decide si el vector codificado por un número de Gödel es o no capicúa.

Formalmente: 
demostrar que CAP ( PRED(PRIM), para lo que demostraremos que la su función característica (CAP ( PRIM
Nota1:
para demostrar que una función es (-recursiva se hará uso de los operadores propios de las funciones REC, no se puede aportar un programa WHILE y exponer el Teorema de Equivalencia.
Nota2:
se puede hacer uso de cualquier función aritmética y lógica convencional, aparte de todas las definidas en clase; el problema puede resolverse a partir de las funciones div (cociente de dividir dos enteros, por defecto, es decir truncando los decimales), prod (producto de dos enteros), extraer (que devuelve un elemento de un vector codificado en un número de Gödel) y la función característica del predicado Igual.

Nota3:
ejemplos:  este predicado es cierto (V) para los números de Gödel de los vectores (), (1), (3,4,4,3), (3,4,2,4,3), y no lo es para los de los vectores (2,3), (3,4,4,4).

Debemos construir capicúa como función recursiva primitiva. Disponemos de las funciones definidas en clase extr(g,i), que nos devuelve la i-ésima componente del vector codificado por el número de Gödel g, L(g), que nos devuelve la longitud del vector codificado por el número de Gödel g, y reem(g,i,n), que reemplaza (o añade) la i-ésima componente del vector codificado por el número de Gödel g, y devuelve el número de Gödel del vector resultante.

Nuestra idea será realizar una recursión primitiva que vaya examinando una componente del vector codificado por g en cada invocación recursiva, para ver si coincide con la componente con la que debe ser igual para que el número sea capicúa. Se observa que en realidad sólo hay que iterar hasta la mitad del vector (en caso de que la longitud del vector sea impar, basta con llegar hasta la componente anterior a la que está justo en medio). Para conseguir esto, es preciso que la última componente que se le pase a dicha recursión primitiva sea la mitad (calculada como división entera) de la longitud del vector codificado. Tendremos entonces dos parámetros para la recursión primitiva: g y la longitud dividida por 2, obtenida con div(L((11),C12). En el caso base de la recursión primitiva devolvemos uno mediante C11 (es decir, en principio el vector es capicúa mientras no se demuestre lo contrario). En el caso general de la recursión primitiva, multiplicaremos el valor que llevemos acumulado ((33) por un 1 ó un 0, según si la componente de g (g se obtiene con (31) que estemos examinando es igual a la que debe corresponderle. El índice de la componente examinada se obtiene con (((32), ya que (32 es el contador decrementado en uno. El índice de su componente correspondiente será resta(L((31), (32). Hemos desarrollado por separado la parte que comprueba si dos componentes correspondientes son iguales.

comprobar_iguales = igual (extr ((31, resta(L((31), (32) ), extr ((31, (( (32 ) ) )
capicúa=RP [ C11, producto ( (33, comprobar_iguales) ] ( (11, div(L((11),C12 ) )

Se puede llegar también a este resultado elaborando un programa LOOP que calcule la función pedida y obteniendo después la función recursiva primitiva equivalente. Para ello, podemos partir del siguiente programa en LOOP ampliado:

Entrada: v

Salida: Resultado

Auxiliar: Contador

Método:


Resultado:=C01()


Contador:= C01()


do L(v) div C02() times



if extr(v,Contador)(extr(v,L(v)–Contador+1) then




Resultado:=0



fi



Contador:=Contador+1


od

Nuestro objetivo es identificar este programa con el código LOOP correspondiente al operador de recursión primitiva:

Entradas: X1, X2,…, Xk+1
Salida: Xk+2
Auxiliar: Xk+3
Método:


Xk+2:=g(X1, X2,…, Xk)


do Xk+1 times



Xk+2:=h(X1, X2,…, Xk,Xk+3,Xk+2)



Xk+3:= Xk+3+1


od

Para poder llevar a cabo la identificación, es preciso retocar el programa LOOP que calcula la función que nos interesa:

Entradas: v, NumIteraciones=L(v) div 2

Salida: Resultado

Auxiliar: Contador’=Contador–1

Método:


Resultado:=C01()


do NumIteraciones times



Resultado:=producto(Resultado,igual(extr(v,((Contador’)),




extr(v,resta(L(v),Contador’)))



Contador’:=Contador’+1


od

La identificación es: k = 1; X = v; X2 = Xk+1 = NumIteraciones = L(v) div 2; X3 =  Xk+2 = Resultado; X4 = Xk+3 = Contador’ = Contador–1. Por lo tanto, f=RP[g,h], donde:

g(X1, X2,…, Xk) = 1 ( g = C11
h(X1, X2,…, Xk,Xk+3,Xk+2) =

producto(Xk+2,igual(extr(X1,(( Xk+3)),extr(X1,resta(L(X1), Xk+3))) (
{ X1 = (31, Xk+3 = (32, Xk+2 = (33 } (
h = producto((33,igual(extr((31,(((32)),extr((31,resta(L((31), (32)))

La función pedida será:

capicua(v) = f(v,L(v) div 2) (
capicua = f((11,div(L, C12))

Otra estrategia para abordar este problema sería calcular el vector inverso del vector de entrada, y ver si son iguales. La igualdad de vectores codificados como números de Gödel se realiza mediante el predicado igual para números naturales, dado que la codificación de Gödel es biyectiva. En cuanto al cálculo del inverso de un vector, que hemos desarrollado en la función inversión, se consigue construyendo componente a componente el vector inverso, partiendo del vector nulo, que se codifica con un cero (C10). En cada invocación recursiva de la recursión primitiva se usa la función reem para añadir al vector que llevábamos ((33), en la posición siguiente a la última rellenada ((((32)), la nueva componente: extr((31, resta( L((31), (32 ) ). Nótese que (31 nos devuelve el número de Gödel del vector original.

capicúa=igual( (11, inversión)

inversión=inversión’( (11, L)

inversión’=RP[ C10, reem((33, (((32), extr((31, resta( L((31), (32 ) ) ) ]

2) Sea g un número que representa un programa en lenguaje LOOP, codificado de acuerdo con el esquema de indexación descrito en la asignatura.  Definimos el problema “ser función constante” para los programas LOOP de un argumento a partir del predicado:

FC1(g) = V sii el programa LOOP de número g de un argumento calcula el mismo valor para cualquier entrada.

Desarrollar qué podemos decir acerca de la solubilidad de este problema, aportando demostraciones y/o razonamientos basados en teoremas.

Nota1:
se podrá hacer uso de la función universal para LOOP (UL).


Vamos a demostrar que este problema es insoluble. Por el método de reducción, supongamos que el problema se puede resolver mediante un programa que implementa la función:


problema(g1)=1 sii el programa LOOP codificado en g1(N devuelve siempre la misma salida


problema(g1)=0 en otro caso


Se trata de intentar resolver entonces el problema de la parada. Tendremos un programa WHILE Q=(n,p,codigo) codificado en g(N que queremos saber si se detiene para un vector de entradas codificado en e(N. Sabemos que el predicado de Kleene en su forma general, K(g’,e,p), nos da verdadero sii el programa WHILE codificado en g’(N con entradas x codificadas en e(N termina en p pasos o antes. Por otro lado, sabemos que K es una función recursiva primitiva, es decir, que es implementada por un programa LOOP. Sea el programa LOOP de un argumento Q’, construido a partir de Q y de x:


Q’=(1,4,codigo’)

codigo'=


X2:=C0g()


X3:= C0e()


X1:=K(X2,X3,X1)


El programa Q’ acepta una sola entrada p, y nos dice si el programa Q con entradas x acaba en p pasos o antes. Por lo tanto, si Q para con entradas x, se tendrá que Q’ devuelve como salida 0 algunas veces (mientras Q no pare) y salida 1 otras veces (cuando Q pare). Nótese que si un programa para, lo hace en 1 paso o más, con lo cual siempre habrá algún caso en que se devuelva 0. Si Q no para con entradas x, se tendrá que Q’ devuelve siempre como salida 0. Por otro lado, como Q’ es un programa LOOP, su codificación es susceptible de ser pasada como entrada a la función problema.

Vamos a dar entonces un programa que resuelve el problema de la parada:

Qparada=(2,3,codigoparada)

codigoparada=


X3:=CodificarProgramaQ’(X1,X2)



X1:=problema(X3)



X1:=csg(X1)

Pero sabemos que el problema de la parada es insoluble, y por lo tanto el problema que se nos propone también lo será.

La negación del predicado que define este problema es parcialmente decidible. En efecto, el siguiente programa devuelve 1 si FC1(g) = F y se cuelga en caso contrario:

Qparcial=(1,3,codigoparcial)

codigoparcial=


X3:=UL(X1,X2)


while UL(X1,X2)=X3 do



X2:=X2+1


od


X1:=C01()

Por consiguiente, el predicado que define este problema no es parcialmente decidible, ya que si lo fuera, el problema sería soluble, y sabemos que no lo es.























































