Posible solución del examen de Teoría de Autómatas y Lenguajes Formales de junio de 2009 (segundo cuatrimestre)
1) 1,5  Dada la siguiente MT, diga si Turing-calcula alguna función f: N(N y justifique su respuesta. En caso afirmativo, dé la definición formal de dicha función. 
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Sí. Esta MT calcula la función f(x)=x+2. Para ver que esto es así, basta con comprobar que la máquina tiene el siguiente método de operación:

…* |x+1 *… ( …* |x+3 * …

En concreto, la MT hace lo siguiente:
( 0, …* |x+1 *… ) |– ( 1, …* |x  | *... ) |–* ( 1, …* |x+1 *... ) |– ( 2, ...* |  |x+1 *... ) |–
( 2, ...* |x+2 *... ) |– ( 3, ...* |  |x+2 *... ) |–* ( 3, ...*|x+3 *... ) 

2) 1,5  Dada la función recursiva f, exprésela en notación matemática habitual y de la forma más simple y clara posible. 

f  = ( ( ([g] )
donde

g = <(11, (( (33)>
La función f: N(N se puede expresar así:
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Téngase en cuenta que g: N2(N es la función suma.
3) 1,5  Calcular, mostrando los pasos intermedios,  
Codi( X 1:=X 1+1 ; X 1:=0 ; X 1:=0 ; X 1:=0 ) .
Codificamos la primera sentencia, obteniendo codi(X1 :( X1 +1) = 2. Al codificar la segunda sentencia, obtenemos codi(X1 :( 0) = 0. Por último, el resultado pedido se obtiene como Codi( X 1:=X 1+1 ; X 1:=0 ; X 1:=0 ; X 1:=0 ) = god(2,0,0,0) – 1 = 24.

4) 1,5  Sea  Q = (1, 2, s)  un programa WHILE cuyo código se describe a continuación:

s:
X2 :( X2 + 1 ;



while  X1 ( 0  do




X2 :( 0 ;




X1 :( 0 



od ;



X1 :( X2
a) ¿Cuál es el tamaño del programa  Q ? ¿Qué longitud tiene el programa  Q ?

b) ¿Cuál es el valor de  salto(s,2) ? ¿ Cual es el valor de  salto(s,6) ?

c) Escriba una configuración inicial y una configuración terminal del programa. 

d) Represente la llamada a la función  CALQ  para el vector  (5,4) .

e) ¿Cuál es en concreto la función calculada de  Q ,  FQ ? ¿Es una función total?
a) 6, 5 .

b) 6, 0 .

c) (1, m, 0), (7, m, n) con m, n ( N .
d) CALQ(5,4) =

= SIGQ( CALQ(5,3) ) =

= SIGQ( SIGQ( CALQ(5,2) ) ) =

= SIGQ(SIGQ(SIGQ( CALQ(5,1) ) ) ) =

= SIGQ(SIGQ(SIGQ(SIGQ( CALQ(5,0) ) ) ) ) =

= SIGQ(SIGQ(SIGQ(SIGQ( 1,5,0 ) ) ) ) =

= SIGQ(SIGQ(SIGQ( 2,5,1 ) ) ) =

= SIGQ(SIGQ( 3,5,1 ) ) =

= SIGQ( 4,5,0 ) =

= ( 5,0,0 )

e) El programa Q calcula la función complemento del signo, que es total: FQ=csigno.
5º) 1,5  Sea  x(N un número que representa el código de un programa WHILE de una entrada. Sea el predicado  R  definido como:

R(x)  es verdadero sii el programa  Q(x)  nunca le asigna el valor 432 a una variable auxiliar.

donde Q(x)=(1, max{1,k}, DeCodi(x)), con k el mayor índice de variable que aparece en DeCodi(x). Sabiendo que  H1  es no decidible, demostrar, usando el método de reducción, que  R ( PRED(TREC) .

Solución:
Para demostrarlo usaremos el método de reducción, demostrando que:

R  decidible   (   H1  decidible

Siguiendo el esquema general del método de reducción tenemos:

   ( 
predicado  R  decidible   (   ( f(TREC1 |  Pf  = R
   (
A partir de  f , por composición con alguna  h(TREC , construyo la función  g(TREC2  tal que  Pg = H1
Para ello, dados  z  y  e , construyo el siguiente macroprograma:

 
Qz,e( X1 )



X2 :( z ;



X3 :( e ;



X3 :( U[REC1]( X2 , X3  ) ;


X4 :( C4320()
Si el programa  z  con la entrada  e  no acaba,  Qz,e  nunca le asigna el valor 432 a la variable auxiliar X4.

Si el programa  z  con la entrada  e  acaba,  Qz,e  siempre le asigna el valor 432 a la variable auxiliar X4.

El programa  Qz,e , para cada  z  y  e , tendrá un número asociado. Sea la función  h(TREC2  la que calcula dicho número,  h(z,e) .

Definimos la función  g(TREC2  como  g = csigno(f(h)) .

Se cumple que:

(  Si el programa  z  con la entrada  e  acaba   (   el programa  h(z,e)  (es decir, Qz,e )  siempre le asigna el valor 432 a la variable auxiliar X4 ( csigno(f(h(z,e)))>0 ( g(z,e)>0

(  Si el programa  z  con la entrada  e  no acaba   (  el programa  h(z,e)  (es decir, Qz,e )  nunca le asigna el valor 432 a la variable auxiliar X4 ( csigno(f(h(z,e)))=0 ( g(z,e)=0

Por tanto  Pg = H1 .

   (
 f(TREC  (  h(TREC   (   g(TREC   (   predicado  H1  decidible

Así pues hemos demostrado por reducción que:   R ( PRED(TREC)
6º) 1,5  Sabiendo que la función de dos entradas  fi  es Turing-computable, definir un macroprograma  WHILE Qx  tal que:

· si el programa de una entrada de número  x  con la entrada  x  no acaba,  Qx  tampoco, para ninguna entrada.

· si el programa de una entrada de número  x  con la entrada  x  acaba,  Qx  también, siendo su función calculada  ((fi ).

Solución:

Por el teorema de equivalencia de Church-Turing sabemos que si  fi  es Turing-computable entonces es WHILE-computable. Por tanto, habrá un programa WHILE que la computa y se podrá utilizar la llamada a la función  fi  en cualquier macrosentencia  en el código del programa WHILE Qx.

Dicho programa se puede definir de la siguiente forma:

Qx( X1, X2)

X3 :( x ;
X3 :( U[REC1]( X3 , X3) ;

X1 :( fi (X1, X2 );

X1 :( X1 + 1


Si x con entrada x acaba => Qx acaba para cualquier entrada y computa la función ((fi )


Si x con entrada x no acaba => Qx no acaba para ninguna entrada, quedándose colgado en la macrosentencia que aparece en la segunda línea del código.
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