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4 ARBOLES. ARBOLES BINARIOS.

Hasta ahora nos hemos dedicado a estudiar TADes que de una u otra forma eran de
naturaleza lineal, o unidimensional. En los tipos abstractos de datos lineales existen exactamente
un elemento previo y otro siguiente (excepto para el primero y el ultimo, si los hay); en las
estructuras no lineales, como conjuntos o arboles, este tipo de secuencialidad no existe, aunque
en los arboles existe una estructura jerarquica, de manera que un elemento tiene un solo
predecesor, pero varios sucesores.

Una exploracion algo amplia en el campo de la ciencia de la computacion nos lleva a
situaciones en que las representaciones lineales son inadecuadas, tanto en sentido conceptual
como practico. Un paso importante lo representan los arboles binarios, y el siguiente vendra dado
con el estudio de la nocion general de arbol. En capitulos posteriores, lo extenderemos hasta
llegar a los grafos.

Un arbol impone una estructura jerarquica sobre una coleccion de objetos. Ejemplos
claros de utiizacion de arboles se presentan tanto dentro como fuera del area de computacion
(indices de libros, arboles genealdgicos, etc.); en Informéatica constituyen una de las estructuras
mas utilizadas, con aplicaciones que van desde los arboles sintacticos utilizados para la
representacion y/o interpretacion de términos de un lenguaje o expresiones aritméticas, pasando
por los arboles de activacion de procedimientos recursivos, hasta la representacion de datos que
se desea mantener ordenados con un tiempo de acceso relativamente bajo. En general, se usaran
arboles siempre que se quiera representar informacion jerarquizada, cuando esta converja en un
solo punto.

41 ARBOLESY SUS PROPIEDADES

Intuitivamente, podemos visualizar arboles como una forma de organizar informacion de
forma jerarquica, con un unico punto de entrada y una serie de caminos que van abriéndose en
cada punto hacia sus sucesores.

Desde un punto de vista formal (teoria de conjuntos), un arbol se puede considerar como
una estructura A = (N, <), constituida por un conjunto, N, cuyos elementos se denominan nodos,
y una relacion de orden parcial transitiva, <, definida sobre N, y caracterizada por la existencia
de

- Un elemento minimo (anterior a todos los demas) tnico, la raiz.

AreN/(Vn,eN,r<n).
- Un predecesor tunico para cada nodo p distinto de la raiz, es decir, un nodo, q, tal que
q < p y para cualquier nodo q' con las mismas caracteristicas se cumple q' < q.
VneN/n#r-(d'meN,(m<n)n(Vs,,e N/s<n-s<m))).

Los ascendientes de un nodo se definen como el conjunto formado por su predecesor
unico y los ascendientes de éste, cuando estos existan: Asc(n) = {m: m< n}. Antepasado y
ancestro suelen ser utilizados como sinénimos de ascendiente.
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Los descendientes de un nodo se definen como el conjunto formado por todos aquellos
nodos que lo tienen en su conjunto de ascendientes: Desc(n) = {m: n< m} = {m: n € Asc(m)}.

Esta estructura se puede considerar una estructura recursiva teniendo en cuenta que cada
nodo del arbol, junto con todos sus descendientes, y manteniendo la ordenacion original,
constituye también un arbol o subdrbol del arbol principal, caracteristica esta que permite
definiciones simples de arbol, mas apropiadas desde el punto de vista de la teoria de tipos
abstractos de datos, y, ajustadas, cada una de ellas, al uso que se vaya a hacer de la nocion de
arbol.

Las dos definiciones mas comunes son las de arbol general y la de arbol de orden N, que
se pueden dar en los términos siguientes:

Un &rbol general con nodos de un tipo T es un par (r, L,) formado por un nodo
r (la raiz) y una lista (si se considera relevante el orden de los subarboles) o un conjunto
(si éste es irrelevante) L, (bosque), posiblemente vacio, de arboles generales del mismo
tipo (subarboles de la raiz). Vemos que aqui no existe el arbol vacio, sino la secuencia
vacia de arboles generales.

Un &rbol de orden N (con N > 2), con nodos de tipo T, es un arbol vacio () o un
par (r, L,) formado por un nodo r (la raiz) y una tupla L, (bosque) formada por N arboles

del mismo tipo (subarboles de la raiz). Este ultimo caso suele escribirse explicitamente
de la forma (1, A, ..., Ay).

Los nodos se clasifican dependiendo de su posicion dentro del arbol en:
Raiz: Elemento minimo de un arbol.
Nodo intermedio: Cualquier nodo predecesor de una hoja, y sucesor de la raiz.
Nodo terminal u hoja: Nodo que no tiene sucesores.

También los podemos dividir en:
Nodo interno: Cualquier nodo del arbol.
Nodo externo: Son los arboles vacios que penden de los nodos que no tienen todos sus hijos, (en
los arboles de orden N). Se representa por G.

Conceptos mas importantes son:
Padre: Predecesor maximo de un nodo.
Hijo: Cualquiera de los sucesores directos de un nodo
Hermano: Cualquier otro nodo hijo de un mismo padre.

A cada par de nodos (A, B) tal que B es hijo de A se le denomina eje; sin,, n,, ...n,, €s una
sucesion de nodos de un arbol tal que n, es el padre de n,,, (el par (n;, n,,)) es un eje) para l<i<k,
entonces la secuencia se denomina camino del nodo n, al nodo n,. A cada camino se le suele
asociar una longitud, que se define como el nimero de ejes que lo componen. Seran ramas
aquellos caminos cuyo primer nodo sea el raiz y cuyo ultimo nodo es una hoja.
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Altura de un nodo en un arbol es el nimero de nodos del camino mas largo de ese nodo a una
hoja.

Altura del arbol es la altura de la raiz, o 0 si el arbol es vacio.

Profundidad de un nodo es la longitud del camino Gnico que va desde la raiz hasta ese nodo.

Se denomina grado de un nodo al nimero de hijos de dicho nodo.
El grado de un &rbol es el mayor grado de los nodos que contiene.
El nivel de un nodo se asigna en funcion al criterio siguiente:
La raiz tiene nivel 1.
Si un nodo tiene nivel N, sus hijos tendran nivel N+L
El n° de niveles de un arbol es igual a la altura de su raiz, o a 0, si el arbol es vacio.

Conceptos menos utilizados son:
Longitud del camino externo: Suma de los niveles de cada nodo externo.
Longitud del camino interno: Suma de los niveles de cada nodo interno.

Se utilizan distintas notaciones graficas para
representar arboles. Entre ellas la mas usual es el diagrama
de arbol invertido, que consiste en utilizar un "arbol
invertido", representando la raiz en la parte superior, vy,
debajo de ella, de izquierda a derecha, cada uno de sus
subérboles:

Al

Los hijos de un nodo de orden N pueden estar
ordenados o desordenados. Los arboles resultantes son
ordenados 'y
desordenados respectivamente. Los siguientes
arboles ordenados no son equivalentes:

O sea, podemos ordenar o no a los hijos de un nodo, '/ I E ; I E
lo cual dard lugar a diferentes conceptos de
igualdad. Q Q 9

En arboles de orden N se define:
Arbol lleno: es un arbol con todos sus niveles llenos. También podemos definirlo como el arbol
en el que la longitud del camino mas largo y la del més corto desde cualquier nodo, son iguales.
Arbol Completo es un arbol con todos sus niveles llenos salvo quizas el ultimo, que debera estar
completo, (sin "huecos") de izquierda a derecha.
Arbol perfectamente balanceado: Es aquél en el que el nimero de nodos de cada subarbol de
cada nodo interno, no varia en mas de uno. La palabra equilibrado suele emplearse como
sinébnimo de balanceado.
Arbol balanceado en altura como el arbol cuyos subarboles tienen alturas que difieren a lo mas
en una unidad y también son equilibrados en altura.
Arbol degenerado: Es aquél en el que cada nodo s6lo tiene un subarbol. Equivale a una lista.
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4.2 ARBOL BINARIO

El arbol binario es el caso més simple de arbol de orden N, cuando N vale 2. Su
especificacion se puede hacer considerando un valor constante, el arbol nulo, y un constructor
de arboles a partir de un elemento y dos arboles.

4.2.1 Especificacion algebraica de arboles binarios

tipo ArbolB
genérico
Elemento
dominios ArbolB, Logico
generadores
Crear: ArbolB
Arbol binario: Elemento x ArbolB x ArbolB
constructores
Hijo izq: ArbolB —#— ArbolB
Hijo dch: ArbolB —#— ArbolB
selectores
Raiz: ArbolB —#— Elemento
Es Vacio: ArbolB Logico
precondiciones a: ArbolB
Raiz(A): not Es_Vacio(a)
Hijo_izq(a): not Es_Vacio(a)
Hijo dch(a): not Es_Vacio(a)
ecuaciones r: Elemento; i, d: ArbolB
Es Vacio(Crear) ==V
Es Vacio(Arbol binario(r, i, d)) ==F
Raiz(Arbol binario(r, 1, d)) ==r
Hijo_izq(Arbol binario(r, i, d)) ==1
Hijo dch(Arbol binario(r, i, d)) ==

ArbolB

fin

La especificacion anterior desempeia un papel basico, como ocurre con la de listas respecto
a los demas tipos lineales, que consiste en facilitar la construccion de otras especificaciones de
arboles, en los que se recurre al esquema de arbol binario y sus operaciones para la expresion de
operaciones de insercion, extraccion, rotacion, etc. mas complejas, y permitir la formalizacion
de conceptos y nociones ligadas a la de arbol binario.

4.2.2 Propiedades de los arboles binarios
De laespecificacion anterior se deducen las siguientes formas canoénicas para los términos

del tipo ArbolB:
Crear

4
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Arbol binario(r, I, D)
siendo I y D dos términos del mismo tipo también en forma canonica.

A partir de la especificacion, y como se hizo en casos anteriores, se pueden definir los
distintos conceptos relacionados con la nocion de arbol binario:

I Un primer grupo corresponde a las nociones de igualdad de forma, nimero de nodos y altura.
Igual Forma: ArbolB x ArbolB Loégico
ecuaciones
Igual Forma(Crear, a) == Es_Vacio(a)
Igual Forma(Arbol binario(r, 1, d), a)==
SI Es_Vacio(a) ENTONCES
F
SINO
Igual Forma(i, Hijo izq(a)) and Igual Forma(d, Hijo dch(a))

Numero Nodos: ArbolB —— N
ecuaciones
Numero Nodos(Crear) == 0
Numero Nodos(Arbol binario(r, i, d)) == 1 + Numero Nodos(i) + Numero Nodos(d)

Altura: ArbolB —— N
ecuaciones
Altura(Crear) == 0;
Altura(Arbol binario(r, 1, d)) == 1 + Maximo(Altura(i), Altura(d));

I Un segundo grupo aparece al considerar una relacion de igualdad entre los valores del tipo
Elemento:
genérico
Elemento
operacion
=: Elemento x Elemento

Logico

Entonces se puede hablar de igualdad de arboles y de la relacion de existencia de un
elemento en un arbol.

Esta: Elemento X ArbolB
ecuaciones

Esta(e, Crear) ==

Esta(e, Arbol binario(r, 1, d)) == (e =) or Esté(e, 1) OR Esta(e, d)

Logico

Igual: ArbolB x ArbolB
ecuaciones

Igual(Crear, a) == Es_Vacio(a)

Igual(Arbol binario(r, i, d), a)==

Logico
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SI Es Vacio(a) ENTONCES
F

SINO
(r=Raiz(a)) and Igual(i,Hijo_izq(a)) and Igual(d,Hijo dch(a))

Como vemos, aqui si nos importa el orden en que se disponen los subérboles.

I Un tercer grupo aparece al considerar las posibles formas de recorrer los nodos de un arbol.
Con ayudade las especificaciones de listas funcionales podemos especificar distintas operaciones
tipicas de recorrido de arboles como funciones de arboles binarios en listas de nodos.

Nivel: N x ArbolB Lista
ecuaciones
Nivel(0, a) == Crear
Nivel(suc(n), Crear) == Crear
Nivel(suc(n), Arbol binario(r, 1, d)) ==
SIn=0 ENTONCES
Insertar(r, Crear)

SINO
Concatenar(Nivel(n, 1), Nivel(n, d))

Lista

Preorden, Inorden, Postorden: ArbolB
ecuaciones
Preorden(Crear) == Crear
Preorden(Arbol_binario(r, 1, d)) ==
Construir(r, Concatenar(Preorden(i), Preorden(d)))
Inorden(Crear) == Crear
Inorden(Arbol binario(r, 1, d)) ==
Concatenar(Inorden(i), Construir(r, Inorden(d)))
Postorden(Crear) == Crear
Postorden(Arbol binario(r, i, d)) ==
Concatenar(Concatenar(Postorden(i), Postorden(d)), Construir(r, Crear))

I Se pueden especificar predicados (para arboles de elementos comparables) que determinen si
dichos elementos estan distribuidos en el arbol con arreglo a alguna de las ordenaciones o
recorridos; para ello empleamos el predicado Estd Ordenada, que se supone definido para listas

de nodos.
Preordenado, Inordenado, Postordenado: ArbolB

ecuaciones
Preordenado(a) == Esta_Ordenada(Preorden(a))
Inordenado(a) == Estd_Ordenada(Inorden(a))
Postordenado(a) == Esta_ Ordenada(Postorden(a))

Légico

I Predicados para arbol lleno, arbol completo y arbol equilibrado en altura.
Es Lleno, Es Completo, Es Equilibrado: ArbolB Logico

ecuaciones
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Es Lleno(Crear) ==V

Es Lleno(Arbol binario(r, i, d)) == (Altura(i) = Altura(d)) and
Es Lleno(i) and
Es Lleno(d)

Es Completo(Crear) ==V
Es Completo(Arbol binario(r, i, d)) ==

(Altura(i) = Altura(d)) and Es_Lleno(i) and Es_Completo(d))

or

(Altura(i) = 1+Altura(d)) and Es_Completo(i) and Es_Lleno(d))
Es Equilibrado(Crear) ==V
Es Equilibrado(Arbol binario(r, i, d)) == (-1 < Altura(i) - Altura(d) < 1 ) and

Es Equilibrado(i) and Es_Equilibrado(d)

Utilizando estas definiciones se pueden demostrar, por induccién estructural, una serie
de propiedades tipicas de los arboles binarios:

% Para a: ArbolB y j: N se cumple
0 <j < Altura(a) - Longitud(Nivel(j, a)) < 2"

Demostracion:

v« Para a == Arbol_binario(r, Crear, Crear), la implicacion es trivialmente cierta.
¢ (h. i.) Longitud(Nivel(j, i)) < 2!, y Longitud(Nivel(j, d)) < 2"

¢ (p. 1.) Para a == Arbol binario(r, i, d), suponemos que se cumple paraiy d.

Longitud(Nivel(Suc(j), Arbol binario(r, 1, d)))
== SIj=0 ENTONCES
Longitud(Insertar(r, Crear))
SINO
Longitud(Concatenar(Nivel(j, i), Nivel(j, d)))
== SIj=0ENTONCES
1
SINO
Longitud(Nivel(j, 1)) + Longitud(Nivel(j, d))
y por la h. 1.
Longitud(Nivel(j, i)) + Longitud(Nivel(j, d)) < 2! + 2! = 2
podemos concluir pues, que, en cualquiera de los dos casos:
Longitud(Nivel(Suc(j), Arbol binario(r, i, d))) < 25«0

% En particular, para a: ArbolB y j: N se cumple:
(Es_Lleno(a) and (0 <j < Altura(a))) - Longitud(Nivel(j, a)) = 2!
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Esta propiedad es facil de demostrar de forma parecida a la anterior.

4.3 FUNCIONES DE ORDEN SUPERIOR.

Vamos a ver en este epigrafe un nuevo tipo suministrado por MODULA-2: el tipo
PROCEDURE. A diferencia de los tipos conocidos hasta ahora, las variables declaradas de tipo
PROCEDURE, no estan destinadas a contener datos propiamente dichos, sino que su cometido
es simplemente 'apuntar' a procedimientos, o 1o que es lo mismo, sirven para poder designar con
un alias (otro nombre), a procedimientos ya creados.

P.ej, supongamos que tenemos el tipo:
TYPE
FUNCION_REAL = PROCEDURE(REAL) : REAL;

y la variable

VAR
p : FUNCION_REAL,

Entonces, dado que las funciones trigonométricas estan declaradas de la forma:

PROCEDURE Sin(x : REAL) : REAL;
PROCEDURE Cos(x : REAL) : REAL;
PROCEDURE Tan(x : REAL) : REAL;

pues podemos hacer asignaciones de la forma:
p :=Sin; 6 p:=Cos; 6 p :=Tan;

dado que tanto el tipo FUNCION REAL, y los procedimientos Sin, Cos, y Tan, tienen
argumentos del mismo tipo, y producen resultados también del mismo tipo.

Posteriormente, podemos hacer cosas tales como:
Opcion := RdChar();
CASE Opcion OF

|'S": p = Sin;
|'C':p:=Cos;
|'T':p:=Tan;

END;
WrStr("Introduzca argumento: "); RdReal(x);
WrStr("El resultado es: "); WrReal(p(x), 7, 3); WrLn;

Supongamos ahora que tenemos una lista de tipo base CARDINAL, y se desea construir

un procedimiento Duplica, que toma la lista, y devuelve una lista en la que cada elemento se ha
multiplicado por dos. P.ej.: Duplica([1, 3, 14, 6]) =2, 6, 28, 12].
Asi, se tendria:
PROCEDURE Duplica(l : LISTA) : LISTA;
BEGIN

IF Es_vacia(l) THEN
RETURN Crear;
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ELSE
RETURN Construir(2*Cabeza(l), Duplica(Cola(l)));
END
END Duplica;

Sin embargo, si escribimos el procedimiento de la siguiente forma:

TYPE
MONADICO = PROCEDURE(ITEM) : ITEM,;

PROCEDURE Map(Func : MONADICO; | : LISTA) : LISTA;
BEGIN
IF Es_vacia(l) THEN
RETURN Crear();

ELSE
RETURN(Construir(Func(Cabeza(l)), Map(Func, Cola(l)));
END;
END Map;
PROCEDURE Multiplica_por_2(n : ITEM) : ITEM;
BEGIN
RETURN 2*n;

END Multiplica_por_2;

podriamos obtener el mismo resultado mediante una llamada de la forma:
Map(Multiplica_por_2, [1, 3, 14, 6]);
donde [] representa una lista.

Asi, conseguimos un método general de procesamiento de todos y cada uno de los
elementos que componen la lista. Gracias a que a la funcién Map se le pasa como parametro una
funcion Func() que se aplicara a todos y cada uno de los elementos de la lista, dependiendo del
comportamiento de Func(), pues asi procesaremos de una forma u otra a los elementos de la lista.

Se le suele dar el nombre de Map (aplicacion), puesto que cada elemento origen se aplica
en uno destino. En definitiva, Map es una operacion de recorrido que aplica una funcion pasada
como parametro a todo elemento visitado.

En contraposicion a este método, se tienen las funciones de reduccidn, que procesan todos
y cada uno de los elementos de una lista, y dan como resultado un solo elemento, dependiendo
de lo que se quiera hacer: el menor, el mayor, la media, la suma, el producto, etc.. A esta
operacion se la suele llamar Reduce.

Reduce exige que la funcion que se le pasa como argumento sea al menos de 2
pardmetros: uno que contendra el valor reducido hasta el momento de una nueva aplicacién , y
otro el valor procesado en ese momento, en esa aplicacion (la operacion se aplica una vez para
cada elemento). También es posible hacer operaciones Reduce que pasen mas informacion, p.e;j.
la posicidn, la longitud total, etc., lo cual permitiria el calculo de la media y de la mediana.
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Asi, para proceder al célculo del mayor valor de una lista, se tendria:

PROCEDURE Mayor(l : LISTA) : ITEM,;
VAR
Cont : CARDINAL;
MAYOR : ITEM;
BEGIN
FOR Cont :=1 TO Longitud(l) DO
IF Cont:=1 THEN
MAYOR := Elemento(l, 1);
ELSIF MAYOR < Elemento(l, Cont) THEN
MAYOR := Elemento(l, Cont);
END;
END;
END Mayor;

Sin embargo, con un procedimiento general de reduccion, se tendria:

TYPE
FUNC = PROCEDURE(ITEM, ITEM) : ITEM;

PROCEDURE Reduce(Func : FUNC; | : LISTA; Inicial : ITEM) : ITEM,;
BEGIN
IF Es_vacia(l) THEN
RETURN Inicial;
ELSE
RETURN Func(Cabeza(l), Reduce(Func, Cola(l), Inicial));
END;
END Reduce;

PROCEDURE Mayor(a, b : ITEM) : ITEM;
BEGIN
IFa>bTHEN
RETURN a
ELSE
RETURN b
END;
END Mayor;

Y la llamada seria de la forma:
Reduce(Mayor, [1, 3, 13, 6], 0);
que devolveria el valor 13.

NOTA: Una implementacion de Reduce quizas mas intuituiva seria:

PROCEDURE Reduce(Func: FUNC; | : LISTA; Inicial : ITEM) : ITEM;
BEGIN
IF Es_vacia(l) THEN
RETURN Inicial
ELSE
RETURN Reduce(Func, Cola(l), Func(Cabeza(l), Inicial));
END;

10
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END Reduce;

Como se ha dicho, Reduce lo que hace es compactar todos los valores de una estructura,
a un unico valor.

Tal y como se da aqui, posee algunos inconvenientes:
- Si queremos compactar los valores a una estructura diferente de la de dichos valores,
necesitaremos una funcion Reduce diferente. Esto ocurre por ejemplo cuando se intenta convertir
un arbol en una lista.
- Por otro lado, hay funciones que no permite calcular, como pueda ser la mediana (valor central
de una lista), o la moda, a pesar de que ambos valores dependen de todos los elementos de la
lista.
- Hay célculos que requieren parametros diferentes a los aqui expuestos; p.ej., el numero de
repeticiones de un valor en una estructura, la posicién que ocupa un elemento en una estructura,
etc..

44 PROCESAMIENTO DE ARBOLES.

Podemos estudiar el procesamiento de arboles desde dos puntos de vista: en amplitud,
y en profundidad.

4.4.1 Procesamiento en amplitud.

Con esta técnica se pretende visitar
los nodos de un arbol, por niveles: primero
los del nivel 1, luegos los del nivel 2, luegos @

los del 3, y asi sucesivamente. En el

siguiente ejemplo, los nodos se visitarian en (

el siguiente orden:

A,C,B,D,G,HF,E, ], L. 5 B 6
P.ej., podemos devolver una lista 6 é 6 6

con los elementos en este orden,mediante la

operacion:
Amplitud : ArbolB —— Lista
auxiliares
Genera : ArbolB x N x N Lista
ecuaciones n,m:N r: Elemento a, i, d: ArbolB
Amplitud(a) == Genera(a, 1, Altura(a));
Genera(a,n,m) == SIn < m ENTONCES
Concatena(Nivel(n, a), Genera(a, suc(n), m))
SINO
Crear

donde la operaciones Nivel y Altura ya fueron definidas en puntos anteriores.

11
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4.4.2 Procesamiento en profundidad.

Hay tres métodos para visitar un arbol en profundidad: preorden, inorden, y postorden.

En inorden, se visita la raiz entre la visita de los subarboles izquierdo y derecho, o sea,
se visita primero el subarbol izquierdo, después la raiz, y por ultimo el subarbol derecho. En el
caso de arboles generales o de orden N, se visita primero el arbol mas a la izquierda, a
continuacion la raiz, y por ultimo el resto de subdrboles en secuencia.

En preorden, la raiz se visita antes de visitar los subarboles izquierdo y derecho en
preorden.

Por ultimo, en postorden, primero se visitan el subéarbol izquierdo, luego el derecho
(ambos en postorden), y por ultimo la raiz.

Siguiendo el diagrama de antes, la secuencia de nodos visitados seria la siguiente para
cada tipo de recorrido:

PREORDEN: A,C,D,F,G,E J,B,H,L
INORDEN: F,D,C,E,G,J,A,ILH,B.
POSTORDEN: F,D,E,J,G,C,LH, B, A.

-

3

Este tipo de recorridos es el que suele utilizar cuando se quieren implementar operaciones
Map y Reduce con arboles.

Los arboles binarios se emplean a menudo para la representacion de expresiones
aritméticas, dado que una operaciéon con dos operandos la podemos representar como un arbol
cuya raiz sea el operador, y sus subarboles sean los operandos. P.ej., la operacion: (3-(4*5-
3)*8+7/5)*1/23-j, equivaldria, rellenando paréntesis, a: (((3-(((4*5)-3)*8))+(7/5))*(1/23))-j, y
su arbol seria el de la figura.

El recorrido del tal arbol en postorden equivale a la notacion polaca inversa (RPN-

12
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Reverse Polish Notation); en inorden equivale a la notacion infija a que estamos acostumbrados;
y en preorden equivale a una evaluacion impaciente, (en el momento en que hay una operacion
y dos operandos, se opera).

45 |IMPLEMENTACION DE ARBOLES

4.5.1 Representaciones dinamicas

Hay diferentes posibilidades en funcion de que se consideren estructuras:

- con enlaces simples o dobles.

- con cabecera o sin cabecera.

L, . A

4.5.1.1 Estructura dinamica de registros con
enlaces a los hijos. \

TYPE
ARBOL = POINTER TO NODO;
NODO = RECORD

valor: ITEM; ‘ ‘ ‘ ‘ ‘A ‘ ‘

izq, dch: ARBOL

END;

N VB e v R

La situacion de la siguiente figura se
presentara con arboles construidos de la siguiente
forma:

D := Arbol binario(v, Crear, Crear);
C := Arbol binario(y, Arbol_binario(u, Crear, Crear), D);
B := Arbol binario(z, D, Arbol binario(w, Crear, Crear));
A = Arbol binario(x, B, C);

Sin embargo, este tipo de construcciones no suele ser deseable, ya que un cambio en un
nodo produce como efecto lateral ese mismo cambio en otro nodo. P.ej., si implementamos la
funcion Map con este arbol, y la llamamos con la
funcion Multiplica por 2, resulta que los
elementos compartidos los multiplicara por 4 (en
este caso), o por 2", siendo n el nimero de veces
que es compartido.

- Permite obtener una implementacion facil y
rapida para todas las operaciones.

- Permite aplicar de forma casi directa las
operaciones de la misma forma recursiva con que
las hemos visto en la especificacion algebraica.

4512 Estructura de registros dinamicos con enlaces a los hijos y al padre

Permite efectuar retrocesos en el arbol sin necesidad de salir de puntos profundos en
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recursividad (backtracking). La implementacion seria:

TYPE
ARBOL = POINTER TO NODO;
NODO = RECORD
valor: ITEM;
ant, izq, dch: ARBOL
END;
A B

74

AR ANEIN

/ El arbol B, demuestra de nuevo un caso
de comparticion estructural, que debe
V‘ / V‘ ‘ ‘ ‘ ‘ A evitarse en condiciones nornmles.

- Presenta la ventaja de permitir recorridos faciles de forma no recursiva.
- Permite obtener caminos ascendentes a partir de cualquier nodo.

El siguiente pseudocddigo corresponde a un recorrido en postorden no recursivo:

actual :=raiz
BAJA
REPETIR HASTA QUE actual = NIL
SI BAJA ENTONCES
Sl actual™.izg # NIL ENTONCES
actual := actual™.izq
SI NO Sl actual®.dch # NIL ENTONCES
actual := actual®.dch
SINO
Visitar actual
anterior := actual
actual := actual®.padre
SUBE
FIN SI
SI NO SI SUBE
S| anterior = actual®.izq ENTONCES
Sl actual®.dch = NIL ENTONCES
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BAJA
actual := actual®.dch
SINO
Visitar actual
anterior := actual
actual := actual®.padre
SUBE
FIN SI
SI NO Sl anterior := actual®.dch ENTONCES
Visitar actual
anterior := actual
actual := actual®.padre

SUBE
FIN SI
FIN SI
FIN REPETIR
45.1.3 Estructura de registros dinamicos con enlaces a los hijos

Esta estructura también se conoce como: enhebrada

Aqui, cada nodo va a constar de cinco campos:
- Valor que se desea almacenar.
- Puntero izquierdo.
- Cometido del puntero izquierdo.
- Puntero derecho.
- Cometido del puntero derecho.

En condiciones normales, los punteros izquierdo y derecho apuntan a los subarboles
izquierdo y derecho. Ahora bien, cuando alguno de estos subarboles no existe, se reutilizan estos
punteros para otras cosas. La existencia o ausencia de subarboles viene determinada por los
campos de cometido de punteros, que estardn a Verdad cuando el subarbol es vacio, y a Falso en
caso contrario.

Si el subarbol izquierdo de un nodo esta vacio, reutilizaremos el puntero correspondiente
para apuntar a su predecesor en inorden.

Si el subarbol derecho de un nodo esté vacio, reutilizaremos el puntero correspondiente
para apuntar a su sucesor en inorden.

En definitiva, se trata de una estructura de registros dindmicos con enlaces a los dos hijos,
en la que los enlaces que estan a NIL se utilizan con el propdsito de facilitar los recorridos por
el arbol, en inorden:

N Cuando se trata de un hijo izquierdo, para enlazar con el nodo anterior en inorden.

N Cuando se trata de un hijo derecho, para enlazar con el nodo siguiente también en

inorden.
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Esto obliga a introducir en los registros un par de campos con valor logico que sirvan para
distinguir el papel que desempefian los enlaces en cada momento (si actian como enlaces a los
hijos o como hebras hacia nodos superiores).

Noétese que surge la pregunta: ;a qué apunta el puntero izquierdo del primer nodo visitado
en inorden?, ;y el puntero derecho del ultimo nodo, también en inorden?. Podemos hacerlo a
nuestro gusto:

| Podemos hacer que apunten a si mismos.

| Podemos hacerlos NIL:

"\
F| |F
M~\
Fi |F T | F
R 1\
T | T T | T T |T

I Se puede utilizar un registro de cabecera, del mismo tipo, con el campo valor vacio,
el puntero izquierdo enlazando con el arbol en si, y el derecho consigo mismo. Los
campos de cometido estarian a Falso. Los punteros que nos hemos preguntado antes,
enlazarian con esta estructura.

Esta estructura es interesante para resolver el ejericio 16 de los propuestos al final
del tema.
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/Av
y T\ R

TYPE
ARBOL = POINTER TO NODO;
NODO = RECORD
valor: ITEM;

hebra_izq, hebra_dch: BOOLEAN;
izq, dch: ARBOL
END;

Esta representacion se adapta mal a la construccion de arboles binarios mediante
ArbolBinario, Hijolzq e HijoDch, pues implicaria la creacion de copias, lo cual por otro lado
puede no ser un problema si se desea evitar a toda costa la comparticion estructural. La necesidad
de copias aparece debido a los encadenamientos existentes, lo que hace que la estructura no sea
recursiva totalmente (un subarbol posee enlaces con nodos extrafios a ¢€l).

Se comporta bien con insercion de nodos, y con los distintos recorridos; la eliminacién
de nodos es sumamente compleja, pues posee una extensa casuistica.

Como se ha dicho, una de las ventajas de esta implementacion, es la eliminacion de la
recursividad a la hora de hacer recorridos; si hay una gran profundidad, la recursividad puede
llegar a un punto en el que se acabe la memoria. El uso de arboles enhebrados permite efectuar
recorridos sin necesidad de recursividad.

Suponiendo que los nodos sin predecesor ni sucesor en el recorrido en inorden, apuntan
a NIL, podemos hacer una funcion que devuelva el sucesor de un nodo en inorden:
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PROCEDURE Sucesor(a : ArbolB) : ArbolB;

VAR
b : ArbolB;
BEGIN
IF a®.hebra_d THEN
RETURN a”.dch;
ELSE
b := a*.dcha
WHILE NOT (b™.hebra_i) DO
b := bM.izq;
END;
RETURN b;
END;
END;

El recorrido en inorden consiste simplemente en busca el primer elemento, y a partir de
¢l sus sucesores:

PROCEDURE Inorden(a : ArbolB);

VAR
b : ArbolB;
BEGIN
b:=a;
WHILE NOT (b”.hebra_i) DO
b := bM.izq;
END;
WHILE b”.dch # NIL DO
b := Sucesor(b);
END;
END Inorden;

4.5.2 Representaciones estaticas
4521 Dispersa. en amplitud.

Se almacenan los subarboles siguiendo el recorrido en amplitud, de manera que cada nodo
ocupa una posicion en la tabla, dependiendo de la posicidon que ocupa en el arbol, suponiendo que
éste estd Lleno (se respetan las posiciones
no ocupadas).

La posicion que ocupara cada nodo
puede apreciarse en la figura adjunta.

Caracteristicas:

- Acceso directo a cualquier
subarbol de un determinado nivel utilizando
la correspondencia entre niveles del arbol y
segmentos de la tabla

18
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nivel i: segmento[2™', 2'-1]

- El paso de un subarbol situado en la posicion j a su hijo izquierdo o derecho, que estaran
en las posiciones 2j y 2j+1 respectivamente, y a su padre, que estara en la posicion j DIV 2

- Nos ahorramos la existencia de punteros; sin embargo, los nodos vacios también ocupan
espacio. Se emplearé pues para arboles casi llenos, o completos.

- Sera necesario un valor especial o campo adicional para indicar los nodos vacios.

CONS
ALTURA MAX = -----
MAX = 2*ALTURA_MAX-1;
TYPE
ARBOL = POINTER TO ESTRUCTURA;
ESTRUCTURA = RECORD
nodos: ARRAY [1..MAX] OF PAR;
END;
PAR = RECORD
libre: BOOLEAN;
valor: ITEM;
END

La estructura se ha mantenido como registro por si se desea introducir algin campo
adicional de cabecera.

El arbol siguiente se representaria como sigue:

n

he]

Es_vacio

Posic
Valor

/ \
®

T m E A

e Y S O N e
Mg 0w

c) |
e

Por supuesto, la construccion de arboles mediante ArbolBinario, Hijolzq e HijoDch implica
copia de estructuras,aunque puede ser interesante en ciertos casos de arboles binarios de
busqueda en los que se desea mucha velocidad de acceso.
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Es muy comoda para representar arboles completos que no se modifican, y so6lo se
consultan.

Aparte de los problemas tipicos de las estructura estaticas, aqui se tiene el inconveniente
de que el desperdicio de espacio es enorme en los arboles poco balanceados.

4522 Compacta. En preorden

Aqui se pretende hacer una mezcla entre una representacion compacta, y una con
cursores. Cada nodo posee un cursor a la raiz de su arbol derecho, mientras que la raiz del
izquierdo se almacena justo a continuacion.

Hay un mejor aprovechamiento de la tabla para niveles no completos; sin embargo,
pueden ser necesarias costosas reorganizaciones de elementos. Véase que no existen huecos entre
elementos, y que no se emplea ningun valor especial para denotar huecos (porque no existen),
por lo que es necesario un campo Longitud para saber cual es el primer campo vacio.

La definicion del tipo seria:

CONS
MAX = -----
TYPE
ARBOL = POINTER TO ESTRUCTURA,;
ESTRUCTURA = RECORD
Longitud : [0..MAX];
nodos: ARRAY [1..MAX] OF PAR;
END;
PAR = RECORD
derecho : [0..MAX]

valor : ITEM;
END;

2,

o e

Esta estructura facilita la 5 “ 8

. ., .. 1 o

localizacion de hijos, aunque por ser a C ‘g

Ly (A => (a8

una estructura estatica, la

construcciéon de hijos con 1 A 57

ArbolBinario resulta muy costosa, ya @ 2 B 4
que se requiere una enorme 3 D 0 >

actualizacion de enlaces, y ®) © 4 | E 0

movimiento de nodos. VAN 5 |.C 7]

El recorrido en preorden es 6 | F 0

trivial; para cualquier otro el 7 LG 0

recorrido debe ser recursivo.

Por ejemplo, el siguiente algoritmo efectiia un recorrido en inorden siguiendo este tipo de
estructura:
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Algoritmo Inorden.
Entrada: a: ARBOL,; inicio, final : [0..MAX]
Si f < i Entonces Retornar Fin Si
Si a®.nodos[i].derecho = 0 Entonces
Inorden(a, i+1, f)
Si No
Inorden(a, i+1, a*.nodos][i].derecho - 1)
Fin Si
Visitar a*.nodosJi].valor
Si a”.nodos][i].derecho = 0 Entonces
Inorden(a, a”.nodos]i].derecho, f)
Fin Si
Salida: --

45.2.3 Cursores.

Aligual que se podia efectuar una implementacion de listas en base a cursores, los arboles
también son susceptibles de ser almacenados en una estructura similar.

La tunica diferencia entre el almacenamiento estatico con cursores, y el dindmico con
punteros, es que en el primero el nimero de nodos ya esta predeterminado, es constante, y se
hallan todos uno detras de otro en secuencia, por lo que pueden ser denotados por su posicion,
también llamada cursor, en lugar de por un puntero. Asimismo, es necesario mantener una lista
de nodos libres.

En definitiva, esta nueva alternativa consiste en emplear una tabla de registros de tres

campos:
- Valor del nodo.

- Posicion de la raiz del subarbol izquierdo.
- Posicion de la raiz del subarbol derecho.

A continuacion aparece un ejemplo de almacenamiento de un arbol:

g T F
1 o I3l»
/\ 2 LF 4
3 La lolo
®) 4 B lolo
R
6
© ® ;g lale

La definicion del tipo es:
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TYPE
MAX = 100;
CURSOR = [0..MAX];
NODO = RECORD
valor : ITEM;
izquierdo, derecho : CURSOR,;
END;
ARBOL = POINTER TO ESTRUCTURA,;
ESTRUCTURA = RECORD
Libre : CURSOR,;
Raiz : CURSOR;

Nodos : ARRAY [1..MAX] OF NODO;

END;

La posicion de la raiz vendra dada evidentemente por el valor del campo Raiz.

Este tipo de estructura tiene los problemas tipicos en cuanto a la limitacion en el nimero
de nodos, desperdicio de espacio, acceso a posiciones en lugar de a direcciones, etc..

4.6 IMPLEMENTACION DEL TAD ARBOL BINARIO.

Como es usual se presentan dos posibles implementaciones: dindmica, usando variables
puntero, o estatica, basadas en arrays; ademas de multiples variantes en cada una de estas
modalidades. Cualquiera de ellas tendra, sin embargo, un mismo modulo de definicion:

DEFINITION MODULE ArbolB;
TYPE

ITEM = << cualquier tipo >>;

ArbolB;

ERROR = (SinError, ArbolVacio, SinMemoria);
VAR

error : ERROR;
PROCEDURE Crear(): ArbolB;
PROCEDURE EsVacio(a: ArbolB): BOOLEAN;
PROCEDURE ArbolBinario(i: ITEM; |, r: ArbolB): ArbolB;
PROCEDURE Raiz(a: ArbolB): ITEM,;
PROCEDURE Hijolzqg(a: ArbolB): ArbolB;
PROCEDURE HijoDch(a: ArbolB): ArbolB;

END ArbolB.

4.6.1 Implementacion dindmica.

Cada nodo en un arbol estd compuesto por un dato del tipo ITEM, un puntero al subarbol
izquierdo y otro al derecho. Esto sugiere la utilizacion de un registro con tres campos:

TYPE
ARBOL = POINTER TO NODO;
NODO = RECORD
Valor: ITEM;
Izquierdo, Derecho: ARBOL
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END;

donde el tipo ITEM ha sido importado del médulo en que fue definido. Veamos algunos
ejemplos de arboles (arbol no equilibrado en altura, y degenerado):

Una vez definido el tipo podemos
implementar los procedimientos de acceso,
asegurando que estos satisfagan las
especificaciones algebraicas.

Con esta definicion de tipo, el
procedimiento Crear s6lo tiene que devolver
un puntero a NIL.

PROCEDURE Crear(): ArbolB;
(* Postcondicién: devuelve un arbol vacio *)
BEGIN
RETURN NIL
END Crear;

El procedimiento EsVacio se limitara, por tanto, a comprobar que el arbol a es un puntero
nulo.

PROCEDURE EsVacio(a: ArbolB): BOOLEAN;
(* Postcondicion: devuelve TRUE si a es vacio; en otro caso FALSE *)
BEGIN
RETURN (a=NIL)
END EsVacio;

Es facil comprobar que es TRUE la expresion booleana EsVacio(Crear()), mientras que
EsVacio(ArbolBinario(i, 1, r)) es FALSE, verificando los dos axiomas de su especificacion.

El procedimiento ArbolBinario toma dos arboles y un valor, y produce un nuevo arbol
insertando el valor en la raiz y usando estos arboles como sus subarboles derecho e izquierdo.
Lo tnico que debe hacerse es crear un nuevo nodo para dicha raiz.

PROCEDURE ArbolBinario(i: ITEM; I, r: ArbolB): ArbolB;
(* Postcond.: devuelve un arbol binario que contiene i como valor de su raiz y | y r como subarboles izq.
y dch. respectivamente *)
VAR temp: ArbolB;
BEGIN
NEW (temp);
WITH temp” DO
valor :=1i;
izquierdo := 1,
derecho :=r
END;
RETURN temp
END ArbolBinario;
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El ntimero de celdas de memoria utilizadas se incrementa en uno con cada llamada a
ArbolBinario.

El procedimiento Raiz devuelve el valor contenido en la raiz del arbol. Debemos asegurar
que se detectan las situaciones especificadas en las precondiciones y, en caso de producirse, debe
aplicarse el correspondiente tratamiento de errores; el mecanismo empleado en esta
implementacion consisten en la generaciéon de un mensaje de error, y la terminacion del
programa. en caso de ser una situacion correcta, simplemente se devuelve el contenido del campo
valor del nodo primero, o raiz.

Para comprobar que se verifica el axioma Raiz(ArbolBinario(i,l,r))=i, vemos que
ArbolBinario asigna i al campo valor del nodo situado en la raiz del arbol que construye, y Raiz
devuelve el contenido del campo valor del arbol que le es pasado como argumento.

PROCEDURE Raiz(a: ArbolB): ITEM;
(* Postcond.: devuelve el contenido de la raiz del arbol binario a *)
BEGIN
IF EsVacio(a) THEN
WrStr("Error: arbol vacio");
HALT
ELSE
RETURN a”.valor
END
END Raiz;

La funcidn selectora Hijolzq devuelve el subarbol izquierdo del arbol que le es pasado,
dejando el arbol que recibe sin cambio. De los axiomas para el procedimiento sabemos que un
intento de obtener el subarbol izquierdo de un arbol vacio debe resultar en una situacion de error,
y, como es usual, es lo primero que se comprueba. En otro caso, se devuelve el puntero
almacenado en el campo izquierdo del arbol.

PROCEDURE Hijolzqg(a: ArbolB): ArbolB;
(* Postcondicion: devuelve el subarbol izquierdo de a *)
BEGIN
IF EsVacio(a) THEN
WrStr("Error: arbol vacio");
HALT
ELSE
RETURN a”.izquierdo
END
END Hijolzq;

Hijolzq devuelve el campo izquierdo del nodo situado en la raiz del arbol, luego el
resultado de Hijolzq(ArbolBinario(i, 1, r) es el arbol 1, lo que verifica el axioma correspondiente.

El procedimiento HijoDch tiene un comportamiento idéntico al anterior, con la nica
diferencia de que acttia con el subarbol derecho en lugar de con el izquierdo.

PROCEDURE HijoDch(a: ArbolB): ArbolB;
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(* Postcondicién: devuelve el subarbol derecho de a *)
BEGIN
IF EsVacio(a) THEN
WrStr("Error: arbol vacio");
HALT
ELSE
RETURN a”.derecho
END;
END HijoDch;

Con esta implementacion la cantidad de espacio utilizado es proporcional al nimero de
operaciones ArbolBinario realizadas, ya que es el tinico procedimiento que hace una llamada a
NEW.

Desventajas (las tipicas de una implementacion dinamica):
- La memoria necesaria se toma en tiempo de ejecucion.
- Todos los accesos a la informacion deben hacerse de forma indirecta.

A continuacion se adjunta la representacion completa, empleando un tratamiento de errores
mediante variable global.

IMPLEMENTATION MODULE ArbolB;

FROM IO IMPORT WrStr,
FROM Storage IMPORT ALLOCATE, DEALLOCATE, Available;

TYPE
ArbolB = POINTER TO NODO;
NODO = RECORD
valor: ITEM;
izquierdo, derecho: ArbolB
END;

PROCEDURE Crear(): ArbolB;
(* Postcondicién: devuelve un arbol vacio *)

BEGIN
error := SinError;
RETURN NIL;
END Crear;

PROCEDURE EsVacio(a: ArbolB): BOOLEAN;
(* Postcondicion: devuelve TRUE si a es vacio; en otro caso FALSE *)
BEGIN
error := SinError;
RETURN (a=NIL);
END EsVacio;

PROCEDURE ArbolBinario(i: ITEM; I, r: ArbolB): ArbolB;
* Postcondicion: devuelve un arbol binario que contiene i como valor de su
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raizy |y r como subarboles izquierdo y derecho respectivamente *)
VAR temp: ArbolB;
BEGIN
IF NOT Available(SIZE(NODO)) THEN error := SinMemoria; RETURN NIL; END;
error := SinError;
NEW (temp);
WITH temp” DO
valor :=1i;
izquierdo := 1,
derecho :=r
END;
RETURN temp
END ArbolBinario;

PROCEDURE Raiz(a: ArbolB): ITEM;
(* Postcondicion: devuelve el contenido de la raiz del arbol binario a *)
VAR
basura : ITEM;
BEGIN
IF EsVacio(a) THEN error := ArbolVacio; RETURN basura; END;
error := SinError;
RETURN a”.valor;
END Raiz;

PROCEDURE Hijolzqg(a: ArbolB): ArbolB;

(* Postcondicion: devuelve el subarbol izquierdo de a *)

BEGIN
IF EsVacio(a) THEN error := ArbolVacio; RETURN NIL; END;
error := SinError;
RETURN a”.izquierdo;

END Hijolzq;

PROCEDURE HijoDch(a: ArbolB): ArbolB;

(* Postcondicion: devuelve el subarbol derecho de a *)

BEGIN
IF EsVacio(a) THEN error := ArbolVacio; RETURN NIL; END;
error := SinError;
RETURN a”.derecho;

END HijoDch;

BEGIN
error := SinError;
END ArbolB.

4.7 ARBOL BINARIO DE BUSQUEDA.

El arbol binario de busqueda (ABB) toma su nombre del método de busqueda dicotémico
visto para listas ordenadas, que usaba un array para mantener un conjunto de items (nimero de
items limitado, y operaciones de insercion y borrado de elementos costosas). Una
implementacion dindmica seria muy ineficiente. Otra solucion consistiria en utilizar un arbol para
mantener la informacion ordenada, con operaciones de insercion y extraccion muy eficientes.

El TAD ABB es un arbol binario en el que los nodos estan ordenados. El orden impuesto
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a los nodos es tal que para cada nodo, todos los valores de su subarbol izquierdo son menores que
su valor, y todos los valores del derecho son mayores. Evidentemente, el tipo base requiere una
relacion de orden total. La insercidon de los numeros 46, 35, 74, 39, 42, 49, 23, 73, 80 y 96
produce:

La localizacion de un valor en el arbol se
realizara recorriendo el arbol, y tomando el arbol
derecho o el izquierdo dependiendo de que el valor
buscado sea mayor o menor que el de la raiz del
arbol, respectivamente. Esto nos permite mantener
la eficiencia y flexibilidad de una implementacion
dindmica con o6rdenes de complejidad para la
busqueda similares a los de la implementacion
estatica con elementos ordenados. Sin embargo, no todos los arboles binarios mantienen esta
eficiencia; dependiendo de la forma en que se realice la insercion de los elementos obtendremos
representaciones muy dispares. Asi, el &rbol anterior también se podria haber representado como

sigue:

Asi podemos ver como una misma
coleccién de elementos puede tener
muchas representaciones posibles como
arboles de busqueda, con alturas muy
diferentes. En el ultimo grafico

%
podemos observar como la rama izquierda es mucho
mayor que la derecha. En el siguiente ejemplo, nos
resulta un arbol degenerado incluso, y como cada nodo
tiene vacio su subarbol izquierdo, resulta un arbol con
altura igual a su nimero de nodos, siendo esencialmente
una lista lineal.

En general, todo arbol binario con n nodos tiene

una altura maxima de n y una minima de [1g,(n+1)|. Esto es facil de probar, bien mediante las
propiedades triviales de los arboles o directamente por induccidn sobre n.

40

Asi pues debemos anticipar que el hecho de tener un ABB no es suficiente para asegurar
un tiempo de busqueda 6ptimo; el arbol debe tener ademas una altura minima para asegurar que
el camino mas largo desde la raiz es tan corto como sea posible.
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Teorema: El nimero de comparaciones necesarias para encontrar un valor particular en un
arbol binario busqueda balanceado en altura con n nodos es menor o igual que

[log,(n+1)].

Esto se deduce del hecho de que para arboles binarios balanceados, la altura es menor o
igual a[log,(nt1)], y puesto que siempre sabemos el camino a seguir, no necesitamos retroceder
en la busqueda.

4.7.1 Especificacion algebraica.

La especificacion algebraica de un ArbolBB es muy parecida a la de un arbol binario. De
hecho, a pesar de tratarse de un TAD diferente, supondremos que las operaciones basicas de
Crear, Arbol binario, Raiz, Hijo izq e Hijo_dch se definen de la misma manera, y por tanto las
omitiremos. Incluso podemos ver un TAD ArbolBB como un ArbolB que cumple ciertas
propiedades. Con este objetivo, podemos crear un predicado Es_ ArbolBB que indica cuando un
ArbolB cumple la propiedad de ser binario de busqueda.

Es ArbolBB : ArbolB Loégico
ecuaciones
Es ArbolBB(Crear) ==V
Es ArbolBB(Arbol binario(r,1,d))== ((not (Es_Vacio(1)))->(r > Maximo(i))) and

((not(Es_Vacio(d))) -> (r<Minimo(d))) and
Es ArbolBB(i) and
Es ArbolBB(d)

donde Maximo y Minimo se deben especificar de la siguiente forma:

Minimo, Maximo : ArbolB —#/— Elemento
precondiciones a : ArbolB
Maximo(a) : not Es_Vacio(a)
Minimo(a) : not Es_Vacio(a)
ecuaciones r: Elemento i, d: ArbolB
Minimo(Arbol binario(r, i, d)) ==  SIEs_Vacio(i) and Es Vacio(d) ENTONCES
r
SINO SI Es_Vacio(i) ENTONCES
MIN(r, Minimo(d))
SINO SI Es_Vacio(d) ENTONCES
MIN(r, Minimo(i))
SINO
MIN(r, MIN(Minimo(i), Minimo(d)))
Maximo(Arbol binario(r, i, d)) ==  SI Es_Vacio(i) and Es Vacio(d) ENTONCES
r
SINO SI Es_Vacio(i) ENTONCES
MAX(r, Maximo(d))
SINO SI Es_Vacio(d) ENTONCES
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MAX(r, Maximo(1))
SINO
MAX(r, MAX(Méximo(i), Maximo(d)))

En cualquier caso, supondremos que el tipo Elemento posee una relacion de orden total,
con las operaciones:
genérico
Elemento
operaciones
=, <=: Elemento X Elemento

Légico

Por otro lado, nosotros supondremos que un ArbolBB es un TAD diferente al ArbolB
normal visto en el punto anterior; por tanto no necesitaremos mas este predicado. La principal
diferencia es que el procedimiento Arbol binario no es visible al usuario del TAD ya que su uso
podria dar lugar a arboles no ordenados; en su lugar necesitamos un procedimiento Insertar que,
dado un elemento e del tipo Elemento y un ArbolBB, devuelva un ArbolBB con e insertado en
la posicion correcta. Los axiomas para describir este procedimiento seran:

Insertar : Elemento x ArbolBB ArbolBB
ecuaciones
Insertar(e, Crear) == Arbol binario(e, Crear, Crear)
Insertar(e, Arbol binario(r, i, d)) == Sle =r ENTONCES
Arbol binario(r, 1, d)
SINO
SI e <r ENTONCES
Arbol binario(r, Insertar(e, 1), r)
SINO
Arbol binario(r, i, Insertar(e, r))

Debido a la forma en que los elementos se situan en el arbol, el elemento mas pequetio en
un arbol no vacio es siempre el situado mas a la izquierda, y el mayor el situado mas a la derecha.

Minimo, Maximo : ArbolBB —/— Elemento
precondiciones a : ArbolBB

Maximo(a) : not Es Vacio(a)

Minimo(a) : not Es Vacio(a)

ecuaciones
Minimo(Arbol binario(r, i, d)) ==  SI Es_Vacio(i) ENTONCES
r
SINO
Minimo(i)
Maximo(Arbol binario(r, 1, d)) ==  SI Es_Vacio(d) ENTONCES
r
SINO
Maximo(d)
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Notese la diferencia entre las operaciones Minimo y Maximo cuando se refieren al tipo
ArbolB o al tipo ArbolBB. En este ultimo caso, debido a la propia constitucion del arbol, no
tenemos porqué buscar en todos los nodos, sino que basta con moverse a un lado o a otro del
arbol, desechando en un solo paso aproximadamente la mitad de los nodos (dependiendo del
balanceo del mismo).

El procedimiento Eliminar tiene como entrada un ArbolBB y un elemento y devuelve un
ArbolBB sin dicho elemento. Si el elemento a eliminar se encuentra en la raiz hay dos casos
basicos: si el arbol izquierdo es vacio se devuelve el arbol derecho e, igualmente, si el subarbol
derecho es vacio se devuelve el izquierdo. Si ninguno de los subarboles es vacio, debemos tomar
un elemento que ocupe la posicion de la raiz, asegurando que el arbol sigue siendo un ArbolBB;
hay dos candidatos para el reemplazo: el mayor del subarbol izquierdo y el menor del derecho,
que es el sucesor de la raiz en inorden, y es el que decidimos usar arbitrariamente. Esto nos lleva
a la siguiente especificacion:

Eliminar : Elemento x ArbolBB
ecuaciones

Eliminar(e, Crear) == Crear

Eliminar(e, Arbol binario(r, 1, d)) ==

SIe =r ENTONCES
SI Es_Vacio(d) ENTONCES
i
SINO SI Es_Vacio(i) ENTONCES
d
SINO
Arbol binario(Minimo(d), i, Eliminar(Minimo(d), d))

ArbolBB

SINO
SI e <r ENTONCES
Arbol_binario(r, Eliminar(e, 1), d)
SINO
Arbol_binario(r, 1, Eliminar(e, d))

También tenemos la operacion Esta, que queda facilitada por el hecho de trabajar sobre un
arbol ordenado:

Esté : Elemento X ArbolBB Légico
ecuaciones
Esté(e, Crear) == F
Esté(e, Arbol binario(r, i, d)) == SI e =r ENTONCES
Vv
SINO SIe <r ENTONCES
Esta(e, 1)
SINO
Esta(e, d)

Con esta especificacion, lo que se asegura son los siguientes teoremas:
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teoremas e : Elemento a: ArbolBB

Es ArbolBB(a) ~ Es_ArbolBB(Insertar(e, a))

Es ArbolBB(a) ~ Es_ArbolBB(Eliminar(e, a))
o sea, que las operaciones de Insertar y Eliminar mantienen las propiedades de un arbol binario
de busqueda.

tipo ABB;
dominios ArbolB, Elemento, Logico
operaciones
Insertar: Elemento x ABB —— ABB
Eliminar: Elemento x ABB ABB
Esta: Elemento x ABB Légico
Minimo, Maximo: ABB —/— Elemento
Es ABB: ABB Loégico
precondiciones i: Elemento  a: ABB
pre Minimo(a): not Es Vacio(a)
pre Maximo(a): not Es Vacio(a)

ecuaciones i, j: Elemento r,1: ABB
Insertar(i, Crear) == ArbolBinario(i, Crear, Crear)
Insertar(e, ArbolBinario(r, 1, d)) ==  SI e=r ENTONCES
ArbolBinario(e, 1, d)
SINO
SI e <r ENTONCES
ArbolBinario(r, Insertar(e, 1), d)
SINO
ArbolBinario(r, 1, Insertar(e, d))
Minimo(ArbolBinario(r, 1, d)) == SI EsVacio(i) ENTONCES
r
SINO
Minimo(i)
Maximo(ArbolBinario(r, i, d)) == SI EsVacio(d) ENTONCES
r
SINO
Maximo(d)
Eliminar(e, Crear) == Crear
Eliminar(e, ArbolBinario(r, 1, d)) ==
SIe =r ENTONCES
SI EsVacio(d) ENTONCES

i
SINO SI EsVacio(i) ENTONCES
d
SINO
ArbolBinario(Minimo(d), 1, Eliminar(Minimo(d), d))
SINO SIe <r ENTONCES
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ArbolBinario(r, Eliminar(e, 1), d)
SINO
ArbolBinario(r, 1, Eliminar(e, d));
Es ABB(Crear)==V
Es ABB(ArbolBinario(r, i, d)) ==  ((not (EsVacio(i))) - (r > Maximo(i))) and
((not (EsVacio(d))) -~ (r < Minimo(d))) and
Es ABB(i) and
Es ABB(d)
Esta(e, Crear) ==
Esta(e ArbolBinario(r, i, d)) == SI e =r ENTONCES
Vv
SINO SIe <r ENTONCES
Esté(e, 1)
SINO
Esta(e, d)
fin

4.7.2 Implementaciones del arbol binario de busqueda.

A cotniuacion vemos la impleemntacion dindmica correspondiente a esta especificacion.
Suponemos que los elementos de tipo ITEM pueden ser comparados mediante los operadores
relacionales tipicos. Sino es este el caso, seria necesario incluir en los procedimientos Insertar(),
Eliminar y Esta(), un parametro adicional que permita saber cuando un ITEM es mayor, igual,
0 menor que otro.

DEFINITION MODULE ArbolBB;

FROM ArbolB IMPORT ITEM;

TYPE ABB;

PROCEDURE Crear(): ABB;

PROCEDURE Insertar(i: ITEM; A: ABB): ABB;
PROCEDURE Eliminar(i: ITEM; A: ABB): ABB;
PROCEDURE Esta(i: ITEM; A: ABB): BOOLEAN;

END ArbolBB.

IMPLEMENTATION MODULE ArbolBB;

FROM IO IMPORT WrStr;

FROM ArbolB IMPORT ArbolB, ArbolBinario, Raiz, Hijolzq, HijoDch, EsVacio;
IMPORT ArbolB;

TYPE ABB = ArbolB;

PROCEDURE Crear(): ABB;

BEGIN
RETURN ArbolB.Crear()
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END Crear;

PROCEDURE Insertar(i: ITEM; A: ABB): ABB;
BEGIN
IF EsVacio(A) THEN
RETURN ArbolBinario(i, ArbolB.Crear(), ArbolB.Crear())
ELSIF i = Raiz(A) THEN
RETURN A
ELSIF i < Raiz(A) THEN
RETURN ArbolBinario(Raiz(A), Insertar(i, Hijolzg(A)), HijoDch(A))
ELSE
RETURN ArbolBinario(Raiz(A), Hijolzq(A), Insertar(i, HijoDch(A)))
END
END Insertar;

PROCEDURE Minimo(A: ABB): ITEM,;
BEGIN
IF EsVacio(A) THEN
WrStr("Error: Arbol Nulo™);
HALT
ELSIF EsVacio(Hijolzq(A)) THEN
RETURN Raiz(A)
ELSE RETURN Minimo(Hijolzq(A))
END
END Minimo;

PROCEDURE Eliminar(i: ITEM; A: ABB): ABB,;
BEGIN
IF EsVacio(A) THEN
RETURN ArbolB.Crear()
ELSIF i = Raiz(A) THEN
IF EsVacio(Hijolzq(A)) THEN
RETURN HijoDch(A)
ELSIF EsVacio(HijoDch(A)) THEN
RETURN Hijolzq(A)

ELSE
RETURN
ArbolBinario(
Minimo(HijoDch(A)),
Hijolzq(A),
Eliminar(Minimo(HijoDch(A)), HijoDch(A)))
END

ELSIF i < Raiz(A) THEN
RETURN ArbolBinario(Raiz(A), Eliminar(i, Hijolzg(A)), HijoDch(A))
ELSE
RETURN ArbolBinario(Raiz(A), Hijolzq(A), Eliminar(i, HijoDch(A)))
END
END Eliminar;

PROCEDURE Esta(i: ITEM; A: ABB): BOOLEAN;
BEGIN
RETURN
(NOT EsVacio(A))
AND
((i = Raiz(A)) OR Esta(i, Hijolzg(A)) OR Esta(i, HijoDch(A)))
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END Esta;

END ArbolBB.

A continuacion se presenta el A.B.B. implementado de forma directa (sin hacer uso para
nada de un arbol binario simple definido con anterioridad). En este caso, el ITEM se halla
formado por dos elementos: uno que contiene la clave por la que quiere mantener ordenados los
itemes, y otro la informacion asociada a cada una. El efecto es el mismo.

Esta implementacion puede dar una idea de la enorme similitud entre un arbol binario y una
tabla de dispersion. Se empleara uno u otro dependiendo de la velocidad de acceso que se
pretenda:

- Si deseamos aumentar la eficiencia en los accesos, aun a costa de desperdiciar memoria,

usaremos las tablas de dispersion, que permiten accesos de = O(1).

- Si el espacio de almacenamiento es critico, usaremos un arbol binario de busqueda.

- Si deseamos establecer una cota al tiempo maximo de acceso a un dato, emplearemos

construccines especiales como:

* Arboles binarios de busqueda AVL.
* Estrategias especiales de redispersion.

DEFINITION MODULE ABB,;

TYPE ABB;
CLAVE = CARDINAL;
INFO = ARRAY [0..100] OF CHAR;

PROCEDURE crear ():ABB;

PROCEDURE vacio (B:ABB): BOOLEAN;
PROCEDURE esta (K:CLAVE;B:ABB): BOOLEAN;
PROCEDURE contenido (K:CLAVE;B:ABB): INFO;
PROCEDURE insertar (K:CLAVE;X:INFO;VAR B:ABB);
PROCEDURE eliminar (K:CLAVE;VAR B:ABB);
PROCEDURE inorden (B:ABB);

END ABB.

IMPLEMENTATION MODULE ABB;

FROM IO IMPORT WTrStr,WrLn,WrCard;
FROM Storage IMPORT ALLOCATE,DEALLOCATE;

TYPE ABB=POINTER TO NODO;
NODO= RECORD
clave:CLAVE;
info: INFO;
izq,dch: ABB
END;

PROCEDURE crear ():ABB;
BEGIN
RETURN NIL
END crear;
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PROCEDURE vacio (B:ABB): BOOLEAN;
BEGIN
RETURN (B=NIL)
END vacio;

PROCEDURE esta (K:CLAVE;B:ABB): BOOLEAN;

BEGIN
IF B=NIL THEN RETURN FALSE
ELSIF K=B”.clave THEN RETURN TRUE
ELSIF K<B”.clave THEN RETURN esta(K,B".izq)
ELSE RETURN esta(K,B".dch)
END

END esta;

PROCEDURE contenido (K:CLAVE;B:ABB): INFO,;

BEGIN
IF B=NIL THEN WrStr(ERROR: En contenido. Arbol vacio');HALT
ELSIF K=B".clave THEN RETURN B".info
ELSIF K<B”.clave THEN RETURN contenido (K,B".izq)
ELSE RETURN contenido (K,B”.dch)
END

END contenido;

PROCEDURE nuevo_abb (K:CLAVE;X:INFO):ABB;
VAR aux:ABB;
BEGIN
NEW (aux);
aux”.clave:=K;
aux”/.info:=X;
aux”.izq:=NIL;
aux”.dch:=NIL;
RETURN aux
END nuevo_abb;

PROCEDURE insertar (K:CLAVE;X:INFO;VAR B:ABB);
BEGIN
IF vacio(B) THEN B:=nuevo_abb(K,X)
ELSIF K=B".clave THEN B".info:=X
ELSIF K<B”.clave THEN insertar (K,X,B".izq)
ELSE insertar (K,X,B".dch)
END
END insertar;

PROCEDURE eliminar (K:CLAVE;VAR B:ABB);
VAR aux: ABB;
BEGIN
IF NOT vacio(B) THEN
IF K=B*.clave THEN
IF BMizg=NIL THEN
aux:=B;
B:=B".dch;
DISPOSE (aux)
ELSIF BM.dch=NIL THEN
aux:=B;
B:=B".izq;
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DISPOSE (aux)
ELSE (* los dos arboles son no vacios *)

aux:=B~.dch;

WHILE aux”.izq<>NIL DO
aux:=aux”.izq

END;

B~.clave:=aux”.clave;
BA.info:=aux”.info;
eliminar (aux”.clave,B".dch)

END

ELSIF K<B”.clave THEN eliminar (K,B".izq)

ELSE eliminar (K,B”.dch)
END
END
END eliminar;

PROCEDURE inorden (B:ABB);
BEGIN
IF NOT vacio(B)
THEN inorden (B".izq);

WrCard (B".clave,1); WrStr (' : ;

WrStr(B~.info);WrLn;
inorden (B~.dch)
END
END inorden;

END ABB.

Ahora veremos la enorme complejidad derivada de la implementacion de los arboles
enhebrados. al final veremos la casuistica del procedimiento méas complejo: Eliminar. Aqui s6lo
se usa una campo de cometido, o lo que es lo mismo, solo trabajaremos con una hebra: la
derecha, que apuntara al nodo sucesor en inorden. Como ITEM emplearemos tan sélo un valor

de tipo CARDINAL, para no enrarecer el c6digo innecesariamente.

DEFINITION MODULE Enhebrado;
TYPE

ABB;

ITEM = CARDINAL;
PROCEDURE Crear(): ABB;
PROCEDURE Insertar(i: ITEM; VAR A: ABB);
PROCEDURE Eliminar(i: ITEM; VAR A: ABB);
PROCEDURE Esta(i: ITEM; A: ABB): BOOLEAN;

END Enhebrado.

IMPLEMENTATION MODULE Enhebrado;

FROM Storage IMPORT ALLOCATE, DEALLOCATE;
FROM IO IMPORT WrStr;

TYPE ABB =POINTER TO NODO;
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NODO = RECORD
info: ITEM;
izq, dch: ABB,;
hebra: BOOLEAN
END;

PROCEDURE NuevoNodo(i: ITEM): ABB;
VAR nodoAux: ABB;

BEGIN
NEW (nodoAux);
WITH nodoAux® DO
info :=1i;
izq := NIL;
dch := NIL;
hebra := TRUE;
END:;

RETURN nodoAux
END NuevoNodo;

PROCEDURE crear ():ABB;
BEGIN

RETURN NIL
END crear,;

PROCEDURE Insertar(i: ITEM; VAR A: ABB);
VAR conexion: ABB;
BEGIN
IF A=NIL THEN
A := NuevoNodo(i)
ELSIF i = AN.info THEN A~ .info =i
ELSIF i < AM.info THEN
IF A%.izq = NIL THEN
AN.izq := NuevoNodo(i);

Anizg™h.dch := A
ELSE
Insertar(i, A™.izq)
END
ELSE (*i > AMinfo *)
IF A*.hebra THEN
conexion := AM.dch;
A™.dch := NuevoNodo(i);
A”.hebra := FALSE;
A”™.dch”.dch := conexion
ELSE
Insertar(i, A*.dch)
END
END

END Insertar;

PROCEDURE Eliminar(i: ITEM; VAR A: ABB);
VAR aux, ant, act: ABB;
BEGIN
IF A<>NIL THEN ant := A; act := A;
WHILE ((i<act”.info) AND (act™.izq<>NIL))

(* busqueda *)

OR ((i>act™.info) AND (NOT act”.hebra)) DO
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ant := act;
IF i<act™.info THEN act := act”.izq
ELSE act := act*.dch

END
END;
IF act™.info =i THEN (* nodo localizado *)
IF act™.izg=NIL THEN (*hijo izquierdo nulo *)
IF act*.hebra THEN
IF act=ant THEN A := NIL
ELSIF act=ant”.izq THEN ant®.izq := NIL
ELSE (* act = ant™.dch *)
ant®.hebra := TRUE; ant*.dch := act*.dch
END
ELSE (* NOT A™.hebra *)
IF act=ant THEN A := act.dch
ELSIF act=ant”.izq THEN ant”.izq := act®.dch
ELSE (* act = ant®.dch *) ant*.dch := act*.dch
END
END;
DISPOSE(act)
ELSIF act*.hebra THEN
IF act=ant THEN A := act”.izq
ELSIF act = ant.izg THEN ant”.izq := act®.izq
ELSE ant™.dch := act®.izq (* act = ant™.dch *)
END;
aux := acth.izq;
WHILE NOT aux”.hebra DO aux := aux*.dch END;
aux”.dch := act™.dch;
DISPOSE(act)
ELSE (* busqueda del minimo en el arbol derecho *)
aux := act™.dch; ant := act;
WHILE aux”.izq <> NIL DO ant := aux; aux := aux”.izq END;
act.info := aux.info;
IF ant=act THEN
ant®.dch := aux*.dch;
IF aux”*.hebra ant*.hebra := TRUE END;
ELSIF aux®.hebra THEN ant”.izq := NIL
ELSE ant.izq := aux™.dch
END;
DISPOSE(aux)
END
END
END
END Eliminar;

PROCEDURE Primero(A: ABB): ABB;
BEGIN
IF A=NIL THEN
WrStr("ERROR: Arbol nulo");
HALT
ELSE
WHILE A”.izg<>NIL DO
A = AMizq
END;
RETURN A
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END
END Primero;

PROCEDURE Siguiente(A: ABB): ABB;
BEGIN
IF A=NIL THEN
WrStr("ERROR: rbol nulo");
HALT
ELSIF A*.hebra THEN
RETURN A”.dch
ELSE
RETURN Primero(A”.dch)
END
END Siguiente;

PROCEDURE InOrden(A: ABB): COLA;
VAR recorrido: LISTA,; i: CARDINAL;
BEGIN
recorrido := ListaNula();
i:=1;
IF A<>NIL THEN
A := Primero(A);
REPEAT
Insertar(A”.info, i, recorrido);
A := Siguiente(A);
INC(i)
UNTIL A=NIL;
END;
RETURN recorrido
END InOrden;

END Enhebrado.
EXPLICACION DE Eliminar.

En primer lugar, s6lo se actuia en caso de que el arbol no sea vacio. A continuacion se busca
el valor a eliminar. si no se encuentra, tampoco se hace nada. Si se encuentra, se pueden plantear
los casos siguientes:

a) El subarbol izq. del nodo a borrar es vacio:
a.1) El nodo a borrar tiene una hebra a un sucesor.

a.l.a) El nodo a borrar es raiz.
Se retorna el arbol vacio.

a.1.p) El nodo a borrar est4 a la izq. del anterior.
El subarbol izq. del nodo anterior se pone a vacio.

a.1.y) El nodo a borrar esta a la derecha del anterior.
Se hace que la hebra del anterior, apunte a donde apunta la hebra del que se va a
borrar.

a.2) El nodo a borrar no tiene hebra, o sea, solo tiene arbol derecho.

a.2.a) El nodo a borrar es raiz.
Se retorna su subarbol dcho. tal cual.
a.2.) El nodo a borrar estd a la izq. del anterior.

39



Tema 4: Arboles. Arboles binarios. T.A.D. 04/05

El subarbol izq. del anterior, apunta al derecho del que se borra.
a.2.y) El nodo a borrar esta a la derecha del anterior.
El subarbol dch. del anterior apunta al dcho. del que se borra.
b) El subarbol izq. del nodo a borrar no es vacio, pero si el derecho, y por tanto tiene una hebra.

b.1) El nodo a borrar es ¢l raiz.

El arbol ppal. es el subarbol izq. del que se va a borrar, *.
b.2) El nodo a borrar esta a la izq. del anterior.

El subérbol izq. del anterior apunta al izq. del que se va a borrar, *.
b.3) El nodo a borrar esta a la dch. del anterior.

El subarbol dch. del anterior apunta al izq. del que se va a borrar, *.
* La hebra del nodo mas grande del subarbol izq. del que se va a borrar, debera apuntar a
donde apuntaba la hebra del que se va a borrar.

¢) El nodo a borrar tiene subarbol izq. y dch..

* Encontramos el menor del subarbol dch. del nodo a borrar. Pasamos su informacion al
nodo que se iba a borrar, y ahora el nodo a borrar es este menor.
c.1) El nodo menor es justamente la raiz del subarbol dcho del que se iba a borrar.

El subarbol dch. del nodo que se iba a borrar, apunta al subarbol dch. del nodo menor (el

que se va a borrar), tanto si era una hebra como si no.
c.2) Si el elemento menor tiene una hebra (el subarbol dch. apunta a su sucesor en
inorden), o sea, es un nodo hoja:

El subérbol izq. del anterior al que se va a borrar, apunta a NIL.
c.3) Si el subarbol dch. del elemento menor (el que se va a borrar), no es vacio (ndtese que
el izq. si lo es, porque por ello es el elemento menor).

El subérbol izq. del anterior al menor, apunta al dch. del menor.

Los siguientes graficos aclararan un poco
mas las cosas:

a.l.a) ant, act

/

- NIL
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EJERCICIOS.

1.- Suponiendo que la operacion Reduce utiliza funciones del tipo:
FUNCION 4 = PROCEDURE(TEM, ITEM, CARDINAL, CARDINAL) : ITEM;
donde los parametros son:
- Elemento reducido hasta el momento.
- Nuevo valor a reducir.
- Posicion del nuevo valor a reducir.
- N° total de valores a reducir.
Implementar la funcion de tipo FUNCION 4 que calculase la Moda.

2.- Mediante la operacion Reduce, implementar una funcion para devolver la longitud de una
lista.

3.- Hacer la especificacion de una operacion que devuelva una lista con las hojas de un arbol
binario.

4.- Hacer la especificacion de una operacion que devuelva el n° de nodos externos de un arbol
binario.

5.- Hacer la especificacion algebraica de la funcion NIVEL LLENO : ArbolB N, y que
devuelve el nuimero mas grande del nivel Lleno en el arbol que se le pasa como parametro.

6.- Hacer la especificacion algebraica de la funcion MAX NODO : ArbolB —#— Elemento,
que, suponiendo que el tipo base Elemento posee una relacion de orden total, devuelva el mayor
valor de los almacenados en el arbol.

7.- Repetir la especificacion anterior, pero en lugar de devolver el mayor valor, devolver el
subarbol que tiene como raiz al nodo con dicho mayor valor.

8.- Dado un arbol binario de busqueda, hacer un funcién en Modula-2 que devuelva la diferencia
entre el mayor y el menor de los valores almacenados en dicho arbol. Hacerlo de forma no
recursiva.

9.- Escribir una funcién Modula-2 para la poda de arboles, de manera que dado un arbol A, se
produce un arbol A', tal que: A' es una copia de A, excepto por el hecho de que para cada
subarbol Sde A, siEs Vacio(Hijo izq(S))6 Es Vacio(Hijo_dch(S)), entonces S se sustituye por
la hoja Arbol binario(Raiz(S), Crear, Crear).

10.- Indicar los recorridos en preorden, inorden y postorden del siguiente arbol general:
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11.- Escribir un algoritmo de recorrido en inorden de un arbol binario que representa una
expresion, de manera que se visualice dicha expresion con los correspondientes paréntesis.

12.- Dibujar el arbol binario que representa las siguientes expresiones:
a)a*(b+c/(x-1)*(y+4)+X*x-24
b)a,+x *(a, +x * (a, + X * a;))

13.- Escribir un procedimiento en Modula-2 al que se le pasa un arbol binario representado por
una estructura dindmica con punteros simples a los hijos, y devuelve el mismo arbol pero
representado por una estructura estatica compacta en preorden, tal y como se vio6 en el punto
4.5.22.

14.- Reconstruir un arbol binario a partir de los recorridos siguientes:
a) Preorden:2,5,3,9,7,1,6,4,8.
Inorden: 9,3,7,5,1,2,6,8, 4.
b) Inorden: 5,6,12,10,1,9,13,4,8,2,7,3, 11.
Postorden: 6, 5, 10,9, 1, 13, 12,2, 8, 3, 11, 7, 4.
Especificar la operacion generarBinario que, a partir de dos listas que representan un
recorrido en preorden y otro en inorden respectivamente, recomponga el arbol original.

15.- Especificar la operacion contarPorNivel que devuelve el nimero de nddos del nivel iésimo
de un arbol binario.

16.- Especificar la operacion espejo que devuelve la imagen especualr de un arbol binario.

17.- Suponiendo la especificacion del T.A.D. Arbol Binario:
a) Especificar una operacion que dado un arbol binario devuelva un natural indicando
cuantas ramas posee dicho arbol:
N_Ramas : Arbol Binario N
b) Especificar una operacion que dado un arbol binario devuelva un natural indicando la
longitud de la rama mas larga de dicho arbol:
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L Rama Larga : Arbol Binario N
c) Especificar una operacion que dado un arbol binario devuelva una lista con los
elementos que forman la rama mas larga de dicho arbol:

Rama_Larga : Arbol Binario Lista
d) Especificar una operacion que dado un arbol binario devuelva una lista con los
elementos que forman la rama i-ésima de dicho arbol; las ramas se numeran del 1 en
adelante y de izquierda a derecha segun se dibuja el arbol:

Rama_Iésima : Arbol Binario Lista

18.- Suponiendo la especificacion completa del TAD Arbol binario, se pide hacer una operacion
anotar : Arbol binario --> Arbol binario(Par_natural), tal que dado cualquier arbol binario sea
cual sea su tipo base, devuelva un arbol binario en el que el tipo base es un par de naturales que
indica cuantos nodos hay a su izquierda, y cuantos nodos a su derecha. P.ej., si el arbol de entrada
es el de la izquierda, se devolvera el de la derecha:

Arbol de entrada .
Arbol de salida

Suponer que el tipo base del arbol binario de salida es Par natural, cuyo unico constructor

es:
Par: Nx N ——— Par natural

19.- Partiendo de la especificacion del arbol binario, especificar la operacion caminoA que tome
como parametro un arbol binario y un item, y devuelva un camino desde la raiz hasta dicho
elemento (ambos incluidos). En caso de que el item no se encuentre en el arbol, debe devolverse
la lista vacia.

20.- Especificar una operacion que nos indique cudndo un arbol binario es degenerado por la

izquierda o por la derecha. Un arbol es degenerado por la izquierda si cada nodo tiene, a lo sumo,
hijo izquierdo; sera degenerado por la derecha si cada nodo tiene, a lo sumo, hijo derecho. Ej.:
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Degenerado por la derecha Degenerado por la izquierda

Asimismo, especificar una operacion que convierta un arbol binario de busqueda degenerado
por la izquierda o por la derecha en un arbol binari ode bisqueda balanceado en altura.

21.- Dibujar todos los posibles arboles de busqueda que contengan so6lo los cuatro numeros
siguientes: 5, 10, 15 y 20. En general, ;Cuantos arboles de buisqueda se pueden formar con n

elementos diferentes?.

22.- Escribir una funciéon en Modula-2, a la que se le pasa un nodo de un arbol enhebrado, y
devuelve su padre. Hacerlo de forma no recursiva.

23.- Construir el arbol binario de busqueda que se produce como resultado de introducir los
siguientes elementos, seglin la secuencia dada:

Rafael, Antonio, Juan, Carlos, Alejandro, Miguel, Angel, José.

24.- Problema de la concordancia. Escribir un programa que acepte una lista de palabras, y
devuelva dicha lista ordenada alfabéticamente, y junto con cada elemento, un contador que
especifique el nimero de veces que esa palabra se repite.

25.- Si en un ABB, almacenamos junto con cada nodo, el nimero de nodos de su hijo izq., y el
nimero de nodos de su hijo dch., serd posible encontrar el elemento k-ésimo en tiempo

aproximadamente logaritmico. Implementar un ABB con esta cualidad.

26.- La operacion de borrado de nodos en ABB se puede hacer moviendo subarboles enteros, de

la forma:
Nodo a borrar: x.
; o
e A

Reescribir el procedimiento de borrado de nodos usando esta técnica.
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27.- Implementar en Modula-2 un procedimiento al que se le pasan dos arboles binarios de
busqueda, y devuelve uno so6lo, también binario de busqueda, y que es el resultado de la mezcla
de los dos anteriores. Hacer el ejercicio de dos formas:

a) El resultado debe ser equilibrado en altura, a ser posible balanceado.

b) Completo.

(Ver pistas al final, si se desea).

28.- Hacer la especificacion de una operacion que indique si un arbol es balanceado o no.

29.- Supongamos un arbol genealdgico de altura 5, en el que las hojas indican los ancestros, y
laraiz, auntnico hijo. Se pretende obtener la lista:tatarabuelos, bisabuelos, abuelos, padres, hijo.
Evidentemente con esta estructura, s6lo podemos especificar un hijo para cada par de padres.
(Como seria un arbol tal?.

30.- Sea un tipo de arbol E tal que, o contiene un s6lo nodo con un valor racional, o posee una
raiz con la operacién +, -, * ¢ / y obligatoriamente dos subarboles de tipo E. Véase ej. de la pag.
13. Especificar algebraicamente la operacion Evaltia, a la que se le pasa un arbol E, y devuelve
el resultado racional de evaluar la expresion aritmética que representa E.

31.- Especificar la operacion listar:ABB(ABB(N)) - Lista(N). El tipo ABB(ABB(N)) se

corresponde con un arbol binario de bisqueda cuyos nodos son, a su vez, arboles binarios de

busqueda que contienen naturales. Los arboles del tipo ABB(ABB(I)) deben cumplir:

> Todos los elementos que hay en el arbol de la raiz son mayores que todos los elementos
de todos los arboles contenidos en el subarbol izquierdo, si no estd vacio.

> Todos los elementos que hay en el arbol de la raiz son menores que todos los elementos
de todos los arboles contenidos en el subarbol derecho, si no esta vacio.

> El hijo izquierdo y el hijo derecho son arboles de tip ABB(ABB(I)).
Los elementos de la lista resultado deben estar ordenados de menor a mayor.
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32.- Especificar la operacion podar: AB —  AB, que toma como parametro un arbol binari
oy devuelve otro arbol binario que es una copia de los niveles del arbol original hasta el nivel
completo de mayor profundidad. E;.:

33.- Una forma de representar arboles binarios, es mediante registros dindmicos con enlaces a
los hijos ya al padre. Esta representacion tiene la ventaja de que permite recorridos faciles del
arbol sin necesidad de recursividad. Implementar en Modula-2 un recorrido en postorden -sin
recursividad- de un arbol estructurado de esta forma.

34.- La introduccion de nodos nuevos en un arbol enhebrado es mucho mas facil que su
eliminacion. Explicar como opera la operacion Insertar nodo en un arbol tal, segun la estructura
vista en el punto 4.5.1.3.

35.- Supongamos que nos dan un array en Modula-2, de nimeros a ordenar. Usando una
representacion estatica de arboles binarios, y siguiendo el método heapsort, ordenar la lista. Los
pasos son:
- Convertir la lista en un heap.
- Pasar el elemento superior a la tltima posicion del array, y suponer que el array tiene una
posicion menos. El elemento de la posicion ultima, pasa a la primera, siendo necesario
reorganizar el heap.
- Hacer esto sucesivamente hasta que el arbol conste de un solo elemento.

36.- Dibujar el arbol general a que equivale la siguiente forma canonica:

* Arbol(a, Insertar(A,, Insertar(A,, Insertar(A;, Bosque vacio))))
donde:
A,=Arbol(b, Bosque vacio)
A,=Arbol(c, Insertar(A,,, Insertar(Arbol(f, Bosque vacio), Bosque vacio)))
A,=Arbol(d, Insertar(Arbol(g, Bosque vacio), Insertar(Arbol(h, Bosque vacio), Bosque vacio)))
A, ,=Arbol(e, Insertar(A,,,, Insertar(A,,,, Insertar(Arbol(k, Bosque vacio), Bosque vacio))))
A, =Arbol(i, Insertar(Arbol(l, Bosque vacio), Bosque vacio))
A, ,=Arbol(j, Insertar(Arbol(m, Bosque vacio), Insertar(Arbol(n, Insertar(Arbol(d,
Insertar(Arbol(o, Bosque vacio), Bosque vacio)), Bosque vacio)), Bosque vacio)))

37.- Suponiendo que tenemos una implementacion de arboles generales, hacer un procedimiento

49



Tema 4: Arboles. Arboles binarios. T.A.D. 04/05

en Modula-2 que escriba todos los caminos que van desde la raiz a cada una de las hojas,
suponiendo que cada nodo contiene un caracter. P.ej., en el arbol siguiente

) 0 (R (s)
® @& O ®
®

deberian obtenerse las palabras: MOLER, MOLA, MOKA, MOTA, MIRRA, MIRO, MISA y
MISTICO.

38.- La estructura de datos cuad-arbol se emplea en informdtica para representar figuras planas

en blanco y negro. Se trata de un arbol en el cual cada nodo, o bien tiene exactamente cuatro

hijos, o bien es una hoja. En este ultimo caso puede ser o bien una hoja Blanca, o una hoja Negra.
El arbol asociado a una figura dibujada dentro de un plano (que supondremos un cuadrado

de lado 2%), se construye de la forma siguiente:

- Se subdivide el plano en cuatro cuadrantes, y se suponen ordenados en el sentido de las agujas

del reloj, comenzando por el superior izquierdo.

- Los cuadrantes que estan completamente dentro de la figura corresponden a hojas Negras, y los

que estan completamente fuera de la region, corresponden a hojas Blancas.

- Los cuadrantes que estan en parte dentro de la figura, y en parte fuera de ésta, corresponden a

nodos internos; para estos ultimos se aplica recursivamente el algoritmo. Como ejemplo veamos

la siguientes figura y su arbol asociado:

BBNB BBNNBBNBBNNB

Figura y cuad-arbol
correspondientes.

a) Especificar una operacion que aplicada sobre una figura, la convierta en su correspondiente
cuad-arbol.
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b) Especificar una operacion que aplicada sobre un cuad-arbol, lo convierta en su correspondiente
figura.

Suponer que existe un tipo figura con las operaciones que se necesiten, y con la estructura
que mas convenga.

Pista al ej. 27: - Convertir los arboles a listas ordenadas.

- Mezclar las listas.
- Proceder a la construccion del arbol resultado.
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