Tema 5: Arboles. T.A.D. 05/06

5 ARBOLES DE ORDEN N Y GENERALES.

En el tema anterior se presentaron el concepto de arbol y sus distintas clases y se
estudiaron los arboles binarios en sus diferentes tipos. Son numerosas las situaciones en que
un arbol binario no puede representar correctamente la naturaleza del problema y hemos de
recurrir a un arbol de orden N o a uno general. Por ejemplo, los arboles de juegos representan
las distintas jugadas que se pueden hacer en una partida de un juego desde una situacion
dada. Esta situacion corresponde al nodo raiz. Por cada posible jugada tendremos un nuevo
hijo para ese nodo. Si pensamos en el ajedrez, con una disposicion de las fichas el jugador al
que le toque mover podra elegir entre diferentes piezas y diferentes movimientos. Cada
jugada distinta genera un nuevo hijo de la jugada actual. A su vez, estas nuevas jugadas
tendran un nimero diferente de nuevas posibilidades de juego.

En este tema nos centraremos en el estudio de los arboles en los que cada nodo puede
tener mas de dos nodos hijos. Si todos los nodos con hijos tienen que tener el mismo niimero
de hijos, se llamaran drboles de orden N y si cada nodo puede tener un nimero distinto de
hijos, se denominaran drboles generales. Segin esta definicidon, un arbol binario es un arbol
de orden N con N = 2. Finalmente, se estudiara un tipo de arbol equilibrado que asegura una
altura minima y, por tanto, un algoritmo de busqueda eficiente. Estos arboles, denominados
2-3, tienen la particularidad de almacenar mas de un elemento en cada nodo. Como
generalizacion del concepto de arbol 2-3 se presentan los arboles B, usados en la
organizacion rapida de informacion almacenada en dispositivos de acceso lento.

5.1 Arboles de orden N.

Formalmente, un arbol de orden N (con N > 2), con nodos de tipo T, es una lista vacia
(correspondiente al caso del arbol vacio) o un par (r, L), formado por un nodo r, la raiz, y
una tupla L4 (bosque), con N arboles, exactamente, del mismo tipo (los subarboles, o hijos,
de la raiz). En este caso, suele escribirse explicitamente (r, A;, A2, ..., Ay).

El nimero de elementos de un bosque es predeterminado y fijo. Aunque en un bosque
pueda haber arboles vacios, nunca podremos borrar un componente de un bosque sin poner
otro en su lugar.

5.1.1 Especificacion de arboles de orden N.

Como generadores de este tipo contaremos con dos operaciones:
1. CrearArboIN: Operacion constante que genera un arbol de orden N vacio.

2. Arbol Orden N: Operacién que, dado un nodo y un bosque de arboles de orden
N, genera un arbol de orden N cuya raiz es el nodo y los arboles del bosque son
sus hijos.

Tendremos también funciones de acceso a cada una de las partes del arbol, tanto para
la raiz, como para cada uno de los hijos que forman el bosque:
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1. Raiz: Operacion que devuelve el nodo raiz del arbol. Serd una funcion parcial,
pues no podra aplicarse a arboles vacios.

2. Hijo: Operacion que devuelve el iésimo hijo de un arbol. También serd una
operacion parcial que no podra aplicarse sobre arboles vacios. Una opcion
alternativa consiste en definir una funcion de acceso para cada hijo (PRIMERO,
SEGUNDO, TERCERO, etc.). Esta es la opcion usada en los arboles binarios con
las funciones Hijo izq e Hijo dch.

Como en otros tipos, definiremos la operacion Es Vacio, que nos dird si un arbol de
orden N esta vacio o no.

Como nuestro tipo se basa en otro tipo, el bosque, que no es mas que una lista de
arboles, habra que definir las operaciones de este tipo. Como generadores tendremos:

1. BosqueNulo: Operacion que genera un bosque con # arboles de orden N vacios.

2. ActComp: Operacion que genera un bosque con el valor del iésimo arbol de orden
N actualizado.

3. Comp: Operacion que devuelve el iésimo hijo del bosque.

Por tanto la especificacion quedaria:

tipo BOSQUEN
dominios N, ARBOLN
generadores
CrearBosqueN: —— BOSQUEN
ActComp: BOSQUEN x N x ARBOLN —/— BOSQUEN
selectores
Comp: BOSQUEN x N—/— ARBOLN
auxiliares
TMéax: — N
precondiciones B: BOSQUEN; i: N; A: ARBOLN
pre ActComp(B, 1, A): 1 <1< TMéx
pre Comp(B, 1): 1 <1< TMéx
ecuaciones B: BOSQUEN; i1, 12: N; Al, A2: ARBOLN
TMaéx == suc"(0)
ActComp(ActComp(B, i1, Al), 12, A2) ==
SI'il =12 ENTONCES
ActComp(B, 12, A2)
SINO
ActComp(ActComp(B, 12, A2), i1, Al)
Comp(CrearBosqueN, i) == CrearArboIN

Comp(ActComp(B, i1, A),i2) == Sl il =12 ENTONCES
A
SINO
Comp(B, 12)

fin
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tipo ARBOLN
dominios ELEMENTO, LOGICO, N, BOSQUEN
generadores
CrearArboIN: —— ARBOLN
Arbol_Orden N: ELEMENTO x BOSQUEN —— ARBOLN
constructores
Hijo: N x ARBOLN —/— ARBOLN
selectores
Raiz: ARBOLN —/— ELEMENTO
Es Vacio: ARBOLN — LOGICO
auxiliares
TMéax: — N
precondiciones A: ARBOLN; i: N;
pre Raiz(A): not Es_ Vacio(A)
pre Hijo(A, 1): not Es Vacio(A) and 1 <i < TMax
ecuaciones A: ARBOLN; B: BOSQUEN; i, i1, 12: N; e: ELEMENTO;
TMaéx == suc"(0)
Es_Vacio(CrearArboIN) == V
Es_ Vacio(Arbol Orden N(e, B)) ==
Raiz(Arbol Orden N(e, B)) ==
Hijo(i, Arbol Orden N(e, B)) == Comp(B, i)
fin

A este definicion basica se pueden afiadir cuantas operaciones resulten necesarias para
desarrollar toda la potencia del tipo. Cada operacion que se defina sobre el arbol requerira la
definicion de una operacion andloga para el tipo BOSQUEN.

Igual FormaA es una funcién que devuelve VERDADERO cuando dos arboles de
orden N tienen la misma forma, aunque los elementos sean diferentes.

Igual FormaA: ARBOLN x ARBOLN —— LOGICO
Igual FormaB: N x BOSQUEN x BOSQUEN —/— LOGICO
pre Igual FormaB(i, B): 1 <1< TMax

Igual FormaA(CrearArboIN, A) ==Es Vacio(A)

Igual FormaA(Arbol Orden N(e, B), CrearArboIN) ==F

Igual FormaA(Arbol Orden N(e;, B;), Arbol Orden N(e,, By)) ==
Igual FormaB(1, By, B»)

Igual FormaB(i, B;, B,) == SI1=N ENTONCES
Igual FormaA(Comp(B;,N), Comp(B,, N))
SINO
Igual FormaA(Comp(Bi,1), Comp(B,, 1)) AND
Igual FormaB(suc(i), By, B»))

Numero NodosA es una funcion que devuelve el nimero de elementos de un arbol.
Numero NodosA: ARBOLN —— N
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Numero NodosB: N x BOSQUEN —/— N

pre Numero NodosB(i, B): 1 <1< tMax

Ntmero NodosA(CrearArbolN) == 0

Ntmero NodosA(Arbol Orden N(e, B)) == 1 + Numero NodosB(1, B)

Numero NodosB(i, B) ==
SI'i=N ENTONCES
Numero NodosA(Comp(B,N))
SINO
Numero NodosA(Comp(B, 1)) + Numero NodosB(suc(i), B)

AlturaA es una funcion que devuelve la maxima longitud de un camino de la raiz a
una hoja.

AlturaA: ARBOLN — N
AlturaB: N x BOSQUEN —/— N
Miéximo: N—— N
pre AlturaB(i, B): 1 <1< TMaéx
Maximo(m,n) == SI'm >n ENTONCES

m

SINO

n
AlturaA(CrearArboIN) == 0
AlturaA(Arbol Orden N(e, B)) == 1 + AlturaB(B)

AlturaB(B) == SI'i = N ENTONCES
AlturaA(Comp(B,N))
SINO
Miéximo(AlturaA(Comp(B, 1)), AlturaB(suc(i), B))

EstdA es una funcion que devuelve VERDADERO cuando un elemento esta presente
en un arbol.

EstaA: ELEMENTO x ARBOLN — LOGICO

EstaB: N x ELEMENTO x BOSQUEN —/— LOGICO

pre EstaB(i, B): 1 <i < TMax

EstdA(e, CrearArbolN) ==

EstaA(e, Arbol Orden N(r, B)) == (e =1) OR EstaB(l, ¢, B)

EstaB(i, e, B) == SI 1=N ENTONCES
EstdA(e, Comp(B, N))
SINO

EstaA(e,Comp(B,i)) OR EstaB(suc(i), e, B)

IgualA es una funcion que devuelve VERDADERO cuando dos arboles de orden N
tienen la misma forma, y los mismos elementos en las mismas posiciones. En este caso el tipo
ya no es genérico, ya que exigimos una relacion de equivalencia para el tipo ITEM.

IgualA: ARBOLN x ARBOLN —— LOGICO

IgualB: N x BOSQUEN x BOSQUEN —/— LOGICO

pre IgualB(i, B): 1 <i < TMax
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IgualA(CrearArboIN, A) == Es_Vacio(A)

IgualA(Arbol Orden N(e, A), CrearArboIN) ==

IgualA( Arbol Orden N(e;, B;), Arbol Orden N(e,, B,)) ==
(61 = 62) AND IgualB(l, By, Bz)

IgualB(i, B;, By) == SI1=N ENTONCES
Igual A(Comp(B;, N), Comp(B,, N))
SINO
Igual A( Comp(B;, 1), Comp(B,, 1)) AND
IgualB(suc(i), By, B)

PreordenA es una funcién que devuelve una lista con los elementos de un arbol de
orden N recorriéndolo en profundidad por el criterio de preorden: primero la raiz y luego los
hijos del primero al Gltimo recorridos en preorden.

PreordenA: ARBOLN —— LISTA

PreordenB: N x BOSQUEN —/— LISTA

pre PreordenB(i, B): 1 <1< TMax

PreordenA(CrearArbolN) == Crear

PreordenA(Arbol Orden N(r, B)) == Cons(r, PreordenB(B))

PreordenB(i, B)== SIi=N ENTONCES
PreordenA(Comp(B, N))
SINO
Concatenar(  PreordenA(Comp(B, 1)),
PreordenB(suc(i), B))

5.1.2 Implementacion de arboles de orden N.

Las estructuras para implementar arboles de orden N son andlogas a las que se vieron
en el tema anterior para arboles binarios.

5.1.2.1 Representaciones dinamicas.

La representacion dinamica de un arbol consta de un registro con el valor del nodo y
una lista con punteros a los hijos. Esta lista puede implementarse mediante un array o
mediante una lista enlazada.

El uso del array estd indicado si el arbol estd bastante lleno, para reducir el
desperdicio de memoria. Se puede optar por tener un puntero a un array en el nodo en vez del
array en si, y solo reservar memoria para el array cuando de agregue un hijo.

La estructura de tipos seria la siguiente:
CONS

TYPE
ARBOLN = POINTER TO ESTRUCTURA;
ESTRUCTURA = RECORD
raiz: ELEMENTO;
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bosque: ARRAY [1 .. MAX] OF ARBOLN;

END;
A
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Figura 5.1. Arbol de orden 5 con estructuras dindmicas y arrays para el
bosque de hijos.

Si usamos una lista enlazada tenemos que asegurarnos que no se van a incluir mas
hijos de los que haya permitidos y que no se repitan dos arboles en la misma posicion de la
lista. Ademas, cada elemento de la lista ha de tener el puntero a la raiz del hijo y un indicador
de su posicion dentro de la lista.

La estructura de tipos seria la siguiente:

CONS
MAX_HIJOS = ........... ;
TYPE
ARBOLN = POINTER TO ESTRUCTURA;
LISTAN = POINTER TO NODOLISTA;
ESTRUCTURA = RECORD
raiz: ELEMENTO;
bosque: LISTAN;
END;
NODOLISTA = RECORD
posicion: [1.. MAX_HIJOS];
hijo: ARBOLN;
sig := LISTAN;
END;
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Figura 5. 2. El arbol de la figura anterior usando una lista enlazada para el
bosque de hijos.

5.1.2.2 Representaciones estaticas.

Si usamos la representacion estatica basada en cursores, por cada casilla del array
tendriamos el valor del nodo y un array con las posiciones de las raices de los hijos. Esto
provoca un desperdicio de memoria muy grande, sobre todo si el maximo nimero de hijos es
elevado y el tamafio de la informacion 1til no es mucho mayor que el del cursor.

Otra forma que no desperdicia tanto espacio es la representacion dispersa en
amplitud. En esta representacion, los nodos se almacenan siguiendo el recorrido en amplitud
del arbol. Cada elemento ocupara la posicion del array que corresponda a su orden dentro de
ese recorrido suponiendo que el arbol esté lleno. Esto implica que hemos de reservar casillas
para los nodos del arbol que no estén ocupados.

El acceso a un elemento cualquiera de un determinado nivel es directo usando la
relacion entre la posicion del array y la posicion en el arbol. El i-ésimo elemento del j-ésimo
nivel se encontrara en la posicion N + (i-1). El padre del nodo situado en la posicion k se
encontrara en la posicion k DIV N y su i-ésimo hijo se encontrara en la posiciéon (N * k) + (i -
2).

Para que el uso de memoria sea eficiente, los arboles representados deben estar casi
llenos o completos. Ademas es necesario distinguir aquellas casillas que estén vacias, bien
con un valor especial o con un campo adicional. El tipo seria el siguiente:

CONS
ALTURA_MAX = .......... ;
MAX_NODOS = 2**ALTURA MAX - 1;
TYPE
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ARBOLN = POINTER TO ESTRUCTURA;
ESTRUCTURA = ARRAY [1 .. MAX] OF PAR,;
PAR = RECORD
libre: BOOLEAN;
valor: ELEMENTO;
END;
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Figura 5.3. El arbol de la figura anterior representado de forma dispersa
con cursores.

5.2 Arboles generales.

Un arbol general con nodos de tipo T es un par (r, L4), formado por un nodo r (la
raiz) y una lista L4 de arboles generales del mismo tipo. La lista se conoce como bosque y
puede estar vacia. Cada uno de los arboles del bosque es un hijo. Si el orden de los hijos no es
relevante Ly, es un conjunto en vez de una lista. Notese que con esta definicion, no puede
haber arboles generales vacios, sino que tiene que haber al menos un elemento, la raiz

Si contemplaramos el caso del arbol general vacio, podriamos tener un bosque de
arboles generales vacios que, conceptualmente, seria igual que el bosque vacio. Esto nos
obligaria a definir nuevas ecuaciones que llevarian a un conjunto de generadores no libres,
complicando la especificacion del tipo.

En un arbol general se define el grado de un nodo como el nimero de hijos de ese
nodo y el grado del arbol como el maximo de los grados de los nodos del arbol.

5.2.1 Especificacion de arboles generales.

En este tipo contaremos con una unica operacion generadora, ArbolGen, que
construye un arbol a partir de un elemento y un bosque de arboles. Como selectores
contaremos con una operacion Raiz que devuelva la raiz de un arbol y otra operacion Hijos
que devuelva el bosque de hijos de un arbol.

Respecto al tipo BOSQUE usado en la especificacion del arbol general tendremos una
operacidon para generar un bosque vacio y otra para anadir un arbol a un bosque. Ademas
contaremos con operaciones que devuelvan el primer arbol del bosque y el resto de los
arboles del bosque. Como se puede ver, esta especificacion coincide basicamente con la de la
lista funcional. Ademas podremos preguntar si un bosque esta vacio o no.

tipo BOSQUEG
dominios N, ARBOLG
generadores

CrearBosqueG: — BOSQUEG

Created by Neevia docuPrinter trial version http://www.neevia.com



Tema 5: Arboles. T.A.D. 05/06

Insertar: ARBOLG x BOSQUEG —— BOSQUEG
constructores

Resto: BOSQUEG —— BOSQUEG
selectores

Primero: BOSQUEG —/— ARBOLG

EsBosqueGVacio: BOSQUEG —— LOGICO
precondiciones B: BOSQUEG; i: N; A: ARBOLG

pre Primero(B): not EsBosqueGVacio(B)
ecuaciones B: BOSQUEG; A: ARBOLG

EsBosqueGVacio(CrearBosqueG) == \Y
EsBosqueGVacio(Insertar(A, B)) == F
Primero(Insertar(A, B)) == A
Resto(CrearBosqueG) ==  CrearBosqueG
Resto(Insertar(A, B)) == B

fin

tipo ARBOLG
dominios ELEMENTO, LOGICO, N, BOSQUEg
generadores
ArbolGen: ELEMENTO x BOSQUEG —— ARBOLG
selectores
Raiz: ARBOLG —— ELEMENTO
Hijos: ARBOLG — BOSQUEG
ecuaciones A: ARBOLG; B: BOSQUEG;e: ELEMENTO;
Raiz(ArbolGen(e, B)) == ¢
Hijos(ArbolGen(e, B)) == B
fin

Notese que, al no existir el concepto de arbol general vacio, las operaciones que
obtienen la raiz y los hijos son totales, a diferencia de lo que ocurre en los arboles de orden
N.

A este definicion bésica se pueden afiadir cuantas operaciones resulten necesarias para
desarrollar toda la potencia del tipo. Cada operacion que se defina sobre el arbol requerira la
definicidon de una operacion analoga para el tipo BOSQUEG. El significado de las funciones
es el mismo que para los arboles de orden N. A este tipo de arboles se afiade una operacion
que no tenia sentido plantearse sobre los otros: la operacion GradoA, que devuelve el mayor
numero de hijos que tiene un nodo cualquiera de un arbol.

Igual FormaA: ARBOLG x ARBOLG —— LOGICO
Igual FormaB: BOSQUEG x BOSQUEG —— LOGICO
Numero NodosA: ARBOLG—— N

Numero NodosB: BOSQUEG —— N

AlturaA: ARBOLG—— N

AlturaB: BOSQUEG—— N

GradoA: ARBOLG—— N

GradoB: BOSQUEG—— N

Longitud: BOSQUEG —— N
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EstaA: ELEMENTO x ARBOLG—— LOGICO
EstaB: ELEMENTO x BOSQUEG —— LOGICO
IgualA: ARBOLG x ARBOLG —— LOGICO
IgualB: BOSQUEG x BOSQUEG —— LOGICO
PreordenA: ARBOLG —— LISTA

PreordenB: BOSQUEG —— LISTA

Igual FormaA(ArbolGen(r, B,), ArbolGen(s, B,)) == Igual FormaB(B;, B,)

Igual FormaB(CrearBosqueG, CrearBosqueG) ==V
Igual FormaB(CrearBosqueG, Insertar(A,B)) ==
Igual FormaB(Insertar(A,B), CrearBosqueG) ==
Igual FormaB(Insertar(A,B,), Insertar(A;,B;)) ==
Igual FormaA( A, Ay) AND Igual FormaB(B,, B)

Ntmero NodosA(ArbolGen(r, B)) == 1 + Nimero NodosB (B)

Numero NodosB(CrearBosqueG) ==

Numero NodosB(Insertar(A,B)) == Numero NodosA(A) + Numero NodosB(B)
AlturaA(ArbolGen(r, B)) == 1 + AlturaB(B)

AlturaB(CrearBosqueG) == 0

AlturaB(Insertar(A,B)) == Maximo(AlturaA(A), AlturaB(B))

Longitud(CrearBosqueG) ==
Longitud(Insertar(A, B)) == 1 + Longitud(B)

GradoA(ArbolGen(r, B)) == Maximo(Longitud(B), GradoB(B))

GradoB(CrearBosqueG) ==
GradoB(Insertar(A,B)) == Maximo(GradoA(A), GradoB(B))

EstaA(i, ArbolGen(r, B)) == (i = r) OR EstaB(i, B)

EstaB(i, CrearBosqueG) ==
EstaB(i, Insertar(A,B)) == EstdA(i, A) OR EstaB(i, B)

IgualA(ArbolGen(r, B;), ArbolGen(s, B,)) == (r = s) AND IgualB(B,, B,)
IgualB(CrearBosqueG, CrearBosqueG) ==V
IgualB(CrearBosqueG, Insertar(A,B)) ==F
IgualB(Insertar(A,B), CrearBosqueG) ==
IgualB(Insertar(A;,B,), Insertar(A;,B,)) ==
IgualA( Aj, Az) AND IgualB(Bj, B»)
PreordenA(ArbolGen(r, B)) == Cons(r, PreordenB(B))

PreordenB(CrearBosqueG) == Crear
PreordenB(Insertar(A,B)) == Concatenar(PreordenA(A), PreordenB(B))
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5.2.2 Implementacion de arboles de generales.

Para los arboles generales vamos a presentar unicamente dos representaciones
dinamicas, una basada el listas enlazadas y otra basada en arboles binarios.

5.2.2.1 Representacion basada en listas.

En esta representacion un arbol consta de un registro con el valor del nodo y una lista
enlazada de punteros que apuntan a los hijos.

La estructura de tipos seria la siguiente:

TYPE
ARBOLG = POINTER TO ESTRUCTURA;
LISTAG = POINTER TO NODOLISTA;
ESTRUCTURA = RECORD
raiz: ELEMENTO;
bosque: LISTAG;

END;
NODOLISTA = RECORD
cont: ARBOLG;
sig := LISTAG;
END;

Con esta implementacion las operaciones para obtener los hijos de un nodo y el
primer arbol de un bosque y el resto del bosque son directas.

A
j\[]Z /] /]
T

Figura 5. 4. El arbol de la figura 5.1 como arbol general mediante listas.
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5.2.2.2 Representacion basada en arboles binarios.

En esta representacion se usa un solo tipo de nodo a diferencia de la anterior. Todos
los nodos del arbol seran nodos iguales que los de un arbol binario con un campo que indique
si ese nodo es el Ultimo de un bosque o no. La raiz se conecta al primer hijo del bosque a
través del puntero al hijo izquierdo. Dentro del bosque, cada hijo se conecta al siguiente
hermano por el puntero al hijo derecho. El ultimo hijo del bosque tiene el puntero al hijo
derecho a NIL. Basicamente estamos usando un arbol binario degenerado para representar la
lista de hijos.

Con esta representacion las operaciones para acceder al primer hijo y al resto del
bosque también son directas. Si queremos que el acceso al padre sea también rapido podemos
afadir un nuevo puntero a cada nodo que apunte al padre, pero esto complica las operaciones.
Otra solucion mas simple se basa en el uso de hebras. El hijo derecho del tltimo hijo del
bosque apunta al nodo padre en vez de estar vacio. Para diferenciar si ese puntero apunta al
siguiente hermano o al padre, se afiadira un nuevo campo al nodo que indique su funcion. Si
apunta al padre el campo valdra VERDADERO vy se estd apuntando al siguiente hermano
valdra FALSO.

A F

NN

F F J F QNN | T

T T
F

I

R ~_ | T

Figura 5.5. Implementacion del arbol anterior basado en arboles binarios
en la que el Gltimo hermano apunta al padre.

5.3 Arboles 2-3.

Como se vio en el tema de arboles binarios, los arboles de busqueda se usan para
mantener una estructura enlazada en la que se pueda realizar la busqueda de un elemento en
un tiempo similar a la busqueda binaria sobre un array. En estos arboles, se compara el
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elemento a buscar una vez en cada nivel del arbol hasta que lo encontremos o salgamos de
arbol sin hallarlo. El nimero de niveles para un arbol de busqueda con n elementos puede
estar entre n para arboles degenerados y logx(n) para arboles completamente equilibrados.
Esta variacion de altura, que depende del orden de insercion de los elementos, nos lleva a
buscar nuevos tipos de arboles que se mantengan lo mas equilibrado posible para asegurar un
rendimiento eficiente de la operacion de busqueda.

Ya se vieron los arboles AVL que mantenian una altura cercana a la minima, pero sin
garantizar que se alcanzara. En este apartado vamos a presentar un nuevo tipo de arbol
balanceado, en el que se garantiza una altura minima y, ademés servirdn de introduccion a
otros arboles, los arboles B, que se aplican para mantener estructuras enlazadas de datos
almacenados en memoria secundaria.

5.3.1 Definicion de arboles 2-3.

Un arbol 2-3 permite que un nodo tenga dos o tres hijos. Esta caracteristica le permite
conservar el balanceo tras insertar o borrar elementos, por lo que el algoritmo de busqueda es
casi tan rapido como en un arbol de busqueda de altura minima. Por otro lado, es mucho mas
facil de mantenerlo.

En un arbol 2-3, los nodos internos han de tener 2 6 3 hijos y todas las hojas han de
estar al mismo nivel. De forma recursiva se pueden definir como:

A es un arbol 2-3 de altura / si:
e A esun arbol vacio (un arbol 2-3 de altura 0), o

® A4 esdelaforma (r, 4;, Ag), donde r es un nodo y A; y 44 son arboles 2-3 de altura
h-1,0

e Aesdelaforma (r, 4j, Ac, A4), donde r es un nodo y 4;, A. y A4 son arboles 2-3 de
altura h-1.

Al poder tener los nodos tres hijos no estamos en un caso de un arbol binario. Si todos
los nodos tienen dos hijos coincidird con un arbol binario completo.

Para usar estos arboles de forma eficiente en las busquedas, tenemos que introducir un
orden entre los elementos por lo que daremos una nueva definicion.

Un arbol 4 es un arbol 2-3 de busqueda de altura 4 si:

e 4 esta vacio, 0

e A esdela forma (r, 4;, Aq4), donde » contiene un elemento, A; y 44 son arboles 2-3
de busqueda de altura A-/ y todos los elementos de 4; son menores que el
elemento de » y todos los elementos de 44 son mayores que el elemento de 7, o

e A esdelaforma (r, 4i, Ac, Aa), donde r contiene dos elementos (r1 y 72), Ai. Ac y Ad

son arboles 2-3 de busqueda de altura A-/ y todos los elementos de 4; son menores
que el menor elemento de 7, todos los elementos de A. son mayores que el
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elemento menor de 7 y menores que el elemento mayor de » y todos los elementos
de 44 son mayores que el mayor elemento de 7.

Esta definicion implica que el nimero de hijos de un nodo es siempre uno mas que el
numero de elementos que contiene ese nodo. En el caso de las hojas se permiten uno o dos
elementos en el nodo.

Desde ahora nos referiremos a los arboles 2-3 de busqueda simplemente como arboles
2-3.

120 150

10| |30 40| [60 | [ 80| [100 110| [130 140]

Figura 5. 6. Arbol 2-3 de biisqueda.

5.3.2 Busqueda en arboles 2-3.

La ultima definicion de arboles 2-3 es andloga a la de los arboles binarios de
busqueda, por lo que el algoritmo de busqueda también lo sera.

Para buscar un dato en un arbol 2-3, se empieza por la raiz y se va bajando por el
arbol hasta que se encuentre el dato o se llegue a una hoja. El camino que se sigue viene dado
por la comparacion entre el dato buscado y el contenido del nodo inspeccionado en cada
momento.

Si el arbol estd vacio, el dato no esta en el arbol. Si no estd vacio, primero lo
buscamos en la raiz. Si es alguno de los elementos de la raiz, ya lo hemos encontrado. En
caso contrario, si el nodo es una hoja, el elemento no esta en el arbol y el algoritmo acaba.

Si el nodo no es una hoja se sabe el subarbol por el que seguir la busqueda
comparando el dato con los elementos del nodo. Si sélo hay un elemento en el nodo y es
mayor que el dato a buscar, seguimos por el hijo derecho, si es menor, por el hijo izquierdo.
Si en el nodo hay dos elementos, r; y 1; (con 1; < 17) y el dato es menor que r;, buscamos por
el hijo izquierdo. Si el dato es mayor que r; y menor que 1, buscamos por el hijo central y si
es mayor que r, buscamos por el hijo derecho.

Como en un arbol 2-3 puede haber mas de un elemento en un nodo, se reduce el
nimero de nodos inspeccionados, aunque el nimero de comparaciones no sea menor que en
un arbol binario de busqueda completamente equilibrado. Se puede demostrar que la
complejidad de la busqueda de O(logy(n)) en el peor caso.
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5.3.3 Insercion en arboles 2-3.

A la hora de insertar un nuevo dato en un arbol 2-3 lo haremos de forma que se
mantenga el equilibrio en el arbol. La capacidad de tener uno o dos elementos en cada nodo
nos va a ayudar a conseguirlo.

Veamos ejemplos concretos para ilustrar el mecanismo de insercion.

50

/ \
30 70 90

40 m{) 100

Figura 5.7. Arbol 2-3 donde se insertaran los datos.

Supongamos que en el arbol de la figura queremos insertar el dato 39. Como en los
arboles binarios de busqueda, el primer caso consiste en localizar el nodo hoja donde debe ir
el elemento siguiendo un recorrido similar al que se produce en la busqueda de elementos.

En este caso, el 39 va en el mismo nodo que el 40. Como s6lo hay un elemento en ese
nodo, le afiadimos el 39 y hemos acabado la insercion.

50

/ \
30 70 90

[10 20] [39 40| m{ﬂ 100

Figura 5.8. Arbol de la figura anterior tras insertar el dato 39.

Si intentamos insertar el 38, iria en el nodo [39, 40], pero no hay sitio en ¢l para un
nuevo elemento. Lo que se hace en ese caso es dividir el nodo [38, 39, 40] en dos, uno con el
[38] y otro con el [40] y el elemento central, en este caso el 39, lo insertamos en el nodo
padre. El nodo padre pasa a ser [30, 39], el nodo [38] se convierte en el hijo central y el nodo
[40] en el hijo derecho.
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50

\
30 39 70 90

o ) B G0 b

Figura 5.9. Arbol 2-3 de la figura anterior tras insertar el dato 38.

Si el nodo padre hubiera estado ya lleno, al insertar el nuevo elemento habria que
repetir la operacion de division del nodo en dos e insercion en el nodo superior del elemento
central. Si insertamos el dato 37 en el arbol anterior, se queda en el nodo del 38 sin ningiin
problema. Si, posteriormente, insertamos el dato 36, el arbol quedaria de la siguiente forma:

37 50

10 20 100

Figura 5. 10. Arbol de la figura anterior tras insertar los datos 37 y 36.

La secuencia de inserciones y divisiones se puede propagar hacia arriba hasta llegar a
la raiz. Cuando la raiz pase a tener tres elementos [ry, 1> y 13], se dividira en dos nuevos nodos
[r1] y [r3] y se creard una nueva raiz, que contendrd so6lo el elemento [r;]. De esta forma,
cuando un arbol 2-3 crece en altura, lo hace por la arriba, creando una nueva raiz con un sélo
elemento.

%Nodo interno
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Altura h
Alturah+ 1

@;Eh T

Figura 5. 11. Division de nodos tras la insercion de un elemento.

5.3.4 Eliminacion en arboles 2-3.

La estrategia de eliminacion de datos de un arbol 2-3 es la complementaria a la de
insercion. En la insercion se produce una cadena de divisiones e inserciones hasta que un
nodo no necesite dividirse o se llegue a la raiz.

En el caso de la eliminaciéon de datos, los nodos que se quedan vacios tras la
extraccion de un elemento se fusionan con uno de sus hermanos para formar uno solo. Como
el nodo padre ha perdido un hijo, también ha de tener un elemento menos, por lo que uno de
los elementos del nodo padre pasa al nuevo nodo. La cadena de fusiones seguira hasta que un
nodo no se quede vacio o se llegue a la raiz.

El proceso siempre se va a empezar en un nodo hoja. Por tanto, si el elemento a borrar
estd en un nodo interior, se intercambia su valor con el su sucesor en inorden'. El sucesor en
inorden es el menor elemento del subarbol que queda a la derecha del elemento a borrar. Este
elemento siempre estard en un nodo hoja y su nueva posicion en el arbol respeta el orden. En
cambio, la nueva posicion del elemento a borrar no estd en orden, pero no importa porque,
precisamente, ese elemento va a ser eliminado. Es desde esa hoja desde donde se empieza el
algoritmo de eliminacion.

Si en la hoja en la que empezamos la eliminacidon hay otro elemento, ahi acaba el
proceso, pero si era el tnico elemento del nodo, éste se queda vacio, una situacion que no esta
permitida en los arboles 2-3. Para arreglarlo, se fusionan el nodo que se ha quedado vacio con
uno de sus hermanos. Como el nodo padre ha perdido un hijo, también tiene que tener un
elemento menos, por lo que se pasa un elemento del padre al nuevo nodo. El elemento que se
pasa es el antecesor comun a los dos nodos fusionados.

Una vez fusionados los nodos, hay dos situaciones posibles. Si el nodo hermano ya
estaba lleno (tenia dos elementos), no puede almacenar otro mas. Se divide el nuevo nodo en

! También se puede intercambiar por al antecesor en inorden.
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dos, que seran hijos del nodo padre y se pasa el elemento medio al nodo padre. Asi, el nodo
padre acaba con el mismo nimero de elementos y de hijos. Simplemente, se han distribuido
los elementos entre los nodos hijos. Hay que hacer notar que no se puede pasar directamente
un valor de uno de los hermanos al nodo que se ha quedado vacio porque no se mantendria el
orden del arbol.

Sin embargo, si el nodo hermano no estaba lleno (sélo tenia un elemento), admite el
nuevo elemento y el nodo padre se queda con un elemento menos. Si el nodo padre se queda
vacio al perder un elemento, se ha de repetir el algoritmo de fusion en el arbol tantos niveles
hacia arriba como haga falta hasta encontrar un nodo que no se quede vacio o se llegue a la
raiz. Si se llega a la raiz y se queda vacia, podemos asegurar que sélo tiene un hijo. La raiz se
elimina y su Unico hijo pasa a ser la nueva raiz.

Para ilustrar el mecanismo de eliminacion, borraremos del arbol de la figura los
elementos 70, 100 y 80.

50

/ \
3 70 90

N

60 80 100

38

Figura 5. 12. Arbol 2-3 de donde se borraran los datos.

Como el elemento 70 no esta en una hoja, lo intercambiamos con su sucesor en
inorden, el 80. El nodo quedaria entonces [80, 90] con tres hijos, [60], [70] y [100]. Al borrar
el 70, su nodo se queda vacio. Se intenta escoger para fusionarse un hermano con dos
elementos, para que el nodo padre no pierda elementos y evitar que se propaguen la fusiones
hacia arriba. Como este caso no tenemos ningun hermano que pueda ceder un elemento,
escogemos uno cualquiera, por ejemplo el [60]. En la fusidon se baja un elemento del nodo
padre y el arbol queda finalmente:

ISNEIELN

60 80 100

38

Figura 5. 13. Arbol de la figura anterior tras borrar el dato 70.

Ahora se pretende borrar el elemento 100, que ya esta en un nodo hoja. Este nodo
también se queda vacio, por lo que hay que repetir el proceso de fusion. Como el nodo
hermano esté lleno, al bajar un elemento del padre, hay que dividirlo y repartir los elementos.
Los nuevos nodos son el [60] y el [90] y el 80 es el elemento que pasa al nodo padre. El arbol
queda:
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3 80

NN

60 90

38

Figura 5. 14. Arbol de la figura anterior tras borrar el dato 100.

Como el elemento 80 estd en un nodo intermedio, el primer paso cuando se va a
borrar es intercambiarlo por su sucesor en inorden, el 90. Al eliminar el 80 de la hoja donde
se ha colocado, ésta se queda vacia, por lo que hay que fusionarla con su hermano. Su
hermano, que no esta lleno, acepta el elemento que baja del nodo padre que se queda vacio.
El arbol queda:

50
/\

’/39\:‘0 |

60 90

38

Figura 5. 15. Arbol 2-3 con un nodo vacio durante el borrado de un dato.

El nodo intermedio que se ha quedado vacio ha de fusionarse con el hermano ([39]).
Como en el paso anterior, el hermano pasa a tener dos elementos y el padre, en este caso la
raiz, se queda vacio:

30 '50
/ v \
38 40 60 90

Figura 5. 16. Arbol 2-3 con la raiz vacia durante el borrado de un dato.

Finalmente, se borra el nodo raiz vacio y su Unico hijo pasa a ser la nueva raiz. El
arbol ha perdido altura:

30 50
/ \ 4 \
38 40 60 90

Figura 5. 17. Estado final del arbol tras borrar el dato 80.
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5.3.5 Especificacion de arboles 2-3.

La especificacion del tipo ARBOL23 es muy similar a la de otros arboles con
propiedades que hemos visto anteriormente, como los arboles binarios de busqueda y los
arboles AVL. Algunos de los generadores del tipo seran ocultos, esto es, no se ofreceran
como operaciones al usuario, sino que serviran para construir la especificacion y, en su lugar
se ofreceran las operaciones de insercion y borrado de elementos que asegurardn que el
resultado mantenga las propiedades de los arboles 2-3 respecto al orden y forma del arbol.

Una diferencia respecto a los anteriores tipos es la definicién de tres operaciones
generadoras en lugar de dos. ArbolVacio es la operacion que genera un arbol sin elementos,
como en los tipos anteriores y hay una operacion (ConsArbol) que genera un arbol 2-3 cuya
raiz tiene un solo elemento y dos hijos y otra (Cons3Arbol) que genera un arbol 2-3 cuya raiz
tiene dos elementos y tres hijos. Estas dos ultimas operaciones son los generadores que se
mantienen ocultos al usuario.

Las operaciones de insercion y borrado hacen uso de una operacion auxiliar llamada
Equilibrar. Si no se utilizara esa operacion, el resultado de insertar un elemento en un arbol
podria producir un arbol con un hijo de una altura superior a la de sus hermanos en un nivel.
En el caso del borrado se podria producir un arbol con un hijo de una altura inferior a la de
sus hermanos en un nivel.

La operacion de Equilibrar no sirve para equilibrar cualquier arbol, sino que admite
como entrada un arbol 2-3 en el que uno de sus hijos tiene una altura mayor o menor que la
de sus hermanos en un nivel y su resultado es un arbol 2-3 donde todos los hijos tienen la
misma altura. Si el arbol de entrada ya estaba equilibrado, el resultado es el mismo arbol.

tipo ARBOL23;
dominios ITEM, BOOLEAN;

generadores
ArbolVacio: ——> ARBOL23;
ConsArbol: ITEM x ARBOL23 x ARBOL23 —— ARBOL23;
Cons3Arbol:ITEM x ITEM x ARBOL23 x ARBOL23 x ARBOL23 —> ARBOL23

constructores
Arbollzq, ArbolDch, ArbolCentral: ARBOL23 —/— ARBOL23;
Insertar, Borrar: ITEM X ARBOL23 —— ARBOL23;

selectores
EsArbolVacio: ARBOL23 —s BOOLEAN;
Raiz, PrimerValor, SegundoValor: ARBOL23 —/— ITEM,;

auxiliares
NumValores: ARBOL23 —— CARDINAL;
MinVal, MaxVal: ARBOL23 —/— ITEM;

precondiciones A: ARBOL23;
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pre Arbollzq(A): NOT EsArbolVacio(A);

pre ArbolDer(A): NOT EsArbolVacio(A);

pre ArbolCentral(A): NOT EsArbolVacio(A) AND NumValores(A) = 2;
pre Raiz(A): NOT EsArbolVacio(A) AND NumValores(A) = 1;

pre PrimerValor(A): NOT EsArbolVacio(A) AND NumValores(A) = 2;
pre SegundoValor(A): NOT EsArbolVacio(A) AND NumValores(A) = 2;
pre MinVal(A): NOT EsArbolVacio(A);

pre MaxVal(A): NOT EsArbolVacio(A);

ecuaciones 1,j: ITEM; 1, m, r: ARBOL23;
EsArbolVacio(ArbolVacio) == TRUE;
EsArbolVacio(ConsArbol(i, 1, r)) == FALSE;
EsArbolVacio(Cons3Arbol(i, j, 1, m, r)) == FALSE;

MinVal(ConsArbol(i, j, 1, r)) == SI EsArbolVacio(l) ENTONCES i

SI NO MinVal(l);
MinVal(Cons3Arbol(i, j, I, m, r)) ==SI EsArbolVacio(l) ENTONCES i

SI NO MinVal(l);
MaxVal(Cons3Arbol(i, j, I, r)) ==  SI EsArbolVacio(r) ENTONCES j

SI NO MaxVal(r);
MaxVal(Cons3Arbol(i, j, I, m, r)) == SI EsArbolVacio(r) ENTONCES j

SI NO MaxVal(r);

NumValores(ArbolVacio) == 0
NumValores(ConsArbol(i, 1, r)) == 1

NumValores(Cons3Arbol(i, j, 1, m, 1)) == 2
Raiz(ConsArbol(i, 1, r)) ==;
PrimerValor(Cons3Arbol(i, J, I, m, 1)) ==1;
SegundoValor(Cons3Arbol(i, j, 1, m, r)) == j;
Arbollzq(ArbolVacio) == ArbolVacio;
ArbolIzq(ConsAybol(i, L, r)==1;
Arbollzq(Cons3Arbol(i, j, I, m, r)) ==
ArbolDch(ArbolVacio) == ArbolVacio;
Arbochh(ConsAgbol(i, Lr)==r;
ArbolDch(Cons3Arbol(i, j, 1, m, r)) ==r;
ArbolCentral(Cons3Arbol(i, J, I, m, 1)) == m;
Insertar(i, ArbolVacio) == ConsArbol(i, ArbolVacio, ArbolVacio);
Insertar(i, ConsArbol(j, 1, r)) ==

SIi<j ENTONCES

Equilibrar(ConsArbol(j, Insertar(i, 1), r))
SINO
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Equilibrar(ConsArbol(j, 1, Insertar(i, 1)));
Insertar(i, Cons3Arbol(j, k, 1, m, r)) ==

SIi<j ENTONCES

Equilibrar(Cons3Arbol(j, k, Insertar(i, 1), m, r))
SINO SI i<k ENTONCES

Equilibrar(Cons3Arbol(j, k, 1, Insertar(i, m), r))
SINO

Equilibrar(Cons3Arbol(j, k, 1, m, Insertar(i, r)));

Borrar(i, ArbolVacio) == ArbolVacio;
Borrar(i,ConsArbol(j,l,r)) ==
SIi=j ENTONCES
SI EsArbolVacio?(1) ENTONCES
ArbolVacio
SINO
Equilibrar(Cons2Arbol(MaxVal(l),Borrar(MaxVal(l),1),r))
SINO SIi<j ENTONCES
Equilibrar(Cons2Arbol(j,Borrar(i,l),r))
SINO
Equilibrar(Cons2Arbol(j,l,Borrar(i,r)))
Borrar(i,Cons3Arbol(j,k,1l,m,r)) ==
SIi=j ENTONCES
SI EsArbolVacio?(1) ENTONCES
ConsArbol(k,ArbolVacio,ArbolVacio)
SINO
Equilibrar(Cons3Arbol(MaxVal(l),k,Borrar(MaxVal(l),l),m,r))
SINO SIi=k ENTONCES
SI EsArbolVacio?(1) ENTONCES
ConsArbol(j,ArbolVacio,ArbolVacio)
SINO
Equilibrar(Cons3Arbol(j,MinVal(r),l,m,Borrar(MinVal(r),r)))
SINO
SIi<j ENTONCES
Equilibrar(Cons3Arbol(j,k,Borrar(i,1),m,r))
SINO SIi<k ENTONCES
Equilibrar(Cons3Arbol(j,k,l,Borrar(i,m),r))
SINO
Equilibrar(Cons3Arbol(j,k,I,m,Borrar(i,r)));

Equilibrar(ArbolVacio) == ArbolVacio;
Equilibrar(ConsArbol(i, 1, r)) ==
SI Altura(l)=Altura(r) ENTONCES
ConsArbol(i, 1, )
SINO SI Altura(l)>Altura(r) ENTONCES
SI NumValores(l) = 1 ENTONCES
Cons3Arbol(Raiz(1), i, ArbolIzq(l), ArbolDch(l), r)
SINO
ConsArbol(SegundoValor(1),
ConsArbol(PrimerValor(l), Arbollzq(l), ArbolCentral(1)),
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ConsArbol(i, ArbolDch(l), r))
SINO
SI NumValores(r) = 1 ENTONCES
Cons3Arbol(i, Raiz(r), 1, Arbollzq(r), ArbolDch(r))
SINO
ConsArbol(PrimerValor(r),
ConsArbol(i, 1, Arbollzq(r)),
ConsArbol(SegundoValor(r), ArbolCentral(r), ArbolDch(r)))

Equilibrar(Cons3Arbol(i, j, 1, m, r)) ==
SI Altura(l) = Altura(m) = Altura(r) ENTONCES
Cons3Arbol(i, J, I, m, 1)
SINO SI Altura(m) = Altura(r) ENTONCES
SI Altura(l) > Altura(m) ENTONCES (* Insercion *)
ConsArbol(i, 1, ConsArbol(j, m, 1))
SINO (* Borrado *)
SI NumValores(m) = 1 ENTONCES
ConsArbol(j,
Cons3Arbol( i, Raiz(m),
1, Arbollzq(m), ArbolDch(m)), r)
SINO
Cons3Arbol(PrimerValor(m), j,
ConsArbol(i, 1, Arbollzq(m)),
ConsArbol(  SegundoValor(m),
ArbolCentral(m), ArbolDch(m)),
r)
SINO SI Altura(l) = Altura(r) ENTONCES
SI Altura(m) > Altura(l) ENTONCES (* Insercion *)
ConsArbol(Raiz(m),
ConsArbol(i,], Arbollzq(m)),
ConsArbol(j,ArbolDch(m),r))
SINO (* Borrado *)
SI NumValores(l) = 1 ENTONCES
ConsArbol(j,
Cons3Arbol(Raiz(l), i,
Arbollzq(l), ArbolDch(l), m),

r)
SINO
Cons3Arbol(SegundoValor(l), j,
ConsArbol(  PrimerValor(l),
Arbollzq(l), ArbolCentral(l)),
ConsArbol( i, ArbolDch(l), m),
r)
SINO SI Altura(m) = Altura(l) ENTONCES
SI Altura(r) > Altura(m) ENTONCES (* Insercion *)
ConsArbol(j , ConsArbol(i, 1, m), 1);
SI NO (* Borrado *)
SI NumValores(m) =1 ENTONCES
ConsArbol(i, 1,
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Cons3Arbol( Raiz(m), j,
Arbollzq(m), ArbolDch(m), r))
SINO
Cons3Arbol(i, SegundoValor(m), I,
ConsArbol(PrimerValor(m),
Arbollzq(m), ArbolCentral(m)),
ConsArbol(  j, ArbolDch(m), r))

fin

5.3.6 Implementacion de arboles 2-3.

En este apartado vamos a presentar dos opciones para la estructura con la que
implementar de forma dindmica. La primera opcién se basa en un registro con un campo por
cada uno de los valores posibles en un nodo:

TYPE
ARBOL23 = POINTER TO NODO;
NODO = RECORD
NumValores: CARDINAL;
PrimerValor, SegundoValor: ELEMENTO;
Izquierdo, Medio, Derecho: ARBOL23;
END;

El campo NumValores puede declararse de tipo BOOLEAN, ya que solo tiene dos
valores posibles. Se puede tomar a TRUE cuando un solo valor y FALSE cuando tenga dos o
al revés.

La otra opcidn se basa en un registro variante donde se separan claramente las dos
formas que puede tener el nodo en funcion de que tenga un elemento o dos:

TYPE
ARBOL23 = POINTER TO NODO;
NODO = RECORD
CASE NumValores: CARDINAL OF
1:
Raiz: ELEMENTO;
lzquierdo, Derecho: ARBOL23;

PrimerValor, SegundoValor: ELEMENTO;
Izquierdo, Medio, Derecho: ARBOL23;
END;
END;

En este caso también NumValores puede declararse de tipo BOOLEAN.
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5.4 Arboles B (Balanceados).

Los arboles B tienen por objetivo agrupar en cada nodo mas de un elemento de
manera que el acceso a un elemento cualquiera tenga lugar visitando un niimero de nodos
inferior al caso del arbol binario de busqueda simple.

Esto es util cuando el arbol se halla almacenado en un dispositivo de acceso lento,
como puede ser el disco duro, y acceder a un nodo implica acceder a un sector distinto del
disco. En estos casos se hace coincidir un sector fisico con el tamafio de un nodo, de manera
que si un elemento ocupar e bytes y un sector fisico tiene un tamafio f, en cada nodo se

f

almacenaran {— J elementos. Asi aprovechamos al méximo el acceso al disco.
e

Un arbol B de orden n es un arbol de busqueda de orden n que cumple las siguientes
propiedades’:

a) cada nodo tiene un méaximo de 2n elementos y un minimo de »n elementos, excepto
la raiz, que puede tener un minimo de un elemento.

b) un nodo es o bien un nodo hoja sin hijos o bien un nodo intermedio con m
elementos y m + [ hijos (n < m < 2n). Si ey, €, ..., €, denotan los elementos del
nodo y Py, Py, .., Py, los hijos, entonces:

e P, contiene los elementos menores que e,
e P; contiene los elementos mayores que e; y menores que €1 y

e P, contiene todos los elementos mayores que ey,.

¢) todas las ramas tienen la misma longitud.

18

/\

12 28 34

YA

4 6 8|10 11|13 14 16| |19 20| |23 24 26 30 31 32| |37 36

Figura 5. 18. Arbol B de orden 2.

Como se puede ver por la definicion, los arboles 2-3 son arboles B de orden 1.

? Otros autores definen los arboles B de grado N como aquellos donde el nimero de elementos de un
nodo esta entre N -1 y N DIV 2. El resto de la definicion es similar.
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5.4.1 Insercion en arboles B.

La insercién de un elemento en un arbol de este tipo es analoga a la insercion en los
arboles 2-3. Los nuevos datos siempre se insertan en un nodo hoja. Si la hoja la que se inserta
el nuevo elemento tiene menos de 2n elementos, el nuevo elemento se inserta ordenadamente
en esa hoja y ahi acaba el proceso de insercion. Pero si la hoja donde debe ir el nuevo
elemento ya tiene 2n elementos, no podemos actuar de la misma manera, porque
obtendriamos un nodo con 2z + 1 elementos. Para evitarlo, dividimos el nodo en dos, uno con
los elementos e, .., €, y otro con los elementos e, + 2, .. €. El elemento e, lo insertamos en
el nodo padre siguiendo la misma técnica.

Si el nodo padre ya contenia 2n elementos, hay que volver a dividir. Este proceso
puede repetirse hasta llegar al nodo raiz y hacer que éste se quede con 2n + 1 elementos. En
ese caso, generamos una nueva raiz que contendra solo el elemento desplazado de la antigua
raiz. De esta forma, un arbol B crece por la raiz, de manera que, siempre que la altura se
incrementa en 1, la nueva raiz sélo tiene un elemento.

Veamos con un ejemplo cémo es la insercion en un arbol B de orden 2. Supongamos
que queremos insertar la secuencia de elementos: 28, 47, 97, 2, 77.

N 2> ] 2 MaslJa)] —»

Tl a7 —2» 2 sl a2 To7 /]
. ol

— 17y
1211281 11911

Figura 5. 19. Insercion de elementos en un arbol B de orden 2.

Veamos otro ejemplo: la insercion de los elementos 45 y 51 en un arbol que contiene
ya otros elementos:
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A/A/Hmzlwlvlml\l\zw\‘\‘

o B 135, 140 [46] X 8

N3t N32NN36sN39N N a1 N 42 v43N44N N 48 N 49 N 52 N 58

ﬂ
A/A/Hm/lsol |60|44(LH\
o B [35] 40|/|43|:|46|

N31N32NN36N39N N4t N42N N44NasN N4sN 49 Ns2NssN

Figura 5. 20. Insercion del elemento 45 en un arbol B de orden 2.

ﬂ51

./|/|13|l|30|\ |./|60|\L7OQA\
o B L 3s]/ 400, ] [\]46]\[51] Y 5

N3t N32NN36N39N N 41 ‘42N N 44 N4s N Nag N 49N N 52 N ss N

Figura S. 21. Insercion del elemento 51 en el arbol de la figura anterior.

El nodo hoja en el que deberia ir el elemento 51 (el que tiene [48, 49, 52, 58]) ya esta
lleno, por lo que lo dividimos en dos e insertamos en el nodo padre el elemento central,
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precisamente el 51. A su vez , el nodo padre ya esta lleno, por lo que lo volvemos a partir en
dos e intentamos insertar el elemento central, en este caso el 43, en el nodo padre. El nodo
donde intentamos insertar el 43 es la raiz y también se encuentra lleno, por lo que lo
dividimos en dos y creamos un nuevo nodo raiz con el elemento medio, que vuelve a ser el
43,

5.4.2 Eliminacion en arboles B.

La operacion de eliminacion también es andloga a la de los arboles 2-3. Siempre
eliminaremos un elemento de un nodo hoja. Si el elemento a eliminar estd en un nodo
intermedio, lo sustituiremos por el elemento sucesor en inorden, que sera el menor elemento
del arbol situado inmediatamente a su derecha. El sucesor se encuentra, con seguridad, en un
nodo hoja. También puede sustituirse por el elemento anterior en inorden, que seria el
maximo elemento del arbol situado inmediatamente a su izquierda.

El problema aparece cuando intentamos eliminar un elemento de un nodo hoja que
solo tiene n elementos. Como el nodo no se puede quedar con menos de n elementos, hemos
de conseguir de algln sitio otro elemento para reemplazarlo. Lo que hacemos es generar un
nuevo nodo con el nodo de donde hemos eliminado, uno de los nodos vecinos (el derecho o el
izquierdo) y el elemento comin a ambos del nodo padre. Podemos encontrarnos con dos
situaciones tras la fusion:

a) el nodo vecino tiene mas de n elementos, con lo que el nodo que resulta de la fusion
tiene al menos 2n + 1 elementos. Entonces, el elemento mediana del nuevo nodo se
inserta en el nodo padre en la posicion del elemento que se ha tomado prestado y se
crean dos nuevos nodos, uno con los elementos menores y otro con los elementos
mayores. Ambos nodos tendran al menos n elementos cada uno.

b) el nodo vecino tiene n elementos, con lo que el nodo que resulta de la fusion tiene 2n
nodos, por lo que no tenemos que dividirlo. Sin embargo, si el nodo padre tenia n
elementos, al perder uno, se queda con n-1. Para conseguir otro elemento para este
nodo aplicamos este mismo proceso reiteradamente hasta que tengamos al menos n
elementos en el nodo sin necesidad de coger otro de otro nodo o el nodo que pierde el
elemento sea la raiz. Como la raiz no tiene que cumplir la restriccion del niimero de
elementos no hace falta aplicarle el proceso.
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/|50|\|90|\

N 10\ 20 [\ |\|60|\|70|\|80|\| o

|20|\|90|\

NN N0 [\ 70 [\ 80 [\ o
I
|\|10|\|20|\|60|\|70|\|80|\|90N\

/|60|\|90|\

N 10 1\ 20 [\ NJ 70 \J 80 N\ o

Figura 5. 22. Eliminacion del elemento 50 de un arbol B de orden 2.

En el ejemplo de la figura 5.10, como el elemento a eliminar (50) no se encuentra en
una hoja, lo sustituimos por el mayor del arbol inmediatamente a su izquierda, el 20. Al
quitar el 20, ese nodo se queda con un solo elemento, por lo que hemos de fusionarlo con el
nodo vecino y el elemento comun del padre, el 20. El nodo resultante tiene 2n + 1 elementos,
por lo que lo dividimos en dos nuevos nodos y pasamos el elemento central al nodo padre.

- [43]

a./|/|13|l|30|\ |,/|60|\L70<A\g

B v 461/ 51 ] 163l l66] ]

N44N4sN N4sNaoN e 6 x M

Figura 5. 23. Arbol B de orden 2 en el que se va a eliminar el elemento 43.

En el arbol de la figura 5.11 vamos a eliminar el elemento 43. Si lo sustituimos por el
siguiente elemento en inorden, sacaremos el elemento 44 del nodo hoja en el que esta. Como
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ese nodo se queda con un solo elemento, hay que reorganizar los nodos. Fusionamos en un
nodo el 45, los nodos del arbol vecino y el elemento comun de la raiz. Con esos elementos
formamos el nodo [45, 46, 48, 49], que no hay que separarlo. Pero entonces el padre se queda
con un solo elemento, por lo que tenemos que reorganizar otra vez. Formamos un nodo con el
elemento 51, los elementos del nodo vecino y el elemento comun del padre. El nodo formado
es el [51, 60, 63, 66]. Este nodo no hay que dividirlo, pero otra vez el nodo padre se queda
con un solo elemento. Hay que volver a reorganizar. Se crea un nuevo nodo con el nodo
restante, los elementos del nodo vecino y el elemento de la raiz. El nuevo nodo esta formado
por los elementos [13, 30, 44, 70] y pasa a ser la raiz.

l130 [30] [44],]70]

7,

L 151 |\|60|\|63|\|66|\|

I

Figura 5. 24. Arbol de la figura anterior tras la eliminacién del elemento 43.

B

| 145 | l46] [48] [49] |

Como puede observarse, cada nodo, excepto la raiz, tiene una carga minima del 50 %.
Hay otras variedades de arboles balanceados que aumentan la carga minima por nodo. Los
nodos B* aseguran una carga minima del 66 %. Los arboles compactos aseguran una carga
minima del 90 %. Evidentemente, en estos arboles los algoritmos de insercion y borrado son
mas complejos y provocan un niimero mayor de propagaciones, por lo que son mas costosos.

Por otro lado, tenemos los 4rboles B, que solo almacenan las claves de los elementos
insertados. Junto con cada clave hay un puntero al elemento completo. Ademas todos los
elementos estan encadenados entre si, formando una secuencia ordenada, que facilita su
recorrido secuencial a partir de cualquier posicion.

5.5 Ejercicios.

1.- En la especificacion algebraica de los arboles de orden N, algunas operaciones se
han definido usando técnicas de inmersién para aplicarlas a los bosques de hijos. Estas
técnicas de inmersion consisten en afiadir un nuevo parametro que haga el papel de contador
en la programacion imperativa. Definir de nuevo dichas operaciones sin usar técnicas de
inmersion sino definiendo las operaciones para bosques sobre los constructores de dichos
tipos.

Nota: tener en cuenta en qué operaciones el orden es significativo para el resultado de
la funcién y si la nueva especificacion lo tiene en cuenta o no.
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2.- En un arbol general, el recorrido en inorden se puede definir recorriendo el primer
hijo en inorden, seguido de la raiz y de los demas hijos en inorden. Indicar los recorridos en
preorden, inorden y postorden del siguiente arbol general:

3.- Dibujar el arbol general a que equivale la siguiente forma canonica:

* Arbol(a, Insertar(A,, Insertar(A,, Insertar(Asz, Bosque vacio))))

donde:

A=Arbol(b, Bosque vacio)

A,=Arbol(c, Insertar(A,;, Insertar(Arbol(f, Bosque vacio), Bosque vacio)))

As;=Arbol(d, Insertar(Arbol(g, Bosque vacio), Insertar(Arbol(h, Bosque vacio),
Bosque vacio)))

Aj=Arbol(e, Insertar(A;;;, Insertar(A;;», Insertar(Arbol(k, Bosque vacio),
Bosque vacio))))

Aj11=Arbol(i, Insertar(Arbol(l, Bosque vacio), Bosque vacio))

Ajp=Arbol(j, Insertar(Arbol(m, Bosque vacio), Insertar(Arbol(n, Insertar(Arbol(,
Insertar(Arbol(o, Bosque vacio), Bosque vacio)), Bosque vacio)), Bosque vacio)))

4.- Suponiendo que tenemos una implementacion de arboles generales, hacer un
procedimiento en Modula-2 que escriba todos los caminos que van desde la raiz a cada una
de las hojas, suponiendo que cada nodo contiene un caracter. P. ¢j., en el arbol siguiente
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deberian obt@nerse las palabras: MOLER, MOLA, MOKA, MOTA, MIRRA, MIRO,
MISA, MISTO y MISTICO.

5.- La estructura de datos cuad-arbol se emplea en informatica para representar figuras
planas en blanco y negro. Se trata de un arbol en el cual cada nodo, o bien tiene exactamente
cuatro hijos, o bien es una hoja. En este ultimo caso puede ser o bien una hoja Blanca, o una
hoja Negra.

El arbol asociado a una figura dibujada dentro de un plano (que supondremos un
cuadrado de lado 2%), se construye de la forma siguiente:

- Se subdivide el plano en cuatro cuadrantes.

- Los cuadrantes que estan completamente dentro de la figura corresponden a hojas
Negras, y los que estan completamente fuera de la regidn, corresponden a hojas Blancas.

- Los cuadrantes que estan en parte dentro de la figura, y en parte fuera de ésta,
corresponden a nodos internos; para estos ultimos se aplica recursivamente el algoritmo.
Como ejemplo veamos la siguientes figura y su arbol asociado:

B BNB BBNNBBNBBNN g

Figura y cuad-rbol
correspondientes.

a) Especificar una operacion que aplicada sobre una figura, la convierta en su
correspondiente cuad-arbol.
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b) Especificar una operacion que aplicada sobre un cuad-arbol, lo convierta en su
correspondiente figura.

Suponer que existe un tipo figura con las operaciones que se necesiten, y con la
estructura que mas convenga.
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