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Arboles

Arboles generales

Un arbol es una estructura no lineal aciclica utilizada para organizar informacion de forma eficiente.
La definicidn es recursiva:
Un &rbol es una coleccién de valores {vy, vo, ... v, } tales que

V. Sin = 0 el arbol se dice vacio.

v" En otro caso, existe un valor destacado que se denomina raiz (p.e. v1), y los demds elementos forman
parte de colecciones disjuntas que a su vez son arboles. Estos drboles se llaman subarboles del raiz.
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Representacion en Haskell

data

Arbol a = Vacio | Nodo a/
Show

al :: Arbol Integer

al = Nodo 10 [all, al2, al3]

hoja  :: a — Arbol a
hoja x = Nodo z []
ratz

ratz Vacio

raiz (Nodo z _)

frbol a] derivin
Arbol al g

hijos

=

tamano

where ; 5o Vaed, _ 0
all = Nodo 22 [hoja 15, hoja 12] tammzo ;}C;O -
012 = hoja 35 amano (Nodo _ xs)
al3 = Nodo 52 [hoja 33|
profundidad o Arbol 0 — Integer

profundidad Vacio
profundidad (Nodo _ [])
profundidad (Nodo _ xs)

~=0
—1

= (+1) . mazimum . map profundidad $ xs

w Arbol a — «a
= error ’raiz de arbol vacio”

o Arbol o — Integer

= (+1) . sum . map tamano $ zs
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Arboles binarios

Un arbol binario es arbol tal que cada nodo tiene como maximo dos subdrboles.

data ArbolB a = VacioB
| NodoB (ArbolB a) _a , (ArbolB a) deriving Show
T raV]/Z T
Sub 1z2q ’ SU er
Consideraremos que las tres componentes del constructor NodoB son el subarbol izquierdo, el dato raiz
y el subarbol derecho respectivamente.

Si falta un subdarbol, se usa VacioB.

a2 :: ArbolB Integer hojaB 1 a — ArbolB a
a2 = NodoB al 10 aD hojaB x = NodoB VacioB z VacioB
where
al = NodoB all 15 alID

aD = NodoB aDI 18 aDD
all = hojaB 24

alD = hojaB 27

aDI = VacioB

aDD = hojaB 24
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Arboles binarios (I1)

ratzB :: ArbolB a — a

raizB VacioB =error "raiz dedrbol vacio”

raizB (NodoB _x ) =x

tamanoB - ArbolB a4 — Integer

tamanoB VacioB =0

tamanoB (NodoB i r d) =1 + tamanoB ¢ + tamanoB d
profundidadB - ArbolB a — Integer
profundidadB VacioB =0

profundidadB (NodoB i r d) =1 + mazx (profundidadB i) (profundidadB d)
EJERCICIO: Define funciones para

v" Comprobar si un dato pertenece a un arbol.

v~ Contar cuantas veces aparece un dato en un arbol.
v" Sumar todos los nodos de un arbol de nimeros.

v Calcular el valor maximo almacenado en un arbol.

Da versiones para arboles binarios y generales.
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Recorrido de arboles binarios

enOrdenB ArbolB a — a]

enOrdenB VacioB =[]

enOrdenB (NodoB i r d) =enOrdenB i + (r : enOrdenB d)
preOrdenB ArbolB a — |d]

preOrdenB VacioB =[]

preOrdenB (NodoB i r d) =(r : preOrdenB i) + preOrdenB d
postOrdenB ArbolB o — [a]

postOrdenB VacioB =[]

postOrdenB (NodoB i r d) =postOrdenB i H postOrdenB d + [r]
MAIN> enOrdenB a2

[24,15,27,10,18,24] :: [Integer]

MAIN> preOrdenB a2

[10,15,24,27,18,24] :: [Integer]

MAIN> postOrdenB a2

[24,27,15,24,18,10] :: [Integer]

EJERCICIO: Define los recorridos en pre-orden y post-orden para arboles generales.
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La funcién fmap
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La funcidon map solo esta predefinida para listas, pero existe una version sobrecargada predefinida en la

siguiente clase:

class Functor m where
fmap : (a — b) — ma — mb

Por ejemplo, las listas son una instancia predefinida de esta clase:

instance Functor [| where
fmap = map

Es posible usar tanto map como fmap con listas.
La funcidon fmap también tiene sentido para arboles binarios:

instance Functor ArbolB where

fmap f VacioB =VacioB
fmap f (NodoB i r d) =NodoB (fmap f i) (f r) (fmap f d)

O para arboles generales:

instance Functor Arbol where

fmap [ Vacio =Vacio
fmap f (Nodo x xs) =Nodo (f =) (map (fmap f) xs)

Una funcién que duplique los datos enteros almacenados en cualquier funtor:

duplicar :: Functor f = f Integer — f Integer
duplicar =fmap (*2)
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Plegado de Arboles

Consideremos

sumArbol B .. ArbolB Integer — Integer
sumArbolB VacioB =0
sumArbolB (NodoB i v d) = sumar (sumArbolB i) r (sumArbolB d)
where
sumar vy z = r+y—+=z2
enOrdenB ArbolB o — [a]

enOrdenB VacioB =[]

enOrdenB (NodoB i r d) =concatenar (enOrdenB i) r (enOrdenB d)
where

concatenar © y z = x H [y] H 2z

Ambas funciones siguen el esquema:

fun VacioB =z foldArbolB (b —a —b—0b — b — AbolBa — b
fun (NodoB i v d) =| [ |(fun i) r (fun d) foldArbolB f z = fun
where
fun VacioB =z

fun (NodoB i r d) = f (fun i) r (fun d)

O equivalentemente, por cumplirse fold/lrbOZBf 2 = fun:

foldArbolB (b —a—b—b) — b— AbolBa — b
foldArbolB | z VacioB =2z

foldArbolB f =z (NodoB i d) =f (foldArbolB f z i) r (foldArbolB f z d)



114

Capitulo 9. Programacién con Arboles

Plegado de Arboles (I1)

Recordemos

sumArbolB VacioB =0
sumArbolB (NodoB i r d) = sumar (sumArbolB i) r (sumArbolB d) where sumar x y z = x+y+ 2

enOrdenB VacioB =]
concatenar (enOrdenB i) r (enOrdenB d) where concatenar x y z = © H [y] H 2

enOrdenB (NodoB i r d) =
foldArbolB (b — a — b — b) — b — ArbolBa — b

fold/lrbolB fz =fun
where
fun VacioB =z
fun (NodoB i r d) =f (fun i) r (fun d)

Asi:
enOrden :: ArbolB a — [

sumArbolB :: ArbolB Integer — Integer
sumArbolB = foldArbolB ANz y 2z — =z + y + 2)0 enOrden = foldArbolB (A x y z — = H [y| H# 2) []

Para definir una funcién usando fOdelrbolB:

v" Proporcionar el resultado (z) para el arbol vacio.

v" Proporcionar funcién (f) que calcule el resultado a partir del resultado para el subarbol izquierdo, Ia

raiz y el resultado para el subarbol derecho.
EJERCICIO: Define usando la funcién de plegado las funciones tamanoB, profundidadB y enOrdenB
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Plegado de Arboles (l11)

Consideremos

sumArbol o Arbol Integer — Integer preOrden . ArbolB a — [a]
sumArbol Vacio =0 preOrden Vacio =[]
sumArbol (Nodo = xs) = sumar x (map sumArbol zs) preOrden (Nodo x xs) = unir = (map preOrden xs)
where where
sumar n ns = n + sum ns unir y ys = y : concat ys

Ambas funciones siguen el esquema:

fun Vacio = Z

fun (Nodo = zs) =| [ |z (map fun xs)

La funcion foldfirbol captura el esquema de computo anterior:

foldArbol  :(a — [b] — b) — b — Arbola — b
fald//lrbal fz =fun
where
fun Vacio =2
fun (Nodo x xs) =f = (map fun xs)

Asi

sumdArbol = foldArbol (A n ns — n + sum ns) 0  preOrden = foldArbol ANy ys — y : concat ys) |[]
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Arboles Binarios de busqueda

Un arbol binario de busqueda es un arbol binario tal que
v O bien es vacio
v" O no es vacio y para cualquier nodo se cumple que:

e |os elementos del correspondiente subarbol izquierdo son menores o iguales al almacenado en el
nodo

e y los elementos del correspondiente subarbol derecho son estrictamente mayores al almacenado
en el nodo

El arbol de la figura esta ordenado
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Arboles Binarios de btsqueda (11)

La siguiente funcidn puede ser utilizada para comprobar si un arbol binario es de bisqueda:

esArbol BB - Ord a = ArbolB a — Bool
esArbolBB VacioB =True

esArbolBB (NodoB i r d) =todosArbolB (< 1) i &
todosArbolB (> 1) d &
esArbolBB i &
esArbolBB d

todosArbol B :: (a — Bool) — ArbolB a — Bool
todosArbolB p VacioB =True

todosArbolB p (NodoB i d) =p r &
todosArbolB p 1 & todosArbolB p d

La funcidn de buisqueda es mas eficiente ya que si el dato no coincide con la raiz solo hay que buscar
en uno de los subarboles:

pertenece BB . Orda = a — ArbolB a — Bool
perteneceBB x VacioB = False
pertenece BB x (NodoB i r d)

|z ==r = True

|z <7 = pertenece BB x i

| otherwise = perteneceBB z d

de modo que como maximo se realizan tantas comparaciones como profundidad tenga el arbol.
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Arboles Binarios de bisqueda (111)
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Funcion para insertar un nuevo dato dentro de un arbol de bldsqueda, de modo que se obtenga otro

arbol de busqueda:

msertarBB

msertarBB x VacioB
insertarBB z (NodoB i r d)

|z <r
| otherwise

2 Orda = a — ArbolB a — ArbolB a
= NodoB VacioB x VacioB

= NodoB (insertarBB z i) r d
= NodoB i r (insertarBB x d)

Una propiedad interesante es que si se realiza una visita en orden de un arbol de busqueda se obtiene

una lista ordenada.
Es posible ordenar una lista de datos construyendo un arbol de blsqueda con sus elementos y recorriendo

éste en orden:

listaAArbolBB :: Ord a = [a] — ArbolB a
listaAdrbol BB =foldr insertarBB VacioB
treeSort :: Ord a = |a] — |q]

treeSort =enOrdenB . listaAArbolBB

Por ejemplo:

MAIN> treeSort [4,7,1,2,9]

[1,2,4,7,9] =

[Integer]
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Arboles Binarios de biisqueda (1V)

La eliminacion de un dato es un poco mas complicada: si el nodo a eliminar tiene dos subarboles no se
puede dejar un hueco en su lugar.

Una solucion consiste en tomar el mayor elemento del subarbol izquierdo del nodo a eliminar y colocar
éste en el hueco. De este modo el nuevo arbol seguira siendo ordenado:
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esVacioB
esVacioB VacioB

esVacioB _

eliminarBB

eliminarBB x VacioB =

Arboles Binarios de btisqueda (V)
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eliminar 50 /(30

- ArbolB a — Bool
= True
= Fualse

a — ArbolB a — ArbolB a

Ord a =
VacioB

eliminarBB = (NodoB i r d)

|z < r
|z > 7
| esVacioB i
| esVacioB d
| otherwise
where

(mi, 1)

tomaMazBB (NodoB i r VacioB) =
tomaMaxBB (NodoB i r d) =

where

(m, d')

= NodoB (eliminarBB z 1) r d
= NodoB i r (eliminarBB x d)
=d
=1

= NodoB i mi d

= tomaMaxBB 1

(r, i)
(m, NodoB i r d')

= tomaMaxBB d

tomaMaxBBa
devuelve  un  par
(ma, a’) donde ma
es el mayor elemento
del arbol de biusqueda
ay a es el arbol que
se obtiene al eliminar
el elemento ma del
arbol a.

El elemento maximo
se encuentra profun-
dizando todo lo posi-
ble por la derecha en

el arbol.
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Induccion para arboles binarios

dataArbolB o = VacioB
| NodoB (ArbolB a) a (ArbolB a) deriving Show

Principio de induccion para valores definidos del tipo ArbolB a
( P(VacioB)
N
Vi, d :: Arbol B a, Vr :: a -
P(i) N P(d) = P(NodoB i r d)

Vi ArbolB a - P(z) < 4

Vamos a probar que las funciones

sumArbolB VacioB =0
sumArbolB (NodoB i r d) =sumar (sumArbolB i) r (sumArbolB d)
where
sumarryYyz = r+ Y+ =2

sumArbolB' = foldArbolB Az yz — = + y + 2) 0
calculan el mismo resultado:

Yz :: ArbolB Integer - sumArbolB © = sumArbolB' ©
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