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Resumen En este trabajo presentamos una generalizacién difusa del
concepto de computacién o derivacién en una gramaética de formas. Pri-
meramente presentamos las ideas en abstracto y posteriormente describi-
mos una implementacién software y algunos ejemplos generados por ella.
Finalizamos sefialando algunas posibles aplicaciones de este formalismo.?
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1. Introduccion

Las gramaticas de formas son un formalismo generativo de caracter gréafico
bien conocido y empleado en los campos del diseno arquitecténico e industrial.
Mediante ellas se pueden definir estilos arquitecténicos, generar disefios indus-
triales, etc.

La principal contribuciéon de este trabajo es la definicion tedrica de varias
clases de computacién difusa con graméticas de formas, asi como la implemen-
tacion de un sistema software para comprobar la validez y aplicabilidad de estos
conceptos.

En la siguiente seccién presentamos los antecedentes nitidos del trabajo
aqui presentado. A continuacién, en la seccién 3 planteamos su generalizaciéon
al caso difuso y en la seccién 4 presentamos la herramienta software que he-
mos desarrollado. Finalmente senalamos algunas posibles continuaciones de este
trabajo y discutimos algunas posibles aplicaciones.

2. Antecedentes

Las graméticas de formas [1] [2] son un formalismo empleado para analizar y
definir estilos arquitecténicos [3] [4] y disefios industriales [5] [6] [7], para llevar
a cabo investigaciones en el campo de la Estética [8], o para generar imagenes
en mundos virtuales [9], por citar solamente algunas de sus aplicaciones.

Segtin Stiny [10], una gramética de formas es una 4-tupla (S, L, R, I) donde:

! La presentacién de este trabajo estd subvencionada por el Plan Propio de Investiga-
cién de la Universidad de Malaga - Campus de Excelencia Internacional Andalucia
Tech.



= S es un conjunto finito de formas

= [ es un conjunto finito de simbolos

= R es un conjunto finito de reglas o — 3, donde a es una forma etiquetada
no vacia y S es una forma etiquetada

= [ es una forma etiquetada no vacia llamada forma inicial o axioma.

Una forma s se define como un conjunto finito de segmentos AB —a los
que también denominaremos en este contexto lineas— que cumple las siguientes
condiciones (nétese que AB y BA son dos nombres diferentes de un mismo
segmento):

(1) Si PP, P3P; € s y su interseccién es el punto E, entonces para cada i
(1<i<4),siX;#FE, X;E €s.

(2) Si AB,CD € sy AB C CD € s,y A # C, A # D, entonces existe
AF € s tal que A, E, B no son colineales.

De esta forma la representacién de una forma como conjunto de lineas es tini-
ca. En este trabajo consideramos tinicamente formas en R?, aunque los mismos
conceptos pueden definirse en cualquier dimensién.

Una forma etiquetada o es un par (s, P) donde s es una forma y P es un
conjunto finito de puntos etiquetados. Un punto etiquetado es un par (p, A)
donde p € R? es un punto y A € L es un simbolo o etiqueta. Si p es un punto
etiquetado de o o el punto extremo de una linea de o, decimos que p es un punto
distinguido de o.

Sean dos formas etiquetadas s1, so. Se dice que s; es una subforma etiquetada
de s9 y se representa s1 <. sa siy solo si se cumplen estas dos condiciones: (i) los
puntos etiquetados de s; constituyen un subconjunto de los puntos etiquetados
de so; (ii) las lineas de s; constituyen un subconjunto de las lineas de sq. Si
solamente se cumple (ii) decimos que s; es una subforma de sy y escribimos
51 < 89.

Una regla es un par (a, 8), que representaremos como a — (. Si a < 3 se
dice que la regla es aditiva. En lo sucesivo solo consideraremos reglas aditivas.

Una regla a — [ es aplicable a una forma etiquetada - cuando existe una
transformacién geométrica 7 tal que 7(«) es una subforma etiquetada de v, es
decir, 7(a) <. 7. Las transformaciones geométricas que permitiremos serdn las
que conservan los angulos, es decir, cualquier composicion de giros, simetrias,
traslaciones y escalados uniformes.

Supongamos que la regla « — 3 es aplicable a 7 en virtud de la transforma-
cién 7. La forma etiquetada producida por la aplicacién de la regla a = bajo la
transformacién 7 es (v — 7(a)) U 7(8), donde las operaciones — y U se aplican
a cada uno de los dos elementos que definen la forma (o sea, tanto al conjunto
de lineas como al conjunto de etiquetas). Es decir, se sustituyen en la forma ~
los elementos de 7(«) por los de 7(5). En el caso de las gramdticas aditivas la
férmula anterior es equivalente a v U (5 — «)

Noétese que si la regla es aplicable estda garantizado que todas las lineas y
etiquetas de 7(a) estdn en . Nétese también que pueden existir muchas formas
diferentes de aplicar una misma regla a una misma forma -, una para cada
transformacion 7 que embebe a dentro de 7.




Una derivacion o computacion es una sucesion finita de formas vo,v1,...,7n
donde 9 = I (el axioma de la gramdtica) y para todo i,0 < ¢ < n, 7; se obtiene
por la aplicacién a ;1 de alguna regla de la gramatica. En la figura 1 se muestra
una gramética formada por una sola regla y una derivacién a partir del axioma
de la gramédtica (un cuadrado).
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Figura 1. Una regla (a) y una derivacién (b)

3. Gramaticas de forma y calculos difusos

En esta seccién generalizaremos las ideas expuestas en la seccién 2 y aplicare-
mos diversas construcciones difusas al concepto de gramatica de formas. Hasta
lo que alcanza nuestro conocimiento, esta generalizacién de las gramaticas de
forma al caso difuso no ha sido llevada a cabo anteriormente.

Distinguiremos dos posibles fuentes de difuminacion: la aplicacion difusa de
reglas (3.1) y la correspondencia difusa de formas(3.2).

Figura 2. Aplicacién difusa de la regla de la Figura 1.a



3.1. Aplicacién difusa

Como hemos dicho més arriba, la forma etiquetada producida por la aplica-
cién de la regla o — S a «y bajo la transformacién 7 es yU7( — ), suponiendo
que la gramatica es aditiva.

Supongamos ahora que para cada punto P € R? estd definido un conjunto
difuso Dp con niicleo {P}. Modificaremos la definicién “forma producida por la
aplicacién de una regla” de la siguiente manera:

La forma etiquetada producida por la aplicacion de la regla o — S a v bajo
la transformacion T con grado p es YU (@, 07)(8 —a) donde @, es una transfor-
macidén que transforma cada punto distinguido P de o en P’ tal que para todo
P es Dp(P') > p y para al menos un P es Dp(P') = p.

Por ejemplo, supongamos la regla de la Figura 1. Supongamos que para cada
punto P, Dp es un subconjunto difuso de R? dado por la funcién de pertenencia

1

Pr) = 1

donde d(P, A) es la distancia euclidea entre A y P. Entonces, la forma de la
Figura 2 también ha sido producida en un paso desde el axioma, pero no con
grado 1. Si suponemos que la distancia de cada nuevo vértice al vértice “exacto”
generado por la regla es 1, entonces la figura ha sido generada con grado 0,5.

De esta manera, la aplicacién difusa de una regla a una forma bajo una
transformacién define no una forma, sino un conjunto difuso de formas, cada
una de las cuales pertenece al conjunto con el grado p asi definido. Y si en la
derivacién 7y, 71,---,7n cada regla se ha aplicado respectivamente con grado
{1, - - -, [n, entonces 7, ha sido generado con grado g = min(uy,. .., ty).

Las definiciones anteriores no son siempre apropiadas, pues el conjunto Dp
se supone independiente del tamano que vaya adquiriendo la forma. Puede ser
més conveniente introducir un factor de escala que tenga en cuenta este tamano
y considerar, en lugar de d(A, P),

d(A,p)

5(A, P) = Do)

donde Diam(o) es el didmetro de la forma o, es decir, la mdxima distancia entre
dos puntos distinguidos de o.

En la figura 3 se muestra una derivacién difusa empleando la regla de la
Figura 1 con grado 0,5 (es decir, con § = 0,5).

3.2. Correspondencia difusa

En la derivacién de la Figura 3 se puede observar que la correspondencia de
la parte derecha « de la regla se ha producido siempre empleando la subforma de
~ correspondiente al axioma, en cuyas esquinas se han ido anadiendo subformas.
A estas subformas no ha sido posible aplicar la regla. Ello es l6gico, ya que
de una parte para aplicar la regla exigimos una correspondencia exacta entre



Figura 3. Una derivacién difusa (regla de la Figura 1) con 6 = 0,5

7(a) y el fragmento considerado de v y de otra las subformas anadidas no son
exactamente cuadradas. Esto nos indica que es necesario modificar otro aspecto
de la computacion para obtener derivaciones difusas generales.

Comenzaremos definiendo la discordancia entre una subforma y una forma.
En las computaciones con gramaéticas de formas, para hacer coincidir dos for-
mas podemos aplicar cualquier transformaciéon que conserve los angulos. Por
tanto, parece légico establecer que la discrepancia entre dos formas venga dada
esencialmente por las discordancias entre los d&ngulos correspondientes de ambas.

Sea un angulo ¢ de vértice el punto V y lados las semirrectas r1, r5. Sea
otro dngulo ¢’ con el mismo vértice y lados las semirrectas r{, 5. Consideremos
los dos dngulos 1, w2 de vértice V' y lados las semirrectas r1, 7 y 12, 75,
respectivamente. Llamaremos discordancia e(p, ¢') entre ¢ y ¢’ al valor absoluto
de la diferencia de sus amplitudes,

(o, ") = llel = &Il

Por ejemplo, la discordancia entre los dngulos (V,r1,7r2) y (V,7],75) de la Figura
4.a es /6 y entre los dngulos (V,rq,7r2) y (V,r],r) de la Figura 4.b es 0.

rp=r r'y

(@ (b) v

Figura 4. Discordancia entre dngulos



Consideremos ahora una tupla T' de ¢ puntos diferentes, T = (p1, ..., p:). Pa-
racadai,j,k (1 <i<t,i#j,i#k,j+#k), definimos el 4ngulo T};;, de vértice
p; v lados las semirrectas que pasan por pj, pi. Sean dos tuplas 7', T” de ¢ puntos.
Definiremos la discordancia entre Ty T" como &(T,1") = maxe(T}jx, T};;)-

A partir del concepto de discordancia entre tuplas de puntos podemos definir
el de discordancia entre dos formas etiquetadas S, S’ de igual niimero de puntos
distinguidos. Para ello basta considerar las discordancias entre (1) una tupla T
formada por los ¢ puntos distinguidos de S; y (2) las tuplas 7" formadas por ¢
puntos distinguidos de la forma tales que (i) puntos correspondientes de Ty T”
tienen las mismas etiquetas; (ii) si dos puntos de 7" son extremos de una misma
linea, entonces los puntos correspondientes de 7" también son extremos de una
misma linea. Si no existe ninguna tupla de las definidas en (2), la discordancia
es oo. En otro caso, serd la minima de las asi definidas.

La discordancia € entre formas permite definir el grado p de correspondencia
difusa entre las mismas como p(e), que valdré 1 para e = 0 y 0 para € = co. Por
ejemplo, podemos definir

T2 g e < /2
“(6)_{0 sie >m/2

Ya podemos enunciar el criterio difuso de aplicabilidad de una regla:
Si existe una subforma en v <.~ tal que la discordancia entre ¥ y a es €,
entonces la regla a — B es aplicable a vy con grado p(e).
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Figura 5. Una derivacién difusa (regla de la Figura 1) con ¢ = 0,2

Esta manera de definir el grado de correspondencia entre dos formas es cohe-
rente con los algoritmos realmente empleados para resolver en el caso nitido
el problema de la deteccion de subformas [11] [12], [13], en cuya resolucién se
consume la mayor parte del tiempo de ejecucion de una gramatica de formas.

Definido ya el grado de aplicabilidad, es necesario ahora definir la transfor-
macién 7 bajo la cual se aplica la regla a la forma. Esta transformacién serd la
transformacién afin que mejor transforme el conjunto de puntos de «, {p1,...,p:}
en la subforma considerada de +, cuyos puntos serdn {ds,...,d;} . Tomaremos
como criterio el de la suma de minimos cuadrados. Es decir, aplicaremos a ca-
da punto de coordenadas (z,y) una trasformacién dada por una matriz A no
singular y un vector b



()= o) () + ()

tales que se minimiza el error e,

t
Z Pk — 2+ (P — dyr)?)
k=1

donde el sumatorio se extiende a todos los puntos p de la subforma. De esta
manera, la aplicaciéon de una regla a una forma permitiendo una discordancia &
define no una forma, sino un conjunto difuso de formas, cada una de las cua-
les pertenece al conjunto con el grado u(e) asi definido. Y si en la derivacién
Y0571, - - - s Yn S€ han permitido respectivamente las discordancias €1, ..., &y, en-
tonces 7, ha sido generado con grado u = min(u(e1),. .., pu(en)).

En la Figura 5 aparece una derivacién a partir de un paralelogramo aplicando
la regla de la Figura 1.

Por tltimo, es posible definir derivaciones en las que tanto la aplicacion de las
reglas como su grado de aplicabilidad son difusos. En este caso, si en la derivacién
Y0, V1, - - - » Yn cada regla se ha aplicado respectivamente con grado pi,..., Uy, ¥
se han permitido respectivamente las discordancias €1, ...,&,, entonces v, ha
sido generado con grado p = min(py, ..., tn, (1), -, p(en))-

Un ejemplo de esta derivacion “doblemente difusa” se muestra en la Figura
6.
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Figura 6. Una derivacién difusa (regla de la Figura 1) con e = 0,5y 6 = 0,5

4. Una herramienta software: FuzzyShade

Para llevar a la realidad los anteriores conceptos hemos disenado una herra-
mienta software llamada FuzzyShade. FuzzyShade se ha implementado como un
plug-in del entorno de modelado grafico SketchUp [14] y puede considerarse una
versién de Shade [15] con caracteristicas adicionales. En la Figura 7 se muestra
el aspecto general de la pantalla de interaccién con la herramienta.



En la parte izquierda del lienzo se lleva a cabo la edicién de las reglas de
la gramatica, mientras que en la parte derecha se muestra el resultado de la
computacién, es decir, la forma resultante de la derivacién en curso.
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Figura 7. Captura de pantalla de FuzzyShade

En la barra de herramientas aparecen las opciones que permiten la realiza-
cién de computaciones difusas. El botén etiquetado con e controla el grado de
correspondencia entre formas para aplicar las reglas de la gramatica. El valor
se establece en radianes y por defecto es 0. El botén etiquetado con ¢ contro-
la el grado de difusion en la aplicacion de las reglas de la gramdtica. Su valor
por defecto es 0,01. Otro botén permite consultar los valores actuales de ambos
pardmetros y también muestra el grado p de pertenencia de la forma actual al
conjunto definido por la gramaética.

La herramienta permite importar graficos externos vectorizados (formato
dxf) y de mapas de bits (formato bmp). Estos graficos podrfan servir como
axiomas o puntos de partida en la generacién de una forma.

Una caracteristica adicional de la herramienta es la posibilidad de limitar el
solapamiento de subformas muy similares. En efecto, es posible aplicar de forma



difusa varias veces la misma regla con la misma transformacién a la misma sub-
forma, obteniendo resultados como el que aparece en la esquina superior derecha
de la ultima forma derivada en la Figura 6. (N6tese que en las computaciones
nitidas no puede darse este fenémeno).

Para evitar estos resultados, la herramienta proporciona una opcién (botén)
de “overlapping”. Mediante él pueden establecerse un dngulo umbral y una dis-
tancia umbral. Cuando la opcién estd activada, no son anadidas las formas ge-
neradas por una regla que difieren menos del umbral de alguna subforma ya
existente.

5. Conclusiones y trabajos futuros

En este trabajo hemos mostrado de forma tedrica y practica algunas posibi-
lidades de emplear las gramaéticas de forma como formalismo para la generacién
de manera difusa de formas geométricas bidimensionales.

Una posible aplicacién de estos mecanismos es la generacion de objetos sufi-
cientemente variados, que —en la linea de los estudios citados en la seccién 2—
respondan a un estilo o propésito determinado, pero evitando el exceso de uni-
formidad. Ello podria conseguirse estableciendo adecuadamente los parametros
de difuminacién.

Otra posible aplicacién es el empleo de estos formalismos como reconocedo-
res de forma que pudieran usarse en aplicaciones de reconocimiento de formas
tolerantes al ruido. Esta aplicacion seria muy interesante; sin embargo, debemos
senalar que el uso de las gramaticas de forma como reconocedores es a priori
bastante dificil desde el punto de vista algoritmico.
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