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\Medidas de Difuminacion: ENTROPI'A/

« ENTROPIA (Entropy) H: Concepto irr]1troducido por Shannon y Weaver (1949).

H(py.--.Pn) =~ _élpi log p
| =
donde p,1 [0,1] son las probabilidades de que ocurran los sucesos de
X=Xy, X5, ..., X}, porloque p+p,+...+p,=1
— Mide la incertidumbre que hay en un experimento de naturaleza
probabilistica.
— Situaciones Limite:
» 1. Si todos los eventos son igual de probables (p=1/n), la Entropia
alcanza su maximo valor: H(p,, p,, - - -, p,) £ H(Un, ..., 1n).
— Ejemplo: n=2b (p,=p y p,=1-P): H(p;, p)= —plogp— (1-p) log (1)
» Sip=1/2, entonces la Entropia alcanza su maximo valor, ya que
los 2 eventos son equiprobables: H(p,, p,)=-1/2(-1) -1/2(-1) =1
e 2. Si un evento es el unico posible (su probabilidad es 1), entonces
la Entropia alcanza su menor valor, 0: HO, ...,1,...,0)=0.

 Entropia Ponderada: Se aflade un peso w >0 a cada sumando:

=1




\Medidas de Difuminacion: ENTROPI’A/

e Definamos una funcidén h (ebanks, 1983). h: [0,1] ® [0,1], que se
aplicara a los valores de un conj. difuso y que cumple 6 propiedades:
— 1. Puntiaguda: h(A(x)) =00 A(x)T {0,1}
(valores extremos: completa exclusion o completa pertenencia).
— 2. Valor Maximo de h(A(x)) U A(x.)=1/2, de forma que h(1/2) = 1
— 3. Monotona: Creciente en el intervalo [0,1/2] y decreciente en [1/2,1].
— 4. Valoracion: h(max{A(x;),A(X)})+h(min{A(x;),A()}H=h(A(x))+h(A(X)).
— 5. Resolucion: h(A(x)) 2 h(A*(x;)), siendo A* una version afilada de A:
* AlX)3 U2 P A*(x)3 AX)
* AX)<V2 b A*(x) < Ax;)
— 6. Simetria: h(A(x))) = h(A(1-x,)).
« Ejemplos:
— 1. Buncion Lineal: 1oy siuf [0,1/2)
h(U):{zu—u), si ul [V2,1] |
— 2. Funcién Cuadratica: h(u) =4u (1 —u). e shamen
— 3. Funcién de Shannon: |
h(u)=-ulogu — (1—u)log(l—u). °

\Medidas de Difuminacion: ENTROPI'A/

« ENTROPIA H de un Conjunto Difuso A: H(A)= § h(A(X))
— H cumple las 6 propiedades anteriores. i=1
« En un universo ¥ la S es una integral. £ h(A) A h(A)
— Sih es la funcion lineal: 1
* Si A es un conjunto difuso triangular,
tenemos que: H(A) = Area(A).

» La entropia es el doble de la distancia '
de Hamming entre A y su 0.5-corte, Ays.
H(A) = 2a |A(x )- Ags(%) 0+ e L
— El 0.5-corte, A0_5 se entiende como el conjunto difuso en el que solo

tienen valores mayores a cero los puntos x tal que A(x) > 0.5,
A siguiendo: Ayg(x) =max { 0, A(X) —(1-A(X)) } 4

1 oy 1
(_{H(A):4JZ+2/2: \
=24+1= §
Dis_ Hamming(A, A, ) =
/ _h(A)ﬂz =(2-1)+0+ (1_0,5)0'3 g]" / — A \\
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\Medidas de Difuminaciéon: ENERGI A /

« ENERGIA E de un Conjunto Difuso A: (De Luca, S. Termini, 1974).

n
E(A)= _éle(A(xi )

1=
donde e: [0,1] ® [0,1], es una funcidn creciente
con €0)=0 y g(1)=1.
— La Energia mide la “masa” total del conjunto.
— Siees laidentidad, eu)=u, la ENERGIAes la

Cardinalidad (area) del conjunto difuso A:

_ _8n _
E(A)=Card(A) =a ;_, Alxj) /" R

— Otras definiciones para e pueden ser:
e(u)=uP (con p>0), y e(u)=sin(u p/2).
e Sieu)=u?(p=2), la Energia es:
— Cardinalidad del conj. difuso

“concentracion” de A (Con_A).
Con_ A

— El cuadrado de la distancia Euclidea entre
Ay el conjunto vacio (9): (o > X
E(A) = d*(A, /) =Card(Con_A)= § | A%(x)

\Difuminacic’)n yESPECI FI CI DAD /

« ESPECIFICIDAD de un Conjunto Difuso A (Specificity): (vager, 1983).

— Mide la dificultad para escoger un Unico punto de Acomo repre-
sentante de todo el conjunto: A mayor especificidad menor dificultad.

— Especificidad de A: Sp(A) 3 0
« Sp(A)=1U Existe un tnico elemento en Soporte(A) y tiene grado 1.
e SP(A)=00 A(X)=0," x1 [0,]].
« Al B P SpA)3 Sp(B). .
- s _ Q2 @ai-38j3
— Para un universo finito, tenemos que: Sp(A)=a —————
i=1 Card('% )
» Losa, son los valores de sus a-cortes. '
» Siemprea,=0.
» Card(A,;) es el numero de elementos para los que A(x) 3 a;.
— Ejemplo: A ={0.2/a, 0.4/b, 1/c, 0.8/d, 0.3/€}
« Sp(A) = (0.2-0)/5 + (0.3-0.2)/4 + (0.4-0.3)/3 + (0.8-0.4)/2 + (1-0.8)/1 = 0.498

— Para ununiverso infinito, la sumatoria se hat(A) 1
convierte en integral, teniendo en cuenta Sp(A)=Q Card(A. (Ag)
que el mayor a es la altura del conjunto A:




\MARCOS de CONOCIMIENTO /

* En una aplicacion con conjuntos difusos se suelen usar diversos
conjuntos difusos normalizados, los cuales forman el MARCO de
CONOCIMIENTO (Frame of Cognition, Frame of Knowledge):

— Etigueta o Marca Lingtistica (linguistic label or linguistic landmark):
Son los distintos conjuntos difusos, con su nombre o término asociado.

« MARCO de CONOCIMIENTO A: Definicion formal de Pedrycz (1990, 1992):
- A={A,A,,...,A} P Esunacoleccion de conjuntos difusos
definidos en el mismo universo X, que cumple 2 condiciones:
e 1. Cubrimiento (Coverage): " xI X,$i=1,...n,/ A (x)>0.
— Cualquier elemento de X pertenece al menos a una etiqueta (que lo
representa, en algun sentido).
— Cubrimientodenivel el [01]: " xT X, $i=1,...,n,/ A (X) >e.
e 2. Solidez Semantica (Semantic Soundness): (de Oliveira, 1993).
— Los A, estan normalizados y representan unaparte de X,
identificada por su término lingdistico.
— Los A sonsuficientemente disjuntos: Cada término tiene un
significado claramente distinto de los demas.
— Elndmero de conjuntos de A es pequefio: Algunosestudios

psicoldgicos sugieren un maximo de 7+2. 7
\MARCOS de CONOCIMIENTO /
1 N A
« Conceptos de los Marcos de Conocimiento: A

— 1. Especificidad: Un marco de conocimiento A es
mas especifico que otro A’ si todos los elementos

de A son mas especificos que los de A’. 0 X
* En la Figura, la granularidad de A (lineas gruesas)
es mayor que la de A’ (lineasfinas): 14

A’ es mas especifico o mas fino que A. L

— 2. Foco de Atencion o Ambito de Percepcion:
Es un a-corte sobre un conjunto A de A.

— 3. Ocultamiento de Informacion: O+ —m A - A =—1>X
A veces, los elementos z de una regién de X son Focos de Atencion
equivalentes por tener igual valor de A;(2). 14

» El sistema de procesamiento oculta informacion |
del valor exacto de todos esos elementos de X. I
* En un trapecio como el de la Figura, |
si tomamos su 1-corte, tenemos que se hacen |
indistinguibles todos los valores en el intervalo Or— t b

Ocultamiento, con a=1

[a,b] sobre un conjunto A, de A. 8

Ai




\Ejemplo: Entropia y Energia en A /

Sea un cadigo A, con 3 elementos triangulares (£3): A, A, vy Aj.

Entropia y Energia del cédigo: H(A) =& inle(Ai )
Para calcular la Entropia y la Energia, usaremos la funcion h lineal y la

funcion e identidad respectivamente. Con esto conseguimos que:
H(A)=EA)= QA; (x)dx= Areade A
H(A) =H(A) +H(A,)) +H(A) =3+3+3=9;

Entropia:

> Del codigo A:
> De la Union

- HUA) =6°h(UA) + ¢ h(UA) + 9, h(UA)

=3+2(0.75+05) + 1.5=7;

> Interseccion: H(NA) =H(A =0;
— Energia: > Delcdédigo A: E(A) = E(A) +E(A,) +E(A;)) =3+3+3=9;
> Dela Union : E(UA)=9-0.75-0.33=7.92
> Interseccion: E(NA) =E(/H) =0;
1;\ AL A A 1;\ AU AUA; 1:\_h(A1U A,UA)
i i i 0.66 "li Jli !
o 7T | o I TALY | o= ]I\ |
0 N \X VAL \x X
0 3 678910 13 0 3 678910 13 0 3 o610 1}

E(A)=a i E(A),
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\Ejemplo: Entropia y Energia en A /

Si llamamos A* al resultado de aumentar la especificidad de los
elementos de A (x, £ 2) y A~ al resultado de reducirla (x; = 4):

— Entropia: A* A-
> Delcodigo A: H(A) | 2+2+2=6; 4+4+4=12;
> DelaUnién :  H(UA)| 6- 0.25=5.75; 2 +(3-0.75)/2 + 2 + 2= 7.125;
> Interseccion:  H((OA)| H(A =0; (2-0.125)/2 = 0.125;
— Energia:
> Delcédigo A:  E(A) 2+2+2=6; 4+4+4=12;
> DelaUnibén : E(UAi) 6—-0.25/2=5.875; | 12-5-0.625/2 -1 = 9.44;
> Interseccion:  E(NA) | E(BH =0; 0.125/2=0.0625;
Al A AA A 14 AU AUA, 1 h(A,U A, UA)
|
0.75
0.602 7TA 0.625—f N I | I |
Y VIN/ / / TIRVI2
0 /W3 l X 0 |0'125// !
10 23 67 10 14 =10 23 0—161 346 8 10 1

X
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\ Codificar/ Decodificarl nformacion /

 En ocasiones, el sistema difuso de procesamiento necesita:
— 1. “Codificar” un dato E segun un codigo A: Esta tarea suele
llamarse DIFUMINAR (fuzzification).
— 2. Procesarlo de alguna forma (enviarlo por un canal de procesamiento).
— 3. “Decodificar” el dato obtenido segun el codigo A: Esta tarea suele
llamarse CONCRETAR (defuzzification) y obtenemos E.
« Esquemas de CODIFICACION DIFUSA: Existen diversos
sistemas de difuminacion. El mas importante es el siguiente:
— DIFUMINACION usando Medidas de Posibilidad/Necesidad:

« POSIBILIDAD Poss(A,, E): Expresa el grado con el que el dato E esta
superpuesto (intersecciona) con algin componente A del cédigo A.

Se usalamedidal definidacomo: | | =Poss(A, E).
 NECESIDAD Nec(A,, E): Expresa el grado con el que el dato E esta

incluido en algin A, T A. Medida m | m=1 —Nec(A, E) = Posy-A, E).
« RESULTADO: Un vector de posibilidades y necesidades con respecto a

todos los A T A (Dubois, Prade, 1988):
{Poss(A,, E), ..., Poss(A,, E), Nec(A,, E), ..., Nec(A,, E)} (4

\ Codificar/ Decodificarl nformacidon /

« Usamos las siguientes medidas, donde AT A, y donde E es el dato
de entrada que codificamos: | =Poss(A, E);
— Tres casos posibles: m=1-Nec(A, E) =Poss(-A, E);
« 1.1 +m=1 P No hay incertidumbre.
e« 2.l +m>1 b Conflicto: Es posible que E sea Ay -A.
« 3.1 +m<1 P Ignorancia: E puede ser 0 no A (falta informacién).

— Cuanto mayor sea la distancia de (I + n) con 1, mayor incertidumbre
(conflicto o ignorancia).

» Cuantomayor es el valor (I + n), menor es la especificidad de E.

— Representacion Grafica del +m
g /r\ H/\
- > >

El valor E es calculable o esth (seguro) fuera de A

TN, T,

El valor E esta dentro del soporte de A

12




\ Mecanismos de Decodificacion /

 Requisito IDEAL de la Decodificacion: Que el resultado de la
decodificacion sea igual al valor original codificado.
— Si F es la funcion de codificacion y F la de decodificacion, el
objetivo es que: F* (F(E)) = E.
— Ese requisito es muy dificil de conseguir.
« Existen multitud de sistemas de decodificacion:
— El sistema a elegir depende del cédigo A empleado.
— En general se emplean solo las medidas de posibilidad, pues
simplifica los célculos y los hacen mas intuitivos.

« DECODIFICACION para Datos crisp o Puntuales (Pointwise Data):
Solo conocemos los valores de posibilidad (o necesidad) de cierto dato
y queremos reconstruir dicho dato de forma que sea coherente con ellos.

— Dos familias béasicas de sistemas para Decodificacion:

* Que usan los valores modales de los conjuntos difusos del
codigo: Valores con la altura de cada conjunto difuso (los nucleos).

* Que usan el area de pertenencia de los elementos del codigo.
13

\Decodificacic’m con valores modales /

« CENTRO de GRAVEDAD puntual: —» A" A a
. ~ -1 —_0 — i=1
donde g es un valor modal del conjunto AT A | F (F(x))=x=—2— 0
y X es el valor que queremos aproximatr. CIE
— Este método obtiene, en general, un valor aproximado de x.

» Por ejemplo, si las etiquetas de A intersectan 11
en valores menores a 1/2, se produce un
efecto escalera al decodificar: verFigura ala derecha,
donde la recta diagonal es lareconstruccién ideal: F (F(x)) = x.

— Sin embargo, se consigue un valor_exacto cuando X
el codigo esta formado por conjuntos difusos 0 >
triangulares que se cortan en 1/2 de altura cada (X
dos conjuntos consecutivos. 14w s 2 9

* Ejemplo: 078 f
F1(X)=4*0.75+8%0.25 o
=3+2=5, c
0.25
)x=5 X Z ;(
ab c de f

= Q
~




\Decodificacic’m con valores modales /
e EXPANSION POLINOMIAL :

a inzl[ Bio + PirA (X) + PiAP(X) +++] &

A ,[Pio+PirA () + AP (X)+ -]

X =

— a es un valor modal del conjunto A, del codigo A.

— Los valores modales no son solo ponderados por los valores de
posibilidad A,(x), sino por un polinomio con sus potencias.

e EXPANSION LINGUISTICA:

& L [P A )+ P A () + paA 2 ()] &
& L, [P A 00+ pipAZ () + pig A2 ()]

X =

— Los valores modales son ponderados con los valores de posibilidad
A (x), y con sus modificadores linguisticos:

« Concentracion, “Mucho”: A?(x).
« Dilatacién, “Mas o menos”: AY?(x).
» Estos dos ultimos sistemas no estan libres de error, incluso con
etiquetas triangulares de cualquier tipo.

15

\Decodificacic’m con Funciones de A /

« Se forma un nuevo conjunto difuso A usando las funciones de
pertenencia del codigo A y los valores de posibilidad de la
codificacion: n 14

B=ANL; %® A=|]B _

i=1

donde L, (lambda) es el conjunto difuso que toma |-
el valor A,(x) en todo el universo del codigo A. 0 L >

e A partir de ese nuevo conjunto, pueden aplicarse distintos métodos,
entre los que se encuentran los siguientes principalmente:
— 1. Media de Maximos (MoM): Se calcula la media de los valores que
maximizan el conjunto A.

— 2. Centro de Gravedad (CoG): QA(x)x dx
Se calcula el centro de gravedad de A: R =L

Q A(X) dx

— 3. Centro de Area (CoA): Se calcula el valor que iguala el area de A
gue queda a la izquierda y a la derecha:

@1 A(x) dx = yA(X) d¢

16




\Decodificacién con Funciones de A /

 Hay multitud de otros métodos basados en los anteriores:
— Primer_Maximo: Se calcula el menor valor de los que maximizanA.
— Ultimo Méximo: Se calcula el mayor valor de los que maximizan A.
— CoG de valores importantes: Se calcula el CoG pero evitando
aguellas partes de A que tengan una altura menor a cierto nivel b.
— CoAde valores importantes: Se calcula el CoA pero ignorando
aguellas partes de A que tengan una altura menor a cierto nivel b.
— CoG potenciado por un factor d: QAd(x)x dx
e d=1 : CoG normal. X=
« d® 0: Tiende a MoM.

« Otros métodos utilizan directamente los conjuntos B,y sus
caracteristicas (y no la union de los B)): é:lei :M; =max B;(x)
— G, : MoM de B, (Punto de Maximo Criterio): G; = x| X
— S : Area o Superficie del conjunto B..

QAd(x)dx

r

. Q) B (0 dx
— W, : Centro de Gravedad del conjunto B;: W =2———
— H. : Altura del conjunto B,. QB (x) ax
« NOTA: El Punto de Maximo Criterio es un valor modal y el Centro de Gravedad no. 17

. i ) n es el numero de
\Decodlflcamc’)n con Funciones de A / conjuntos A 1 AJ
« Métodos basados en el Centro de Gravedad (CoG):
— CoG ponderado por el rea: %=8.,5-W [ &S
— CoG ponderado por la altura: x= éinlei .w;/ a in=1Hi
« Métodos basados en el Punto de Maximo Criterio (PMC):
— PMC ponderado por el drea: X= Eoiinzls -G [ Eoiinzls
— PMC ponderado por la altura: =8, Hi-G [ & _Hi
— Media de PMC: X =éinzlGi / m, donde mes el numero de B,con G;>0
— Media del minimo y maximo PMC:

Gnin =MiNi{G}; Gnax =maxi{G}; X

— Ghin * Gmax
2

« Meétodos basados en el Conjunto Mas Importante:
— CoG del B, de mayor area:  X=W; :Aj =maxj=z; n{S}
— CoG del B, de mayor altura: W 1 Aj =maxi=; n{H;}
— PMCdel B, de mayor area:

Gj: Aj =max =, n{S}
— PMCdel B, de mayor altura: %x=G;j:Aj =maxj=;_ n{Hi}

>
1

x>
I

18




\COG W, de un Trapecio Extendido /HA B.

W:

|

AreaX; _ QBi (X)x dx I
Areg; Q) Bi () ox |
e Sielconjunto B, es un Trapecio con altura H;: 0 Xo %X X,

Areg = 3 B; (x) dx = H; l'X0+x Ly + 23 X20 - 3T X2° Xa” X00
Q 2 1 2 ) | 2 I

Cy2 w2 42 2. 28
AreaX; = QB(x)xdx H?Xl X1 X0~ X0 X2~ X3  X3- XgXp- 2X50_

X
W X

2 6 I

—y x5 +x5 - X - x§ +XaXo - X1Xg0
= Ig

6 5
 SiB;es unTrapecio Extendido, con m+1puntos: {Xy, X, ..., Xy},
donde en los extremos el grado es cero: B, (x) =B; (x,) = 0.

Areg; = ()B;(x) dx = a B(x )e J+12X’ 1§,
=1

6y 2 2
XT.1 +XiX XiXi.1U
AreaX; = Q"“B(x)xdx- é B (X] )“ iR GJ R L L7}
j=1 8 H 19

\Ejemplos de Decodificaciones /1‘* AL A

« Seauncdédigo A, con dos conjuntos A; Yy A,: 05 /
— Cadificamos 2.5: A,(2.5)=0.5, A,(2.5)=0.25; .25 /
— Ptos. Max. Criterio: PMC(A)=1.5, PMC(A,)=4; O.I , .
« Decodificamos, usando distintas técnicas: 0 1 fSTTf?S 4 e
— CoG puntual, usando los PMC como valores modales:
(0.5:1.5+0.25-4)/0.75= 2.3
— Usando la funcion A=B,U B,
 MoM: Los maximos estan en [0.5, 2.5]. Su media es: 1.5
« Primer Maximo: 0.5; Ultimo Maximo: 2.5;
e CoG: AreaX (A)/Area(A) = 6.279/3.125 = 2.01,
e CoG de valores importantes con b=0.25: 1.5
— Usando B, y B,: G=W,=1.5; G=4; W,=4.44; H,=0.5; H,=0.25; S =1.25; S,=1.09;
* CoG ponderado por el area: (1.25-1.5+1.09-4.44)/(1.25+1.09)= 2.87,
* CoG ponderado por la altura: (0.5-1.5+0.25-4.44)/(0.5+0.25) = 2.48;
 PMC ponderado por el area: (1.25-1.5+1.09-4)/(1.25+1.09)= 2.66;
« PMC ponderado por la altura: (0.5-1.5+0.25-4)/(0.5+0.25) = 2.33;
* Media de PMC (o del minimo y maximo PMC): (1.5+4)/2 = 2.75;
» CoG (0o PMC) del B, de mayor area (o de mayor altura): 1.5

¥ X

20




\ RELACI ONES DI FUSAS /

 Relacidon clasica (crisp) entre dos universos de discurso Xe'Y:
— Es un subconjunto del producto cartesiano: R: X" Y ® {0,1}.
« RX,y)=1b (x,y)I R: Los dos elementos estan relacionados (related).
« R(X,y)=0b (x,y)| R: Los elementos no estan relacionados (unrelated).
— Ejemplos: Igual(x,y)={(x,y)| x=y} Menor(xy)={(x.y) | x<y};
— Relaciones n-arias: Relacionan elementos de n universos.
 Relacion difusa entre dos universos de discurso XeY:
— Subconjunto difuso del producto cartesiano: R: X~ Y® [0,1].
* Ejemplo: x es similar ay (conb>0): g, _ 1exp( Ix- V2/b) si |x- Y|E5

« Dos elementos pueden TO Si [x-y|>5
pertenecer a la relacion parcialmente. X y z
— En universos discretos se Xy z

;i a
representan por matrices de a é0 05 1u
valores en el intervalo [0,1], R=Db € g1 08 0 3 b
por grafos dirigidos o por @5 05 0.24

Imagenes sombreadas. Ejemplo: C

O

21

\ RELACI ONES DI FUSAS /

 Operaciones sobre Relaciones Difusas:
— Unién: (RUW)(x,y) = R(x,y) s W(x,y) (usando una s-norma).
— Intersecciéon: (RNW)(xy) =R(x,y) t W(x,y) (usando una t-norma).
— Complemento: (=R)(X,y) = 1 -R(X,y).
— Trasposicion: RT(x,y) = R(y,x) (si X e Ytienen el mismo universo).

» Se cumple que:
* (R =R
* (R)" =-(R")
— Composicion de dos Relaciones Difusas Gy W: Una relacion G
definida en X~ Z, y otra relacion W definida en Z”~ Y, pueden
componerse para conseguir una relacion R definida en X~ Y:

e Composicion sup-t: R(x,y)=sup,,{G(x,2 tW(z, y)};
« Composicioninf-s: R(x,y)=inf;,{G(x,2) s W(z, y)};
« Propiedades sobre Relaciones Difusas: " xI X," yl Y
— Igualdad : R=W U R(x,y) = W(X,y).
— Inclusion: RT W U R(xy) £ W(X,y).

22
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