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Métodos en Elementos Finitos para Ecuaciones de Reaccién-Difusién (Parabdli-
cas).

Considere el problema parabdlico de reaccién-difusion siguiente
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donde a(z) =1+ z, b(x) = 22, f(z) = 2® y uo(x) = 2*> — o + 1.
Vamos a resolver este problema mediante un método de elementos finitos
en el espacio de polinomios a trozos lineales continuos en una malla espacial

general, generada de forma aleatoria.

1. Para escribir la formulacién variacional continua del problema de reac-
cion difusién arriba indicado hemos de definir los espacios de busque-

da y prueba. Tomaremos como espacio de prueba, donde Q2 = |0, 1],
T=1[0,T]y (z,t) eQ2xT,

0
Vp{QxT} = {v :v(0,t) = 0,v € L*(Q) x CYT), a—v c L*(Q) x CO(’T)},
x
que es un espacio de Hilbert en espacio y un espacio de funciones difer-
enciables continuamente en tiempo. Como espacio de buisqueda tomare-
mos

VE{Q x T} = {v v(0,t) = 1,v € L*(Q) x CHT), 2:; € L*(Q) x CO(T)}

={v:v(0,t) =1+ u(z,t),u(z,t) € Vp{Q x (0,T)}},

que como vemos no es un espacio vectorial en espacio, y por tanto
tampoco es Hilbert, pero que difiere de un Hilbert sélo en una funcién
constante, que si €2 es compacto, y lo es, es una funcién que pertenece
a L?(Q). Escriba la formulacién variacional continua de nuestro prob-
lema utilizando los espacios anteriores. ;Cémo trata las condiciones de
contorno?



Considere una malla espacial 0 = x¢ < 1 < --- < x); = 1 general, con
funcién malla h(z) = z; —x;_1, para x € (x;_1,x;). Generaremos estos
nodos aleatoriamente en Matlab de la forma

M=10; x = [0; sort(rand(M-2,1)); 1];

global x;

function res=malla(xO0);

% funcion malla h(x0)

% calcula el valor de la funcién malla h(x0)
global x;

hx = diff(x); hx=[hx(1);hx];

if (x0<0)|(x0>1), res = 0,

else res = interpl(x,hx,x0, ’nearest’);

end

Explica el funcionamiento de la funcién malla anterior.

Defina el espacio de polinomios a trozos lineales continuos en la malla
anterior y escriba una base de dicho espacio.

Defina el espacio V,(0,7") de funciones a trozos lineales continuas cuyas
coeficientes c¢;(t) son funciones del tiempo con derivada continua.

Escriba la formulacién variacional discreta (en realidad, semi-discreta)
que se obtiene utilizando como base el espacio anterior. ;Como trata
las condiciones de contorno? ;Qué espacio continuo de busqueda ha
tomado? y, jqué espacio continuo de prueba? Justifique sus respues-
tas. Escriba también, y de forma separada, la formulacién variacional
discreta utilizando bases en sustitucion de los espacios de busqueda y
prueba.



10.

Habra obtenido un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

de(t)
M I + Ac(t) =0.
. Cuales son las matrices M, A y el vector b? Escriba varios funciones de
Matlab que permitan calcular dichas matrices a partir de los valores de
la malla. Debera calcular las integrales involucradas en estas matrices a
mano y luego introducir el resultado exacto en las funciones de Matlab.
NOTA: las funciones para las matrices tendran la forma que aparece
para la matriz M a continuacion.

function matrizM = calcmatrizM(x);
% en el fichero "calcmatrizM.m"

Escriba un método de Crank-Nicolson (o regla del trapecio o regla im-
plicita del punto medio) para la integracion del sistema de ecuaciones
diferenciales que ha obtenido en el problema anterior. ;Cémo estudi-
arfas la estabilidad de este método numérico? Hazlo.

Obtenga las soluciones numéricas del problema anterior para varios At
y varios M (con mallas generadas de forma aleatoria). Presente alguna
grafica de los resultados y comente cémo son las soluciones que ha
obtenido.

Considere la malla espacial definida anteriormente y defina el espacio de
polinomios a trozos cuadréaticos continuos en dicha malla y escriba una
base de dicho espacio. ;Cuantos elementos tiene dicha base? Dibuje dos
funciones base distintas. Defina también el espacio V3 (0, T') de funciones
a trozos cuadréticos continuas cuyas coeficientes ¢;(¢) son funciones del
tiempo con derivada continua.

Escriba la formulacién variacional discreta (en realidad, semi-discreta)
que se obtiene utilizando como base el espacio anterior. ;Cémo tra-
ta las condiciones de contorno? ;Qué espacio continuo de busqueda a
tomado? y, jqué espacio continuo de prueba? Justifique sus respues-
tas. Escriba también, y de forma separada, la formulacion variacional
discreta utilizando bases en sustitucion de los espacios de busqueda y
prueba.
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13.

14.

Habra obtenido un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

de(t)
M ——= 4+ Ac(t) =b.
o (t)
. Cuales son las matrices M, Ay el vector b? Escriba varias funciones
de Matlab que permitan calcular dichas matrices a partir de los valores
de la malla. Para la integracién de las integrales utilice como algoritmo
numérico quad de Matlab.

Adapte el método de Crank-Nicolson que ha desarrollado previamente
para la resolucion del nuevo sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias que ha obtenido ahora.

Obtenga las soluciones numéricas del problema anterior para varios At
y varios M (con mallas generadas de forma aleatoria). Presente alguna
grafica de los resultados y comente como son las soluciones que ha
obtenido.

Compare entre si los resultados de los métodos numéricos que ha de-
sarrollado. Compare los métodos en cuanto a precision para un nimero
coste computacional fijo, en cuanto a costo para obtener un error de-
terminado, en cuanto a complejidad de implementacién y en cuanto
velocidad de generacion de las matrices. ;Cuél es el mas adecuado te-
niendo en cuenta todos los factores anteriores?



