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Métodos de Elementos Finitos para Ecuaciones de Difusién (Parabdlicas).

Cuestion 1. El limite cuando el tiempo tiende a infinito de una ecuacién
parabdlica es una ecuacion eliptica, es decir, el estado estacionario de una
ecuaciéon parabdlica estd modelado por una ecuacion eliptica. Por ello, todos
los métodos numéricos para ecuaciones parabdlicas también son aplicables a
ecuaciones elipticas, aunque, como hay que esperar que se alcance el estado
estacionario, muchas veces no son los métodos mas eficientes para este tipo
de problemas.

El resultado matematico mas importante sobre ecuaciones elipticas es el
principio del maximo, que dice que, para el problema homogéneo, todos los
extremos se encuentran en el contorno del dominio. Su razoén de ser esta en
que los operadores elipticos son operadores de promediado. Aplicado a la
ecuacién de Laplace para un campo eléctrico, Au = V2u = 0, en un dominio
sin cargas, los maximos y minimos del potencial estan en el contorno.

Considere dos cargas eléctricas positivas mantenidas inmoéviles en dos
puntos en un plano. El potencial eléctrico a lo largo de la recta que pasa por
estas dos cargas es minimo en el centro del segmento que une dichas cargas
(de hecho es infinito en los puntos en los que se encuentran las cargas). Dibuje
dicho potencial a lo largo de este segmento. ;Es falsa la ecuacién de Laplace
para el potencial eléctrico en este caso?

Cuestion 2. Considere la ecuacion parabdlica

?;;—Au:vu, re t>0,

que para v > 0 modela el problema de la igniciéon de una bomba atémica,
donde u es la densidad de neutrones en el material fisionable cuya forma
inicial es €2, y v u representa el incremento en el nimero de neutrones debido
a fisién espontanea (7 tiene dimensiones de frecuencia o inverso de tiempo y
se denomina actividad). Si el material fisionable se rodea de un material que
absorba neutrones (como plomo) podemos utilizar condiciones de contorno
de Dirichlet homogéneas en 0.

La inestabilidad (mal condicionamiento) de este problema, fisicamente
obvio dado que modela la explosiéon de una bomba, se puede ilustrar facil-



mente utilizando un método energético para el andlisis de la estabilidad.
Multiplicando la ecuacién por u e integrando por partes obtenemos

d u? u? 9
Clt</02dx>—/g<’y2—\Vu\ ) dx.

Para v < 0, la solucién trivial « = 0 es tinica (el alumno debe demostrarlo) y,
en general, para u(z,0) pequeia, u*/2 serd cada vez més pequefia conforme
el tiempo crece. Sin embargo, si v > 0, este argumento falla, y puede que la
solucién no esté acotada (explote) si u(x,0) no es precisamente cero.

Lo mas facil es estudiarlo en una dimensién, —l < x < [. Aplicando
separacion de variables

u(z,t) = i)Tn(t) Xn(x),

obtenemos facilmente (el alumno debe comprobarlo)
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T.(t) = Cp exp(—0ont), On = M?q, -

lo que indica que T, decae sélo cuando o, es positiva, en otras palabras,

u(z,t) explotard si cualquiera de las o, es positiva, la menor es o, por lo
que la condicién de “masa critica”es
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Dado un material, v es fijo, por lo que una barra suficientemente corta es
estable. Para fabricar un bomba necesitamos una barra mas grande, pero
como no queremos que nos explote mientras la manipulamos, se separan dos
barras subcriticas, pero cuya longitud total sea supercritica, por un material
que esta conectado a una bomba convencional. Cuando queremos provocar
la ignicién de la bomba nuclear, hacemos explotar el material que separa las
dos barras, que al juntarse alcanzan el valor critico. ;Cudl es la condicién de
“masa critica” para un cubo de material fisionable de lado I? (el alumno debe
calcularlo).

Xn(x) = cos(pnx), o, = n >=0,

Cuestion 3. Considere el problema parabdlico

g?_m:w, reQ=[0,I2CR, t>0,



u(z,0) = up(x), =z €, u(z,t) =0, x€dQ, t>0,

donde wug(x) = exp(—|z]*) y v > 0.
Vamos a resolver este problema mediante un método de elementos finitos
en el espacio de polinomios a trozos lineales continuos.

3.1. Escribe la formulacion variacional continua del problema anteriormente
formulado. Como espacio base para la formulacién puedes utilizar

Vasr = {v Lve L2(Q) x CY(T), gz € L2(Q) x 00(7)} .

,Cudles son los espacios de busqueda y de prueba?

3.2. Describe una malla del dominio €2 que tenga N? tridngulos todos iguales
entre si (en drea). Define el espacio de los polinomios a trozos lineales
continuos sobre dicha malla. Dibuja una funciéon base del interior, una
que esté en una de las esquinas del dominio y otra que esté en uno
de sus lados. ;Qué simetrias puedes aprovechar a la hora de escribir
la formula matematica de las funciones base? Detalla dicha expresion
matematica para una funcién base del interior, una que esté en una de
las esquinas del dominio y otra que esté en uno de sus lados.

3.3. Escribe la formulacién variacional discreta (en el espacio del problema
anterior) y la formulacién variacional discreta con bases del problema
descrito en esta cuestion. Calcula los valores de los elementos de las
matrices del sistema lineal que resulta de dicha formulacion.

3.4. Implementa un programa de ordenador en Matlab con el método numéri-
co de elementos finitos que acabas de desarrollar. Como has desarrolla-
do un método de lineas (semi-discretizacién), jcomo resuelves numéri-
camente el sistema de ecuaciones diferenciales que has obtenido? De-
sarrolla una implementacién que use la funcién de Matlab ode23s y
otra que utilice el método de la regla del trapecio (método a la Crank-
Nicolson). ;Cémo estudiarias la estabilidad de los dos métodos numéri-
cos que has desarrollado? Estudia la estabilidad, por el método de von
Neumann, de los métodos que has desarrollado. Ayuda: tienes que es-
tudiar, por un lado, la estabilidad de un sistema de ecuaciones diferen-
ciales y, por otro, la de un método en diferencias finitas.



3.5.

3.6.

Calcula la solucion analitica exacta de este problema. ; Como evaluarias
numéricamente dicha solucién? Ayuda: tienes que sumar una serie de
convergencia lenta, por lo que deberias usar una técnica de aceleracion
(por ejemplo la §% de Aitken). {En qué puntos del dominio la conver-
gencia es mas lenta? Para v = 1 compara la solucién analitica con la
numéricaen t = 0,1 y en t = 1. ;Cémo se comportan los errores? Prue-
ba con varios pasos de tiempo (At). ;Converge el método? ;Es estable
el método numérico? Razona tus respuestas.

., Cémo calcularias numéricamente/experimentalmente la masa critica?
Calcula la masa critica para los valores de v = 1, 2, 5 y 10. ;Cémo
cambia la masa critica conforme v crece? ; Cémo cambia la masa critica
conforme [ crece?

Cuestion 4. Considere el problema parabdlico en coordenadas polares

E—Au:fyu, (r,0) € Q=[0,1] x [0,27) C R?, ¢ >0,

u(z,0) = ug(x), =z €, u(z,t) =0, z€0dQ, t>0,

donde ug(x) = exp(—|z]*) y v > 0.
Vamos a resolver este problema mediante un método de elementos finitos
en el espacio de polinomios a trozos lineales continuos.

4.1.

4.2.

Escribe la formulacion variacional continua del problema anteriormente
formulado. ;Cudles son los espacios de bisqueda y de prueba? ;Cémo
tratas la ecuacién para r = 07

Describe una malla del dominio €2 que tenga N? tridngulos. Ayuda: lo
mas facil es considerar un hexagono que contiene 6 triangulos iguales y
“teselar”’todo el dominio con estos hexagonos. En tu malla, ;json todos
los triangulos iguales entre si? jEn qué zona son mas pequenos? Define
el espacio de los polinomios a trozos lineales continuos sobre dicha
malla. Dibuja una funcién base del interior y otra que se encuentre
en el centro del dominio. ;Qué simetrias puedes aprovechar a la hora
de escribir la formula matemética de las funciones base? Detalla dicha
expresiéon matematica para una funcién base del interior y otra que se
encuentre en el centro del dominio.



4.3. Escribe la formulacién variacional discreta (en el espacio del problema
anterior) y la formulacién variacional discreta con bases del problema
descrito en esta cuestion. Calcula los valores de los elementos de las
matrices del sistema lineal que resulta de dicha formulacion.

4.4. Implementa un programa de ordenador en Matlab con el método numéri-
co de elementos finitos que acabas de desarrollar. Como has desarrolla-
do un método de lineas (semi-discretizacién), ;coémo resuelves numéri-
camente el sistema de ecuaciones diferenciales que has obtenido? De-
sarrolla una implementacion que use la funcion de Matlab ode23s y
otra que utilice el método de la regla del trapecio (método a la Crank-
Nicolson). ; Cémo estudiarias la estabilidad de los dos métodos numéri-
cos que has desarrollado? Estudia la estabilidad, por el método de von
Neumann, de los métodos que has desarrollado. Ayuda: tienes que es-
tudiar, por un lado, la estabilidad de un sistema de ecuaciones diferen-
ciales y, por otro, la de un método en diferencias finitas.

4.5. Calcula la solucién analitica exacta de este problema. ; Cémo evaluarias
numéricamente dicha solucién? Ayuda: tienes que sumar una serie de
convergencia lenta, por lo que deberias usar una técnica de aceleracion
(por ejemplo la §% de Aitken). {En qué puntos del dominio la conver-
gencia es mas lenta? Para v = 1 compara la solucién analitica con la

numérica en ¢ = 0,1 y en t = 1. ;Cémo se comportan los errores?
..Converge el método? ;Es estable el método numérico? Razona tus
respuestas.

4.6. ;{Como calcularias numéricamente/experimentalmente la masa critica?
Calcula la masa critica para los valores de v = 1, 2, 5 y 10. ;Cémo
cambia la masa critica conforme vy crece? ;Cémo cambia la masa critica
conforme [ crece? Compara la masa critica que has obtenido con la de
la cuestion 3, jqué caracteristicas observas? Infieres alguna ley general
al respecto.



