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Métodos en Diferencias Finitas para Ecuaciones Parabdlicas.

Las ecuaciones de Navier-Stokes (Navier (1827), Poisson (1831), Saint-
Venant (1843) y Stokes (1849)) para la conservaciéon de la masa y del mo-
mento para un liquido/gas compresible son
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donde p, p y v son la densidad, presion y velocidad del fluido (5 incogni-
tas para 4 ecuaciones), fo son las fuerzas externas aplicadas (por ejemplo,
la gravedad) y p es el coeficiente de viscosidad (que para los gases es muy
pequeno). A estas ecuaciones hay que anadirle una ecuacién para la con-
servacion de la energia, que depende de las propiedades termodindmicas del
fluido. Todas estas ecuaciones en derivadas parciales definen un sistema mix-
to hiperbdlico-parabdlico y son bastante dificiles de resolver numéricamente,
aunque ya hay mucho estudiado al respecto.

Como modelo del comportamiento de las soluciones de la ecuacién de
Navier-Stokes en el régimen parabdlico (fluido viscoso), sobre todo para ve-
rificar métodos numéricos, se utiliza la ecuacion de Burgers unidimensional
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Esta ecuacién es mixta (hiperbdlica para p pequeno, parabdlica para p gen-
eral) y C-integrable (linealizable mediante un cambio de variables) mediante
la transformacién de Hopf-Cole (Hopf (1950) y Cole (1951)),
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Aplicando la transformacion en dos pasos, primero hacemos
15
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y luego introducimos

w = _21u log ¢7 ¢t = #gbx:ca

con lo que obtenemos la ecuacién (parabdlica) del calor.

Como la solucién del problema de valores iniciales de la ecuacién del calor
es facil de obtener, también lo serd la solucién de la ecuacién de Burgers. El
problema de valores iniciales para la ecuacion del calor con ¢(z,0) = &(z)
tiene como solucién,
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y, por tanto, para el problema de valores iniciales de la ecuaciéon de Burgers
con v(x,0) = F(x), tenemos

ol2.0) = 0() = oxp (5. [ Fn)an),

y como solucién general

b S e dy
v(z,t) = [% e=Glandy
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donde
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G(y;x,t) = /Oy F(z)dz + (x;ty)

Como ejemplo de solucién exacta de la ecuacion de Burgers, que utilizare-
mos para verificar los cédigos numéricos a desarrollar, presentaremos la onda
de tipo N, que se obtiene para

d=1+ \/?e’“g/‘“”,

que nos da como solucién exacta
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Calcula la condicién inicial v, (z,0). ; Como evitas la divisiéon por cero?
Haz un dibujo de dicha solucion. Escribe un programa en Matlab que
te permita calcular v.(z,t). Representa en Matlab la funcién v.(z, 1) en
funcion de p para a = 1. Comenta el comportamiento de esta solucion
de la ecuacion de Burgers. ; Como afecta el parametro a? ;Cémo afecta
1! i Puedes explicar fisicamente el significado de estos dos pardmetros?

Vamos a desarrollar métodos numéricos para la resolucion del problema
de valores iniciales y de contorno (no lineal)
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v(z, 1) = ve(z, 1), v(—20,t) = v(20,t) = 0,

te[1,10], x € [—40,40],

con condiciones de contorno de Dirichlet homogéneas. La solucién ex-
acta de este problema se puede calcular mediante una serie, pero nos
conformaremos con una aproximacién a ella, la solucion del problema
de valores iniciales v.(z,t), ya que v.(—40,t) ~ 107! es del orden de
los errores de redondeo. Como mallado utilizaremos

x; = —40+ jh, j=0,1,....N, h=Az,
t,=1+nk, n=0,1,....M, k=At.

Meétodo de Euler Explicito. Escribe un programa de Matlab que imple-
mente el método O (k, h?)

Vit —yn oy, Ve 2 n=2V 4V
ka+‘/jj2hj :Mﬁvjfﬂj h; J7

V0 = w.(z;,1), Ver =V =0.

J

Verifica la consistencia de este método. Lineariza esta ecuacion toman-
do vv, = vov,. Determina mediante el método de Fourier o de von Neu-
mann la condicion de estabilidad lineal de este método en funcién de vy.
Elige una malla (valores h y k) que garanticen la estabilidad del método
y compara el resultado que obtienes con la solucién ”exacta”v.(x,t).
., Cémo son los errores? Fija k y estudia cémo varia la norma infinito
del error, ||ve(7;,tn) — V}*||oo en funcién de h (estudia varios valores de
h que garanticen la estabilidad). Fija h y estudia el error variando k.
;Cémo chequearias numéricamente el orden del método O (k, h?)?
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4. Método FExplicito de Cuarto Orden. Escribe un programa de Matlab
que implemente el método O (k, h*)

+ V- = —

‘/jn+1 - ‘/]n V77;2 - 8Vn + 8 ]+1 j12 1 54
k J 12h h?

Vjo = ve(xj, 1), Vi =Vi=Vy_,=Vy=0,

y contesta a las mismas cuestiones que en el apartado anterior.

5. Método de Fuler Implicito. Escribe un programa de Matlab que imple-
mente el método O (k, h?)

V}n—&-l Vn Vn+1 Vn+1 V;n_—iil (5
k 2h h

V= v(z;,1), Vit =Vi=0.
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Utiliza el método de Newton para sistemas de ecuaciones para resolver
la ecuacién no lineal que obtienes en cada paso de tiempo. Contesta a
las mismas cuestiones que en el apartado anterior.

6. Meétodo de Crank-Nicolson. Escribe un programa de Matlab que imple-
mente el método O(k?, h?)

n n n+1/2 n+1/2
GV e VT VIR e

j—
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Utiliza el método de Newton para sistemas de ecuaciones para resolver
la ecuaciéon no lineal que obtienes en cada paso de tiempo. Contesta a
las mismas cuestiones que en el apartado anterior.

7. Meétodo con Operadores Compactos. Verifica mediante Taylor que la
derivada de una funcién se puede calcular con cuarto orden de precision

O(h*) utilizando la férmula de Padé,

~ 1 Vi =V 3

W; = (va); oh 1+0%/6 Wi +HAW;+ Wi = h (Vis1=Vj-1)-



Escribe un programa de Matlab que implemente el método O (k?, h*)

n n n+1/2 n+1/2
Vi - Vi Lyt gtz " iVjH — Vi
k ! ! 2h 1+402%/6 ’

et _ L VAT -V

J 2h 14+62/6
VO = w.(z;,1), Ver =V =0.

J

Repite las cuestiones del apartado anterior. (ESTE APARTADO ES
MAS DIFICIL QUE LOS ANTERIORES).

Finalmente, compara los métodos anteriores en cuanto a dificultad de
implementacion, estabilidad, precision, nimero de operaciones flotantes
necesarias para obtener un error dado, etc.

NOTA IMPORTANTE: La solucién exacta v, te sirve para verificar
que tu implementacion de los métodos numéricos anteriores es correc-
ta, si tu método no coincide (para h y k suficientemente pequetios y
cumpliendo la condicién de estabilidad) con la solucién exacta es que
has cometido un error de implementacién. Verifica tu codigo con cuida-
do en dicho caso.



