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Ejercicios de repaso de ecuaciones diferenciales parabólicas.

1. Demuestra que la solución del problema de valores iniciales o de Cauchy
de la ecuación de difusión

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
, u(x, 0) = f(x),

se puede escribir como

u(x, t) =
∞∑

n=0

d2nf(x)

dx2n

tn

n!
.

Además, evalúa dicha serie para f = exp(3x) y f = sin x. Ayuda: De-
sarrolla u(x, t) en serie de Taylor en y y utiliza la ecuación en derivadas
parciales.

2. Demuestra que la solución de la ecuación de difusión en ĺınea finita con
condiciones de contorno Dirichlet homogéneas,

∂u

∂t
− a2 ∂2u

∂x2
= 0, ∀x ∈ (0, l), ∀t > 0,

u(0, t) = u(l, t) = 0, t > 0, u(x, 0) = g(x), ∀x ∈ (0, l),

se puede escribir como

u(x, t) =
∫ l

0
g(y) G(x, y, a2t) dy,

donde la función de Green G se define como

G(x, y, t) =
2

l

∞∑

n=1

exp

(
−n2π2t

l2

)
sin

nπx

l
sin

nπy

l
.

Ayuda: determina la solución por separación de variables y luego es-
cribela de la forma mostrada. Es más fácil de lo que parece.

3. Resuelve el problema anterior con condiciones de contorno Neumann
homogénea en x = l y Dirichlet homogénea en x = 0.
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4. Determina la solución de la ecuación de difusión bi-dimensional

∂u

∂t
= ∆u, x ∈ IR2, t > 0,

u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ IR2.

Ayuda: Utiliza transformada de Fourier para las dos variables espa-
ciales.

5. Asumiendo que existe una constante a > 0 tal que A es estrictamente
definido positivo, 〈Av, v〉 ≥ a‖v‖2, ∀v, demuestra que la solución de

u̇(t) + Au(t) = f, t > 0, u(0) = u0,

cumple

‖u(T )‖2 + a
∫ T

0
‖u(t)‖2 dt ≤ ‖u(0)‖2 +

1

a

∫ T

0
‖f‖2 dt.

Ayuda: use y demuestre que |〈v, w〉| ≤ (4 ε)−1‖v‖2 + ε‖w‖2, ∀ε > 0.

6. Resuelva el problema de valores iniciales para la ecuación de difusión
uni-dimensional con condiciones iniciales

(a) fa(x) =

{
1, |x| ≤ 1,
0, otro caso

,

(b) fb(x) =





x, 0 < x < 1/2,
1− x, 1/2 < x < 1,
0, otro caso

.

Además, resuelva el problema de condiciones de contorno con condi-
ciones de contorno

a) Dirichlet homogéneas en los puntos {−1, 1} y {0, 1} para los aparta-
dos (a) y (b), respectivamente.

b) Neumann homogéneas en los puntos {−1, 1} y {0, 1} para los
apartados (a) y (b), respectivamente.

Dibuje con Matlab las soluciones anaĺıticas que ha obtenido. Com-
pare las soluciones obtenidas de los problemas de valores iniciales y de
contorno. Justifique sus diferencias. ¿Encuentra inconsistencias entre
las condiciones de contorno y las iniciales en los puntos del contorno?
¿Qué tipo de comportamiento f́ısico provocan éstas en las soluciones?
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