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Elementos Finitos para Ecuaciones Eĺıpticas y Parabólicas.

1. Calcule la serie de Fourier de la solución del problema −∆u = 1 en
el cuadrado (0, π)× (0, π) con condiciones de Dirichlet homogéneas en
los lados inferior (y = 0) y superior (y = π) del cuadrado, condiciones
Neumann homogéneas en el lado izquierdo (x = 0) y condiciones de
Robin homogéneas en el lado derecho (x = π).

2. Desarrolle el método de elementos finitos cG(1) (polinomios lineales
a trozos continuos) para la ecuación de Poisson con condiciones de
contorno Dirichlet homogéneas en un cuadrado con una triangulación
de tipo union jack (ver la Figura del libro de texto). Determine la
matriz del sistema lineal que se obtiene.

3. Desarrolle el método de elementos finitos cG(2) (polinomios cuadráticos
a trozos continuos) para la ecuación de Poisson con condiciones de
contorno Dirichlet homogéneas en un cuadrado con una triangulación
estándar (como la vista en clase). Determine la matriz del sistema lineal
que se obtiene.

4. Resuelva la ecuación parabólica (del calor)





u̇(x, t)− u′′(x, t) = 0, 0 < x < π, t > 0,
u′(0, t) = u′(π, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), 0 < x < π,

mediante series de Fourier.

5. Resuelva mediante serie de Fourier la ecuación parabólica (del calor)
del ejercicio anterior con condiciones de contorno mixtas

u(0, t) = 0 = u′(π, t), t > 0.

6. Demuestre que la solución de la ecuación del calor u̇−∆u = 0, u(0) =
u0, satisface las siguientes estimaciones fuertes de estabilidad

‖u(T )‖2 + 2
∫ T

0
(∇u,∇u) dt ≤ ‖u0‖2,
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∫ T

0
t ‖u̇(T )‖2 dt =

∫ T

0
t ‖∆u‖2 dt ≤ 1

4
‖u0‖2,

‖u̇(T )‖ = ‖∆u(T )‖ ≤ 1√
2 T

‖u0‖.

7. En el dominio Ω × I donde Ω es triangulado mediante Tn = {K}
con función malla hn e I es dividido en subintervalos temporales In =
(tn−1, tn), definimos Sn = Ω × In y el espacio de búsqueda W

(r)
k como

el espacio de funciones v tales que

W
(r)
k =

{
v(x, t) : v|Sn ∈ W

(r)
kn , (x, t) ∈ Ω× I

}
,

v|Sn ∈ W
(r)
kn =



v(x, t) : v(x, t) =

r∑

j=0

tj ψj(x), ψj ∈ Vn, (x, t) ∈ Sn



 ,

donde Vn = Vhn es el espacio de polinomios lineales a trozos continuos
que son nulos en Γ = ∂Ω asociado a Tn. Defina un conjunto de funciones
base de los espacios

a) W
(0)
kn ,

b) W
(1)
kn .

8. Demuestre que la matriz del proyector L2 en el espacio Vn del ejercicio
anterior es la siguiente

(Bn−1,n)ij = (ϕn,j, ϕn−1,i), 1 ≤ i ≤ Mn, 1 ≤ j ≤ Mn−1,

Bn−1,n ∈ Mn ×Mn−1,

donde {ϕn,j} es una base nodal de Vn asociada con los Mn nodos inte-
riores de Tn numerados de alguna manera, de forma que

Un =
Mn∑

j=1

ξn,j ϕn,j.

En otras palabras, Bn−1,n cumple con la condición

Bn−1,nξn−1 = Bn ξ̂n−1,

donde ξ̂n−1 son los coeficientes de PnUn−1 con respecto a la base {ϕn,j}.
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9. a) Desarrolle en detalle el método de elementos finitos cG(1)dG(0)
visto en clase para la ecuación del calor u̇−∆u = 0 con condiciones
de contorno Dirichlet homogéneas.

b) Escriba la matriz del sistema lineal para los coeficientes de Un en
el caso de una malla uniforme.

c) Calcule Bn−1,n expĺıcitamente en el caso de que Tn se obtiene
dividiendo cada intervalo de Tn−1 en dos sub-intervalos.

d) Calcule Bn−1,n expĺıcitamente en el caso de que Tn tiene un número
par de elementos que se obtienen uniendo cada dos intervalos con-
secutivos de Tn−1.

10. Desarrolle en detalle el método de elementos finitos cG(1)dG(1) para
la ecuación del calor u̇−∆u = 0 con condiciones de contorno Dirichlet
homogéneas (recuerde cG(1) en espacio y dG(1) en tiempo). Incluya los
detalles de la construcción del sistema de ecuaciones lineales asociado
a dicho problema.

11. Desarrolle en detalle el método de elementos finitos cG(1)dG(0) para la
ecuación parabólica u̇−∆u + u = f con condiciones de contorno Neu-
mann homogéneas. Incluya los detalles de la construcción del sistema
de ecuaciones lineales asociado a dicho problema.
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