Segunda relaciéon de problemas Métodos Matemaéticos y Técn. Comp.
Profesor Francisco R. Villatoro 27 de Octubre de 1999

Ejercicios de repaso de dlgebra y espacios vectoriales de polinomios.

1. Demuestra que las normas I; y lo de un vector z = (z1,...,24)"
definidas como

el = sl 4+ + foal, ol = s |l

respectivamente, son realmente normas.

2. Representa el circulo (bola) unidad {z € IR? : ||z||, < 1} para las tres
normas || - ||, con p = 1,2, c0.

3. Demuestra que si aq, ..., a4, son nimeros (pesos) positivos, entonces
(z,9) = X%, a; 7;y; es un producto escalar (interior) en IR“. Escribe
la norma asociada a este producto escalar y la desigualdad de Cauchy-
Schwarz

|G 9)] <l lyll

Demuestra que la norma asociada a un producto escalar cumple la
desigualdad triangular (||z + y|| < ||z|| + |ly])-

4. Demuestra que si A es simétrica y {\;} son sus autovalores, entonces
|All2 = méxi<i<n |Ai|. Ademds, para cualquier matriz A, se tiene que

|Allz = \/p(AT A), donde p(AT A) es el radio espectral del producto
AT A, es decir, su autovalor més grande.

5. Demuestra la desigualdad de Cauchy-Schwarz

(£ ) < 1 fllzaan) 912200

donde la norma Ly(a,b) se define como

1/2
sty = Vo ) = ( /ab ) dm> |

6. Demuestra que sin(nx) y sin(mx) son ortogonales en (0, 7) si n,m =
1,2,3,...,n#m.



10.

11.

El espacio vectorial de los polinomios en (a,b) de grado menor o igual
que ¢, denotado P(a,b) tiene como base canénica {z’} ;. Encuentre
los coeficientes de un polinomio p(x) € P4(a,b) con respecto a su otra
base {(z — ¢)'}{_, donde ¢ € (a,b).

Demuestre que especificar p(a), p'(a), p(b), y p'(b) es suficiente para es-
pecificar univocamente cualquier polinomio P3(a,b). Determine una
base nodal, para estos valores, es decir, una base {1;(z)}{ tal que

p(x) = pla) (@) +p(a) Y2 (2)+p(b) ¥3(x)+p'(b) Ya(x),  p € P*(a,b).

Escribe el polinomio de grado 3 (ps) que interpola sinz en §, = 0,&; =
/6,6 = w/4, y & = w/3. Dibuja (p.ej. con Matlab) las gréficas de
ps(z) y sinz en [0,7/2].

Escribe una base ara el espacio vectorial de los polinomios a trozos
de orden dos Wh en (a,b) para un malla 7, dada Dibuje tres de
las funciones base. Escribe una base nodal {(; }%*, para el espacio de
polinomios cuadraticos a trozos continuos V}, ?) en una malla 7;, dada.
Dibuja dos de las funciones base.

Sea f una funcién peridédica de periodo 27, continua y con derivada
continua, excepto en un numero finito de puntos en su periodo, en-
tonces f(z) se puede representar mediante la siguiente serie de Fourier
(Teorema de Dirichlet)

o
?0 Z a, cos(nx)+ b, sin(nz)),

donde los coeficientes de Fourier a,, y b,, se definen como

= 71T/027T cos(nx) f(x)dx, b, = ! /027T sin(nx) f(z) dx.

(e

Demuestre que si f tiene derivadas (periédicas) continuas de orden g,
entonces existe una constante C' tal que

lan| + |bn] < Cn™Y, n==+1,+2,....



