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REPASO DE C�ALCULO Y ALGEBRA. NO ENTRA EN EXAMEN.

1. Sucesiones de Cauchy. Demuestra que una sucesi�on de n�umeros

reales convergente es una sucesi�on de Cauchy.

2. Teorema del valor medio.

3. Regla de la cadena.

4. Teorema del punto �jo.

5. Cero de una funci�on. Sea u(x) una funci�on continua de�nida en IR.

Considera la sucesi�on f�jg generada por �j = �j�1��u(�j�1), donde �0
es un dato y � es una constante. Determina condiciones que garanticen

que f�jg converge a � 2 IR que satisface u(�) = 0.

6. Integraci�on por partes. Demuestra que si u y v son dos funciones

diferenciables para a � x � b y x0 y x1 son puntos en [a; b], entonces

Z x1

x0

u
0(x) v(x) dx = u(x1) v(x1)� u(x0) v(x0)�

Z x1

x0

u(x) v0(x) dx:

Ayuda: aplica el Teorema Fundamental del C�alculo al producto u v.

7. Acotaci�on de integrales. Demuestra que si f1 y f2 son funciones y

f1(x) � f2(x) para todo a � x � b y x0 y x1 son puntos en [a; b] con

x0 < x1, entonces Z x1

x0

f1(x) dx �
Z x1

x0

f2(x) dx:

Utiliza este teorema para probar que j
R x1
x0

f(x) dxj �
R x1
x0
jf(x)j dx si

x0 < x1.

8. Teorema de Taylor.

9. Propiedades de la distancia. Usando los axiomas de la de�ni-

ci�on de distancia en un espacio topol�ogico X, demuestre las siguientes

propiedades
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(a) d(x; y) � 0; 8x; y 2 X,

(b) d(x; y) = d(y; x); 8x; y 2 X.

10. De�na las normas lp 1 � p � 1 de un vector x = (x1; : : : ; xd)
> y las

normas Lp(a; b) para una funci�on real f(x).

11. Representa el c��rculo (bola) unidad fx 2 IR2 : kxkp � 1g para las tres

normas k � k, con p = 1; 2;1.

12. Si a1; : : : ; ad, son n�umeros (pesos) positivos, entonces (x; y) =
Pd

i=1 ai xi yi

es un producto escalar (interior) en IRd. Escribe la norma asociada a

este producto escalar y la desigualdad de Cauchy-Schwarz

jhx; yij � kxk kyk:

Demuestra que la norma asociada a un producto escalar cumple la

desigualdad triangular (kx+ yk � kxk+ kyk).

13. Desigualdad de Schwarz. Sea V un espacio vectorial sobre IC con

producto escalar (complejo). Enuncia y demuestra la desigualdad de

Schwarz.

14. Ley del paralelogramo. Demuestra que para normas derivadas de

un producto escalar

ku+ vk2 + ku� vk2 = 2kuk2 + 2kvk2:

15. Demuestra la desigualdad de Cauchy-Schwarz

jhf; gij � kfkL2(a;b) kgkL2(a;b);

donde la norma L2(a; b) se de�ne como

kfkL2(a;b) =
q
hf; fi =

 Z b

a
f(x)f(x) dx

!1=2

;

donde f : IR! IC y el producto escalar es complejo.

16. Ortogonalidad e independencia. Demuestra que un conjunto de

vectores ortogonales entre s�� son linealmente independientes.
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17. Utiliza el proceso de ortonormalizaci�on de Gram-Schmidt para obtener

un sistema ortonormal que genere el mismo subespacio vectorial que

los vectores (1,2,3,0), (1,1,-1,1) y (0,1,3,-2) de R4

18. Identidad de Parseval. Enuncia la identidad de Parseval para los

coe�cientes de Fourier respecto a una base ortonormal en un espacio

de Hilbert.

19. Demuestra que sin(n x) y sin(mx) son ortogonales en (0; �) si n;m =

1; 2; 3; : : : ; n 6= m.

20. Escribe la serie de Fourier de las siguientes funciones

f(x) = x; x 2 [0; 1];

g(x) = x(1� x); x 2 [0; 1]

Compara utilizando MATLAB las gr�a�cas de estas funciones con las

sumas de los 10 primeros t�erminos de su serie de Fourier.

21. Identidades de c�alculo vectorial. Demuestra en dos dimensiones

(y luego en tres dimensiones) las identidades vectoriales

(a) div rotu = r � r � u = 0, donde u es una funci�on vectorial,

(b) y, rot grad u = r�ru = 0, donde u es una funci�on escalar.

22. Coordenadas cil��ndricas. A partir de la expresi�on general de los

operadores vectoriales gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano,

escribe su expresi�on en coordenadas cil��ndricas.

23. Coordenadas esf�ericas. A partir de la expresi�on general de los op-

eradores vectoriales gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano, es-

cribe su expresi�on en coordenadas esf�ericas.

24. Teorema de Taylor en dimensi�on 2

25. Escribe el desarrollo de Taylor de la funci�on u(x,y)=cos(x+y) hasta los

t�erminos de segundo orden y la expresi�on del error de Taylor.

26. Demuestra que la de�nici�on de rotacional para u : R3 ! R
3 en los

casos u = (u1; u2; 0) y u = (0; 0; u3) en los que u1; u2; u3 no dependen

de x3 se reduce a las de�niciones de rotacional para u : R2 ! R
2 y

u : R2 ! R respectivamente.
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27. Demuestra que la derivada direccional de una funci�on u : R3 ! R en un

punto P se maximiza en el vector unitario en la direcci�on del gradiente

e =
grad u(P )

kgrad u(P )k
:

28. Calcula el gradiente y el laplaciano de las siguientes funciones:

f(x; y) = x
2 + y

2 sin(x);

g(x; y; z) = e
x+z tan(y2)

29. Calcula el jacobiano, el rotacional y la divergencia de las siguientes

funciones:

f(x; y) =

(
2xy

x
2 sin(xy)

g(x; y; z) =

8><
>:

2xyz

x
2 sin(xy)

z + 3

30. Teorema fundamental del c�alculo en dimensi�on 2

31. Teorema de la divergencia de Gauss

32. F�ormulas de Green
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