SOLO PRIMER PARCIAL Técnicas Numéricas (y Comp.)
Duracion 3:30 horas 9 de Septiembre de 2000
NO SE PERMITEN NI APUNTES NI CALCULADORA (OPERE A MANO).

1. Sea w €C" con ||w||2 =1y defina la matriz

A=T1-2ww"".

a) (A es simétrica? Demuéstrelo.

b) (A es hermitica? Demuéstrelo.

¢) (Cdémo son sus autovalores? Demuéstrelo.

d) (Cdémo son sus autovectores? Demuéstrelo.

e) ;Cémo son sus filas entre si? y, jsus columnas?

f) Escribe su forma normal de Schur.

g) (Se puede aplicar el método de Cholesky a dicha matriz?, ;por
qué?

Solucion.

a) Calculando por partes,
A =T —2ww' =1 —-2ww',
AT =TT 2w (w)" =1 -2ww*" = A,
observamos que A es hermitica. Si w fuera real, seria simétrica.

b) Sus autovalores son reales por ser hermitica (demuestrelo).

c) Sus autovectores son linealmente independientes y ortogonales,
por lo que forman una base de € (demuestrelo).

d) Ademsés es unitaria, ya que

AAT = (I —2ww " 2 =T —4ww" +4ww ww*'' =1,

wll2=1

por lo que sus vectores fila (0 columna) son ortonormales.



f)

Como A es hermitica, su forma normal de Schur es diagonal (de-
muestrelo), mds ain, como es unitaria, sus autovalores son iguales
a la unidad (demuestrelo).

Como es hermitica y definida positiva (autovalores positivos), el
algoritmo de Cholesky se puede aplicar sin ningtin problema.

2. Dado el sistema Ax = b, donde

10 3 1 14
A= 2 —10 3 |, b=| -5 |,
1 3 10 14

resuélvalo por medio de los siguientes métodos

Utilizando factorizaciéon de Cholesky.

Utilizando el método de Gauss-Jordan con pivotaje total o com-
pleto.

., Qué ventajas tiene usar pivotaje?

.Se puede aplicar el método de Gauss-Jacobi? Justifique su re-
spuesta.

Escribe el método de Gauss-Jacobi en forma matricial y aplique
dos iteraciones a partir de la solucién (¥ = 0. El resultado DEBE
obtenerse utilizando niimeros racionales.

Determine la tasa de convergencia (exacta) del método de Gauss-
Jacobi.

Estime la tasa de convergencia las iteraciones del método.

Escriba la formulacién matricial del método de relajacion basado
en Gauss-Seidel,

Determine la tasa de convergencia (exacta) de dicho método (en
funcién del pardmetro de relajacion).

Determine el valor éptimo del parametro de relajacion.

k) Escriba dos iteraciones a partir de 2(%) = 0. Presente el resultado
con numero reales de dos digitos de precision.
Solucion.



No se puede, porque no es simétrica.

Dado que la matriz no es simétrica, vamos a utilizar el método de
Gauss-Jordan con pivotaje total o completo. Para el primer pivote
no hay que reordenar la matriz, y tenemos

10 3 1] 14 10 3 1 14
2 =10 3|-5|—=1] 0 53 14| 39 ;
1 3 10| 14 0 27 —=99|-126

ahora debemos intercambiar las filas 2 y 3, y las columnas 2 y 3,

10 3 1 14 10 3 1 14
0 -99 —-27|-126 [ —| O =99 27| —-126 |;
0 —14 53 39 0 0 5625| 5625

y ahora resolviendo el sistema triangular superior obtenido recor-
dando que las incognitas estan en el orden 2,3, 1, tenemos

La ventaja del método de Gauss-Jordan con pivotaje completo
es que minimiza posibles diferencias cancelativas y divisiones por
nimeros cercanos pequenos, que son susceptibles a propagacion
de errores.

Al ser la matriz de coeficientes A diagonalmente dominante por
filas, el método iterativo de Gauss-Jacobi esta garantizado que
converge,

z®) =D (b — (L +U)z* D).
Vamos a realizar dos iteraciones a partir de z(9) = 0,
e = (7/5,1/2,7/5)7,  2® = (111/100,6/5,111/100)".

La tasa de convergencia del método de Gauss-Jacobi es el radio
espectral de su matriz de convergencia

p(D™H(L+T)),

donde
1 0 3 1
J:D_l(L+U):1—O -2 0 =3
1 3 0



cuyo polinomio caracteristico es
|J—=AI| = —3/200—7A/50—\* = (14+10\) (—=3+2X—20)\?) = 0,

que resolviendo la ecuacién cuadrética (2 raices complejas conju-
gadas) nos da para el radio espectral, es decir, la tasa de conver-
gencia del método de Gauss-Jacobi

p(J) = max |z = max{1/10,v15/10} = v/15/10 ~ 0,387.

La tasa de convergencia también se puede estimar utilizando los
dos tltimos (en nuestro caso los unicos) iterados del método de la
forma

lealls 21

= — ~=10,323
lexlls 65 T

leall < 1 Hleall, 1]~

donde e, = x — x;.

Vamos a aplicar el método de relajacién al método iterativo de
Gauss-Seidel,

2® =w(L+ D) (b—Uz® V) + (1 —w)z*D.

Para estudiar la convergencia de este método tenemos que calcular
su tasa de convergencia

p(SOR) = p((1 —w) I —w(L+ D) U),

donde
l—w —3w/10 —w/10
SOR = 0 1 —53w/50 Tw/25
0 6w/125 1 —537w/500

cuyo polinomio caracteristico es

2134
ISOR-A\I| = (w—14X) (=142 A=1 X2+ (1-\) w
1000

1125
~To00 ¥ )

que resolviendo la ecuacion cuadratica nos dan los autovalores

Asorn=1—w,  Asor=1— (1067 + /13489) w/1000,
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es decir,
>\SOR =1- w, >\SOR =1- 1,183 w, >\SOR =1- 0,9509w,

y la tasa de convergencia del método de Gauss-Seidel con rela-
jacion

p(SOR) = méx |Asori| = Orgé%{]l—w\, 11-1,183 w|, |1—0,9509 w| },
serd minima para un w* y valdra (como se puede comprobar facil-

mente dibujando las funciones en w) en la regién en la que con-
verge

1 —0,9509 w, 0<w<w,
1> p(SOR) = { 14 1183w, wt < w < 1,690,
dando como valor éptimo

1—-0,9509w* = -1+ 1,183 w™, w* = 0,937,

es decir, realizaremos una subrelajacién en lugar de una sobrerre-
lajacion con una tasa de convergencia de

p(SOR) =~ 0,1088.
Vamos a realizar dos iteraciones a partir de (%) = 0,

M =(1,3,0,73,096)7, 2@ =(1,1,0,99,0,99)",

3. Dado el polinomio

plz) =2t —2® -2 + o — 1,

determine:

Determine una sucesion de Sturm asociada a este polinomio.

Obtenga la tabla de signos asociada a dicha sucesién de poli-
nomios.

,Cuantas raices tiene dicho polinomio?

,Cuantas raices reales tiene dicho polinomio?
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. Cuantas raices positivas? Escriba un intervalo de longitud unidad
en el que se encuentren cada una de ellas.

. Cuantas raices negativas? Escriba un intervalo de longitud unidad
en el que se encuentren cada una de ellas.

Segun el criterio de los signos de Descartes, jcuantas raices posi-
tivas hay?
Segun el criterio de los signos de Descartes, jcuantas raices nega-
tivas hay?

Aplique el criterio de Cauchy y determine una region en el plano
complejo en la que se encuentren todas las raices del polinomio.

. Cuantas raices complejas hay?

Determine sendos intervalos para la parte imaginaria de cada una
de las raices complejas.

El algoritmo de Bairstow consiste en dividir el polinomio

p(z) = ap2" + U 12"+ + ag,

entre el factor cuadratico c(u,v) = z? — uz — v. Determine el

cociente y el resto de dicha division, especificando sus coeficientes
b; como una relacién de recurrencia en funcién de u y v.

Qué ecuaciones hay que resolver mediante el método de Newton
como parte del método de Bairstow.

Aplique el método de Newton y obtenga las relaciones de recur-
rencia para las derivadas parciales de los coeficientes b; entre u y
v.

Escriba el método de Newton en formulacién delta a partir de las
expresiones del apartado anterior.

Solucién. Para resolver este problema vamos a utilizar el método de las
sucesiones de Sturm (que tiene como tnico defecto que sélo determina
el nimero de raices distintas). La sucesién de Sturm mas simple es

p(x) =pla),  pax) =—p'(z)=—42°+32° + 22 — 1,

pi = modp;_o(z), pi—1(x),



que se obtiene facilmente utilizando el algoritmo de Euclides de divisién
de polinomios, dando

16p(z) = (1 —42)pa(z) =11 2% + 102 — 15,

p3(z)
121 po(x) = (442 + 7) ps3(x) +832(x)— 16,
pa(z
43264 ps(z) = (509 — 572 ) p () —640816,

ps ()
con lo que obtenemos la tabla de signos

T |p1 p2 p3 ps ps | total
—oo |+ + - — —| 1
too|+ — — + —| 3
0 |- — — — —| o0
T (T
2|+ + - - -] 1
1 |- — — & | 2
2 |+ — — + —| 3

que nos indica que existen 2 raices reales distintas, una de ellas (nega-
tiva) en [—1, —2] y la otra (positiva) en [1,2].

Aplicando el criterio de los signos de Descartes obtenemos que hay tres
cambios de signo v, y por tanto el nimero de raices positivas n, cumple
que v, —n, € {0,2,4}, luego o hay 1 raiz positiva o hay tres. En cuanto
al nimero de raices negativas, aplicando Descartes a ¢(z) = p(—x),
obtenemos v, = 1 y por tanto v, —n, € {0, 2,4}, hay exactamente una
raiz negativa.

Aplicando el criterio de Cauchy que dice que las raices (complejas o
reales) estan incluidas en el disco de radio
_ -1
p=1+lan|" max |ay].

Para p(x) obtenemos p = 2, luego las raices tienen la cota superior
|z;] < 2. Para p(1/x) obtenemos p = 2, luego las raices tienen la cota
inferior |z;| > 1/2. Como sabemos por el criterio de Descartes que hay
una rafz negativa, esta estard en el intervalo [—2, —1/2]. La raiz, o las
tres, reales positivas del polinomio estaran en el intervalo [1/2,2].
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Hay una raiz (real) positiva (Sturm).
Hay una raiz (real) negativa (Descartes o Sturm).

La raiz positiva estd en [1,2] (Sturm) y la negativa en [—2, —1]
(Sturm).

Hay un par de raices complejas conjugadas de parte real en [1/2, 2]
y de parte imaginaria en [0, 2] y [—2, 0], respectivamente (Cauchy).

El algoritmo de Bairstow consiste en dividir el polinomio

p(z) = a,2" + U 12"+ -+ a,

2

entre el factor cuadratico ¢(u,v) = z* — uz — v, obteniendo

p(2) = (bpz" 2 4 by 12" 2+ bgz+by) c(u,v) + by (2 —u) + by,
donde comparando coeficientes (b, 11 = b,12 = 0)
b = ag + ubk1 + vby o, k=n,n—1,...,0. (1)

La division sera exacta si by = by = 0, por lo que resolveremos las
ecuaciones

bo(U, ’U) = Oa bl(u7 U) = 07

mediante el método de Newton. Definiendo las derivadas que apare-
cen en el Jacobiano y calculdndolas derivando la relacion de re-
currencia (1),

Oby,
= —— = bpr1 +UCpr1 + VU Cpao, (Cn+1 =Cyp = 0)7

ou

O
O

obtenemos la siguiente iteracion de Newton en formulacion delta

u+D) = y® 45y o €1 ou\ _ [ bo(u,v) 7
1 Cy ov by (u,v)

cuya solucién se escribe directamente

dy = bpy1 +udpy +vdpg2 = Cpa, (dp+1 =d, =0),

c1b1 — cabg c1by — coby 2
o= ———"—, o= —-—, J:co@—cl.

J J



Tomando como condicién inicial

22—UZ+U:

(z—1,5)(z+1,5),

u =0,

v = —225,

e iterando el método, obtenemos (note que by = ¢35 =1,¢4 = 0)

bo b1 b b3 Co 1 Co U v Iter
6,31 3,25 -3,25 —1 5,5 —5.5 —1 0,32 =078 | 1
0,84 0,88 —-2,00 —-0,68 | 0,22 —-2,89 —0,35| 0,59 —0,47 | 2
—0,0937 0,183 -1,71 -041 | -1,12 —-2,07 0,18 | 0,67 —0,56 | 3
—-0,0177  —-0,00874 —-1,78 —-0,329 | —1,61 —2,10 0,341 | 0,666 —0,561| 4
1,94-107° 6,98-10° —1,78 —0,334| —1,60 —2,12 0,332 | 0,666 —0,561| 5

y como by y by son practicamente cero, podemos calcular dos de

las raices

q(z) = 2* — 0,666 z + 0,561 = 0,

y aplicando deflaccion,

p(2) = (—1,783-0,3342+27) q(2),

z. = 0,333 £0,6711,

z_ = —1,179,

z. =1,513.

f) Lo primero que hay que hacer es estudiar la convergencia del méto-

do de Newton

9(2) =

p(2)

P(2)

22 (—6+62+1022—32%—152* +1029)

g(z)=2-

p(2)p"(2)

P'(2)
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9'(z) =

(1 —22—322+4423)
y evaluando esta expresion en cualquiera de las raices, es decir,
sustituyendo 2* por r(2) = 23 + 22 — 2 + 1, 2° por 2r(2) y 25 por
2r(z), de forma reiterada y simplificando, obtenemos que

gd(z)=2>1,

ZEZo, 24, e,

luego el método de Newton diverge para todas las raices y no
existe un entorno suficientemente pequeno que garantice su con-
vergencia. El alumno puede comprobarlo numéricamente si asi lo

desea.

PUNTUACION =



