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ENUNCIADO DE LA TERCERA PRACTICA (PUNTUACION: 0.2)

Problemas de autovalores de cuarto orden y métodos espectrales.

(1) En clase hemos observado que la interpolacién mediante polinomios de
funciones muy regulares sufre el fenémeno de Runge, es decir, el error cerca de
los extremos del intervalo es muy grande. Chebyshev introdujo una solucién
muy sencilla, el uso de polinomios que lleva su nombre. Para ello basta con
interpolar polinémicamente utilizando los ceros de un polinomio de Chebyshev,
los asi llamados nodos de Chebyshev,

xj = cos(jm/N), j=0,1,..., N.
Veamos un codigo que muestra este efecto utilizando la funcion de Runge,

N=16; xx=-1.01:.005:1.01; uu = 1./(1+16*xx."2); clf;
for i=1:2, subplot(2,2,1i);

if i==1, s=’Uniforme’; x = -1 + 2%(0:N)/N; end
if i==2, s=’Chebyshev’; x = cos(pi*(0:N)/N); end
u=1./(1+16%x.72); p = polyfit(x,u,N);

pp = polyval(p,xx);

plot (x, u, ’.’, ’markersize’,13); line(xx,pp);
axis([-1.1 1.1 -1 1.5]); title(s);
text(-.5,-.5,[’error = ’ num2str(norm(uu-pp,inf))]);
end

(1.1) Complete la presentacion grafica de este cédigo, anadiéndole dos
graficas debajo de ya las presentadas que muestren el error en funcién del
numero de puntos para la interpolacién con malla uniforme y de Chebyshev.

(1.2) Comente los resultados anteriores. ;Qué conclusiones obtiene?

(2) Una de manera de calcular derivadas es calcular el polinomio de in-
terpolacion y derivarlo. Por supuesto, utilizaremos los nodos de Chebyshev.
Definiendo dos vectores v y w,y el operador derivada en forma matricial Dy,
obtenemos

Uj:P(l'j), Wy :p'(mj), j:O,l,...,N, U):DN’U.

Por ejemplo, para N =1, z; € {1,—1} y
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(2.1) Escriba el polinomio interpolador, su derivada y la matriz Dy ara
N =2y N = 3, para nodos de Chebyshev.

(2.2) El siguiente cédigo (Trefethen 2000) calcula la matriz Dy = cheb(V),
jcoincide el resultado con el que usted ha obtenido previamente? ;Cuadl es la
diferencia si la hay?

function [D,x] = cheb(N),
% cheb(N) devuelve D=matriz derivada, x=nodos Chebyshev
if N==0, D=0; x=1; return, end

x = cos(pi*(0:N)/N)’;

c = [2; ones(N-1,1); 2].*(-1).7(0:N)’;

X = repmat(x,1,N+1); 7% funciona en versién 5.1

dX = X-X’;

D = (cx(1./c)?’)./(dX+(eye(N+1))); % valores no diagonales
D =D - diag(sum(D’)); % valores diagonales

(2.3) Escriba un programa Matlab que presente cuatro gréficas con el error
(use norma infinito y semilogy) en funcién del niimero de nodos N (desde 1
hasta 50) cometido cuando se calculan las derivadas de las funciones |z?|,
exp(—z72), 1/(1 + 2?) y 20, mediante el uso de la matriz Dy (cheb(N)).

(2.4) Comente los resultados que ha obtenido. ;Qué relacién observa entre
la regularidad (ntimero de derivadas continuas) de la funcién y la precisién en
el resultado?

(3) Considere los movimientos transversales u(z) de una viga empotrada
en ambos extremos, definida por el intervalo x € [—1,1].
(3.1) Demuestre que su movimiento se rige por la ecuacién biharménica

o*u
a@:f(x), —l<z<1, u(fl)=u,(£l) =0,

donde f(x) es la fuerza aplicada a la viga. Escriba a en funcién de los
parametros fisicos de la viga. ;Coémo interpreta fisicamente las condiciones
de contorno?

(3.2) Si la seccién transversal de la viga varia en forma parabdlica (s(z) =
2?2, x € [—1,1]), escriba la ecuacién que modela este problema.

(4) Para resolver el problema anterior necesitamos un operador de derivada
Dy que acttie sobre los polinomios que cumplen las condiciones de contorno
del problema (p(£1) = p/(£1) = 0). Ello es fécil si consideramos p(z) =
(1 — 2?) q(z). Para la cuarta derivada

Luego el operador
Dy = [diag(1 — 2?) D}, — 8diag(x;) Dy — 12D} | x diag(1/(1 — 23)),

donde j=1,2,...,N — 1.
El siguiente c6digo resuelve el problema con o = 1y f(z) = exp(z),



% Construye el operador biharménico
N = 15; [D,x] = cheb(N);
S = diag([0; 1 ./(1-x(2:N)."2); 01);
D4 = (diag(1-x.°2)#D"4 - 8*diag(x)*D"3 - 12%D"2)*S;
D4 = D4(2:N,2:N);

% Resuelve el problema de condiciones de contorno
f = exp(x(2:N)); u = D4\f; u = [0;u;0];
clf, subplot(’position’,[.1 .4 .8 .5])
plot(x,u,’.’, ’markersize’,16)
axis([-1 1 -.01 .06]), grid on
xx = (-1:.01:1)°;
uu = (1-xx.72).*polyval(polyfit(x,S*u,N),xx);
line(xx,uu)

(4.1) Determine la solucién exacta de este problema y dibuje un grafica
que presente el error con la solucién numérica que se obtiene de este programa
en funcién de N. ;A partir de qué N se obtiene convergencia espectral, es
decir, errores comparables a los errores de redondeo?

(5) Considere el operador biharménico en dos dimensiones
2
Aty = Ugzrs + 2 Uz zyy + Uyyyy
y el su problema de autovalores
APy = \u, (z,y) € Q =[-1,1]% u=up =0, (z,y)€ 0.

El siguiente cddigo calcula los 25 primeros automodos (autofunciones) del
problema de valores propios de

% Construye la aproximacién al operador derivada
N 17; [D,x] = cheb(N); D2 = D"2; D2 = D2(2:N,2:N);
S = diag([0; 1 ./(1-x(2:N)."2); 01);
D4 = (diag(1-x.72)*D"4 - 8*diag(x)*D"3 - 12*D"2)x*S;
D4 = D4(2:N,2:N); I = eye(N-1);
L = kron(I,D4) + kron(D4,I) + 2xkron(D2,I)x*kron(I,D2);

% Calcula y dibuja los primeros 25 automodos

[V,Lam] = eig(-L); Lam = -real(diag(Lam));

[Lam,ii] = sort(Lam); ii = 1i(1:25); V = real(V(:,ii));

Lam = sqrt(Lam/Lam(1));

[xx,yy] = meshgrid(x,x);

[xxx,yyy] = meshgrid(-1:.01:1,-1:.01:1);

[ay,ax] = meshgrid(.8:-.2:0,0:.16:.64);

sq = [1+1i -1+1i -1-1i 1-1i 1+1i]; c1f

for i = 1:25
uu = zeros(N+1,N+1); uu(2:N,2:N) = reshape(V(:,i),N-1,N-1);
subplot (’position’, [ax(i) ay(i) .16 .2]), plot(sq)
uuu = interp2(xx,yy,uu,xxx,yyy,’ cubic’);



hold on, contour(xxx,yyy,uuu, [0 0]), axis square
axis (1.25%[-1 1 -1 11), axis off, colormap([0 O 0])
text(-.3,1.15,num2str (Lam(i) ), ’fontsize’,7)

end

(4.1) ; Cuéntos autovalores son degenerados en este problema? ;Son ortog-
onales entre s las autofunciones (automodos) correspondientes? ;Son simétricos
entre si los automodos asociados a autovalores degenerados?

(4.2) Cambia el programa presentado para que presente el dibujo en forma
de malla de los diferentes autofunciones.

(5) Considere el flujo de un fluido entre dos placas (infinitas) paralelas de-
bido a una distribucion de presion determinada y bajo nimero de Reynolds R.
La solucion mas sencilla de las ecuaciones de Navier-Stokes en este caso es un
flujo laminar con una distribucién de velocidad parabdlica (nula en las placas
y maxima en la parte central del canal). Este flujo se observa en laboratorio
para R < 1000, pero para R > 1000 se observa comportamiento turbulento.

La explicacion usual de este fenomeno es que para R alto, el flujo laminar
se vuelve inestable a pequenas perturbaciones. Si realizamos un andlisis de
estabilidad lineal suponiendo una solucién de la forma e* 1%+ (x), donde u es
una pequena perturbacién, de esta forma se obtiene el problema de autovalores
de la ecuacion de Orr-Sommerfeld

1

E(umm — Uy +u) — 2iu —i(1 - 2?) (upr — u) = A (upr — u),

con condiciones de contorno u(+1) = u,(£1) = 0. La inestabilidad surge para

los valores de R tales que aparezca algiin autovalor A con parte real positiva.
Para resolver numéricamente este problema utilizaremos un método espec-

tral con los operadores Av = ABv, donde

A=R"(Dy—2D; + 1) —2il —idiag(1 —a3)(Do — 1), B=D,—1,

donde Dy es una aproximacion a la segunda derivada con las condiciones de
contorno.

Un programa que presenta los autovalores para el nimero de Reynolds R
es el siguiente.

Nota: Todos los programas se pueden obtener por Internet en
http://web.comlab.ox.ac.uk/oucl/work/nick.trefethen/spectral.html

clf,
[ay,ax] = meshgrid([.56 .04],[.1 .5]);

for N = 40:20:100

% Matrices de derivadas de orden 2 y 4

[D,x] = cheb(N); D2 = D°2; D2 = D2(2:N,2:N);

S = diag([0; 1 ./(1-x(2:N)."2); 01);

D4 = (diag(1l-x.72)*D"4 - 8*diag(x)*D"3 - 12*D"2)x*S;
D4 = D4(2:N,2:N);



% Operadores de autovalores A y B de Orr-Sommerfeld

I = eye(N-1);
A = (D4-2xD2+I)/R - 2i*I - 1i*diag(1-x(2:N) ."2)x(D2-1);
B = D2-1;

ee = eig(A,B);
i = N/20-1; subplot(’position’,[ax(i) ay(i) .38 .38])

plot(ee,’.’, ’markersize’,12)
grid on, axis([-.8 .2 -1 0]), axis square
title([’N = ’ int2str(N) °’ \lambda_{max} =’

num2str (max(real(ee)),’%16.12f°)]), drawnow
end

Orszag en 1971 determind la existencia de un ntimero de Reynolds critico,
exactamente R = 5772, es decir, para R < 5772 el maximo autovalor es de
parte real negativa y para R > 5772 de parte real positiva.

(5.1) {Se cumple la prediccién de Orszag cuando se aplica el codigo numérico
presentado? ;Para qué numero de Reynolds (considera un nimero entero), se
obtiene el valor critico, es decir, el autovalor maximo calculado por nuestro
problema es positivo?



