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ENUNCIADO DE LA SEPTIMA (y ULTIMA) PRACTICA

NOTA: las notas de las practicas del segundo cuatrimestre seran (1/3 cada una)

De acuerdo con la ley de la gravitacion de Newton, el movimiento de un cuerpo
pequeno (de masa m) sometido a la atraccién de un cuerpo de mayor masa (M), se
rige por las siguientes ecuaciones, escritas en coordenadas polares,
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donde la prima indica derivada respecto al tiempo, GG es la constante de gravitacién

universal y la trayectoria (z(t),y(t)) en coordenadas polares estd dada por x(t) =
r(t) cosO(t) e y(t) = r(t) sinb(¢).

Cuestion 1. Deduzca las ecuaciones (1) a partir de las leyes de Newton en co-
ordenadas cartesianas. Cual es el significado fisico de cada una de estas ecuaciones.
La solucién de estas ecuaciones es una elipse. Obtenga dicha solucién en coordenadas
polares. Observe que la solucién es independiente de la masa del cuerpo pequeno y
que, adimensionalizando, la tnica constante libre, kK = G M es idéntica para todas
los planetas en el sistema solar. Cudles son las condiciones iniciales requeridas para
obtener la solucién de este problema. Estas condiciones son las responsables de que
cada planeta se mueva en una érbita diferente.

Cuestién 2. Considere los parametros iniciales propios de la orbita de la Tierra:
la masa del Sol es 1.99 x 10%° kg., su distancia minima al Sol, 1.47 x 108 km., y su
periodo orbital (ano) es de 365.24 dias. ;Cémo podria calcular a partir de estos datos
las condiciones iniciales adecuadas para describir la dérbita de la Tierra? (supuesta
eliptica, es decir, sin tener en cuenta la presencia de la Luna, Juipiter y Saturno).
NOTA: para las alumnos que no sepan calcular esta velocidad, que es muy facil, pero
bueno, puede darse el caso, y para que contintien haciendo el ejercicio les anticipo como
respuesta aproximada 3 x 10* m/s.

Cémo representaria graficamente en Matlab la érbita eliptica de la tierra (una curva
en el plano en coordenadas polares). Usando los parametros apropiados para la Tierra,
dibuje su trayectoria eliptica.

Cuestion 3. Escriba el sistema de ecuaciones (1) como un sistema de ecuaciones
de primer orden y obtenga su solucion mediante el método numérico de Matlab ode45
que es un método de Runge-Kutta de cuarto orden con paso de tiempo adaptativo
basado en una estimacién del error local utilizando una férmula de Runge-Kutta de
quinto orden. Utilice la ayuda para aprender como se usa ode45.

Cuestiéon 4. Represente graficamente la érbita que obtiene para la Tierra. Com-
pare dicha érbita con la que ha representado analiticamente. ;Coinciden? ;Se cierra la
érbita numérica tras una revolucién completa (un ano)? ;Y tras 100 anos? ;Cudl es el
error que comete el método numérico en ambos casos? ;Cuanto tiempo de ordenador
y nimero de operaciones (flops) requieren dichas soluciones? Dibuje graficamente las
trayectorias con uno y 100 anos por separado.



Cuestién 5. Deduzca un método numérico de Adams-Bashforth (Adams explicito)
de tercer orden a partir de la férmula de integracién de Newton-Cotes adecuada. Anali-
ce la estabilidad de este método numérico para Ah real (h es el paso de tiempo). ;Cémo
ha calculado la solucion del polinomio caracteristico? ;Cémo arrancaria este método
numérico? Desarrolle un método de segundo orden (de Adams-Bashforth) que utilizara
como arranque de dicho método. Si necesita, a su vez, arranque para este otro método,
utilice un método de primer orden (Adams-Bashforth). Aplique el método numérico
resultante de todos estos pasos para la solucién de las ecuaciones (1) y conteste a la
cuestion 4 con el resultado.

Cuestién 6. Deduzca un método (cualquiera) de Runge-Kutta explicito de tercer
orden. Analice la estabilidad de este método numérico para Ah real. ;Coémo ha calcu-
lado la solucion del polinomio caracteristico? ; Cémo arrancaria este método numérico?
Aplique este método numérico para la solucién de las ecuaciones (1) y conteste a la
cuestion 4 con el resultado.

Cuestion 7. Utilice el método de la cuestion 6 para arrancar el método de la
cuestién 5. Compare los resultados que obtiene, si son diferentes, con los que obtuvo
en dicha cuestién. ;jCambian muchos los errores? ;Qué procedimiento es mas pre-
ciso? jConfirman sus resultados la recomendaciéon de utilizar un método numérico de
arranque del mismo orden que el original?

Cuestién 8. Deduzca un método numérico de Adams-Moulton (Adams implicito)
de segundo orden. Analice la estabilidad de este método numérico para Ah real. ;Coémo
ha calculado la soluciéon del polinomio caracteristico? ;Coémo arrancaria este método
numérico? Si tiene que resolver algiin sistema de ecuaciones no lineal para la aplicacién
de este método, utilice el método de Newton-Raphson para ello. Aplique el método
numérico resultante para la solucién de las ecuaciones (1) y conteste a la cuestién 4
con el resultado.

Cuestion 9. Deduzca un método numérico de Adams-Moulton (Adams implicito)
de tercer orden. Analice la estabilidad de este método numérico para A\h real. ;Cémo
ha calculado la solucion del polinomio caracteristico? ;Como arrancaria este método
numérico? Si tiene que resolver algin sistema de ecuaciones no lineal para la aplicacion
de este método, utilice el método de Newton-Raphson para ello. Si tiene que utilizar un
método para arrancar dicho método numérico, utilice el método de Adams-Moulton
que ha desarrollado en al cuestién anterior. Aplique el método numérico resultante
para la solucién de las ecuaciones (1) y conteste a la cuestién 4 con el resultado.

Cuestion 10. Aplique una técnica tipo corrector-predictor basada en métodos
de Adams de tercer orden. Analice la estabilidad de este método numérico para Ah
real. ;Como ha calculado la solucién del polinomio caracteristico? ;Cémo arrancaria
este método numérico? Aplique el método numérico resultante para la solucién de las
ecuaciones (1) y conteste a la cuestién 4 con el resultado.

Cuestién 11. Compare el error cometido tras un ano, y tras 100 anos, entre todos
los métodos que ha desarrollado. ;Cuadl es el de menor error? ;Cudl recomendaria para
la resolucién numérica del problema que tenemos entre manos?



Cuestion 12. En todas las cuestiones anteriores hemos estudiado la estabilidad
para Ah real, sin embargo, hemos aplicado dichos métodos a un sistema de ecua-
ciones diferenciales, cuya estabilidad lineal viene determinada por sus autovalores,
que pueden ser complejos. Escriba el sistema de ecuaciones en forma vectorial como
Y'(t) = F(Y(t)). Calcule los puntos criticos de este sistema, es decir, los puntos
F(Y) = 0. ;Cuantos hay? Linealice el sistema alrededor de dichos puntos criticos
(aplique Taylor alrededor de ellos en F') y estudie la estabilidad analitica de cada uno
de ellos. RECUERDE: para estudiar la estabilidad de un sistema de ecuaciones difer-
enciales ordinarias se estudia la parte real de todos los autovalores de la matriz del
sistema, si son negativas es estable.

Cuestién 13. Para estudiar la estabilidad de un método numérico aplicado a un
sistema de ecuaciones diferenciales necesitamos estudiar la estabilidad en el plano Ah
complejo. Para ello se dibuja en dicho plano el grafico de estabilidad del método. Si
pn(Ah,7) es el polinomio (de grado n) de estabilidad del método, y sus n raices son
r;(Ah), entonces consideremos la funcién

rs(Ah) = max{|r;(Ah)| : AL €C,i=1,2,...,n}.

El diagrama de estabilidad es la curva rs(Ah) = 1 en el plano Ah complejo. Para
dibujar esta curva en Matlab, lo méas facil es definir una funcién con la operacién
anterior (calcular el méximo médulo de todas las raices del polinomio utilizando max
de roots). Esta funcién tendra dos pardametros, la parte real y la imaginaria de Ah.
Utilizando contour se dibujara el contorno en que dicha funcién vale la unidad. Estudie
en la ayuda de Matlab el funcionamiento de la funcién contour.

Desarrolle un cédigo en Matlab para realizar estas operaciones y apliquelo a todos
los métodos numeéricos que ha desarrollado en las cuestiones anteriores de esta practica.
Es decir, represente graficamente sus diagramas de estabilidad en el plano complejo Ah.

Cuestién 14. Compare los diagramas de estabilidad que ha obtenido en la cuestién
anterior entre si. Cudl es el método que tiene una regién de estabilidad de drea mayor.
Cémo cambian los diagramas de estabilidad de los métodos de Adams (tanto Bashforth
como Moulton) conforme el orden del método crece. Cémo calcularfa el valor de A
correspondiente al sistema de ecuaciones (1) a partir de los resultados de la cuestion
12. Para los valores de h que haya utilizado en sus calculos numéricos y para los valores
de A que se infieren de su andlisis, dibuje un asterisco en la posicién correspondiente en
la grafica de estabilidad de los diferentes métodos que ha utilizado. Estéan todos estos
puntos en la region de estabilidad. En su defecto, ha notado dicho comportamiento
inestable en las soluciones numéricas que ha obtenido. ;Por qué?

Cuestion 15. Exponga una serie de conclusiones generales en relacién a todas las
cuestiones que haya realizado de esta practica. ;Algun resultado le ha parecido curioso
o sorprendente?

CUESTION AL MARGEN: ;Qué fraccién de la trayectoria orbital de la Luna
alrededor del Sol es convexa en direccién hacia el Sol?

NOTA: Basta usar que sin la Tierra, la Luna realizaria un 6rbita circular alrededor
del Sol de periodo un afio y de radio 1.5 x 10'® cm., y sin el Sol, la Luna realiza una
érbita circular alrededor de la Tierra de periodo un mes y de radio 4 x 10 cm.



