Sexta relacién de problemas Técnicas Numéricas
Francisco R. Villatoro, Carmen M. Garcia 10 de Enero de 2002

Ejercicios de aproximacién de funciones e interpolacion.
1. Escriba el polinomio p(z) de grado < 2 tal que
p(xo) =vo,  Pl(xo) =9,  Plx1) =1
2. Escriba el polinomio p(x) de grado < 4 tal que
pla) =y, 1=0,1,2,  plzo) =y  P(z2) =3
donde z; = xo +ih e y;, ¥, y5 son dadas.

3. Sea py(x) un polinomio cuadratico que interpola la funcién f(z) en los
puntos zo, 1 = xg + h y xe = 1 + h; jcudl es el error de f'(x;) —
py(z:), i = 0,1,2? Suponga que f € C?[zg, x5 y calcule cotas para
estos errores.

4. Calcule una cota inferior del error de interpolaciéon |f(x) — p,(z)| para
f(z) =Inz, n =3 en el punto z = 3/2, si p(z) interpola a f(z) en los
puntos zo =1, x1 =4/3, 1o =5/3 y w3 = 2.

5. Sea la tabla de valores
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Interpole dicha tabla de valores con (1) polinomios lineales a trozos
(explicado en clase), (2) splines cuadraticas (con derivada continua, y
no explicadas en clase, pero faciles de derivar), y (2) con splines ciibicas
(explicadas en clase). Compare el valor en x =5 con los tres métodos.

6. Aproxime la funcion e”

a) linealmente por y = ax + b, cerca de = = 0;

ax+b

s cerca de o = 0.

b) racionalmente por y =



Algunos métodos de aproximacién para una funcién f(z) se basan en
la definicién de un funcional

n My d]f
F(f) =22 2wy =5 (wi5) + E(f),
tal que E(f) = 0 cuando f es un polinomio de grado
N = Zm] — 1,

Jj=0

donde w;; son pesos. Como un polinomio no es mas que una combi-
nacion lineal de monomios z*, tenemos que basta probar que

n Mmj

E(z") =0, F(2b) = Zzwij CZ;(%J),

j=0i=1

para k < N. Dados f(a), f(b), f'(a) y f'(b), desarrolle un método como
el indicado mas arriba y aproxime o calcule los valores aproximados de

a+b

). /abf(x) dz.
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Una funcién f(x) se pretende aproximar racionalmente por

P ()
Rmn x) = )
() 0n ()
donde . .
Pn(x) = Zazx”, Qn(z) = szx‘,
=0 i=0
tal que

Rmn(ﬂfj) :f(flfj), j = 1,2,...,8.
a) {Cudl es la relacién entre m, n y s?
b) Paraz; =0,1,2; f(z;) =1,3,3, m=n=1, jcudl es R,,,,(z)?

¢) Parax; =0,2,3; f(z;) =—1,1,1/2, m=n=1, jcudl es Ry, (z)?
Indique algunas propiedades relativas a la continuidad R, (z).
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Considere la funcion racional

(z) a+bx
T) = ,
p l4+cx

que satisface p(z;) = y;, para i = 1,2,3, donde 7 # x5 # x3. ;Exista
tal funcién p(z)?

Dados los valores (x;, f(x;)), i = 0,1,...,n — 1, el polinomio interpo-
lador puede usarse para determinar los ceros de la funcién f(x) = 0. Por
ejemplo, los métodos de regula falsi y de Miiller se basan en este pro-
cedimiento. Utilice la interpolacion para determinar la funcién inversa
x(f) y los ceros de la funcién f. Determine los errores de interpolacién
que comete.

Calcule los tres primeros polinomios de Legendre para x € [—1,1] y
ortonormalicelos.

Calcule los tres primeros polinomios de Legendre para x € [—1,1] y
normalicelos de tal forma que su valor en x = 1 sea +1.

Calcule los tres primeros polinomios de Chebyshev para x € [—-1,1] y
ortonormalicelos.

Calcule los tres primeros polinomios de Chebyshev para = € [—1,1] y
normalicelos de tal forma que su valor en x = 1 sea +1.

Calcule el polinomio de grado < 3 tal que minimiza

[ e~ pla)? de.

-1

Dada una funcién f(z) de la que sélo se conocen sus valores f(x,)

donde
n—1

5 )
Determine una pardabola que aproxime esta funcién minimo-cuadratica-
mente.

Tn =10+ n=12...,6.

Haga el ejercicio anterior pero usando polinomios ortogonales con re-
specto a una funcién peso r(z) = w(z) = 1. ;Cudl es la diferencia mas
significativa entres las soluciones de los dos ejercicios?



