Tercera relaciéon de problemas Técnicas Numéricas
Profesor Francisco R. Villatoro 26 de Octubre de 1998

Realizar los siguientes ejercicios relativos al Tema 3 de la asignatura. No
es necesario el uso de la calculadora.

1. Demuestre que si A y B son matrices reales cuadradas, con |A| # 0, si

A= BJ| <

1
A=
entonces existe B~!. Ademaés acote la diferencia

1A~ =B~

2. Se define la traza de la matriz cuadrada A como la suma de los ele-
mentos de su diagonal tr(A) = ¥, a;. Demuestre que la traza de una
matriz es igual a la suma de sus valores propios. Ayuda: el teorema de
Schur le puede ser 1util.

3. Dada una matriz cuadrada A demuestre que
[tr(A)] < np(A).
Si, ademads, A es hermitiana (o simétrica) y definida positiva

tr(A) > p(A).

4. Demuestre que para x € C", se tiene que

a) zlloo < llzfly < 0 fl2llo,

b) lzlloe < llzll2 < v/ l|2]|oo,

c) Nzl < llzlh < n iz
Es decir, estas tres normas son equivalentes entre si.

5. Dado el polinomio

plx) =by+brx+- -+ bya™,
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y la matriz cuadrada A, defina
p(A)=bpl+by A+---+b, A™.

Suponga que la forma canénica de Jordan de A es diagonal, es decir,

N O - 0

) 0 Xy -+ 0
PTAP=A= L .
0 0 - )\,

Dado el polinomio caracteristico de A, p(A) = |A— A I| = 0, demuestre
que p(A) = 0.

Demuestre el teorema de Cayley-Hamilton, que dice que toda matriz
A satisface su ecuacién caracteristica p(A) = |[A — AI| = 0, es decir,
p(A) = 0.

Dada una matriz A cuadrada cuyos autovalores son \; y sus autovec-
tores u;, determine los autovalores y los autovectores de

a) A", m > 2,
b) A7Y suponiendo que |A| # 0,
¢c) A+cl, donde ¢ es una constante.

Para cualquier matriz A, si U es unitaria y del mismo orden que A,
demuestre que

AUl = IU Alls = [|A]l2-

Sea U una matriz unitaria. Demuestre que

a) [[Uz|3=zl2  zeC
b) la distancia entre x e y es la misma que la distancia entre U x y
Uy,

c) (Uxz,Uy)={zy), x,yel
d) los autovalores de U tienen médulo unidad, |Ay| = 1.
Dada la matriz A hermitiana que es definida positiva, es decir, Vo €

C", (Az,x) > 0. Demuestre que A es definida positiva si y sélo si sus
autovalores son reales y positivos.
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Defina 2 g o i
A
=I+A+—+4+—+---=1 —.
e HA+ St +§;ﬂ
Demuestre que los autovalores de e? son e donde \; son los autovalores
de A. Ademds demuestre que si B es semejante a A, P"'!BP = A,

entonces e = P~1eB P,

Considere la ecuacién diferencial

d*y
— L Ay =0 0) = y(1) = 0.
Tz TAY=0 y(0)=y(1)

Calcule los autovalores y autovectores/autofunciones de esta ecuacién.
., Cuéntos hay? ;Por qué? Discreticemos el espacio x de tal manera que
haya (N + 1) puntos espaciados en 1/N; es decir, llamando Az = 1/N,
1—1
N

Aproximemos la segunda derivada por la férmula en diferencias

T = =(i—1)Az, i=12... N+1.

d*y Yir1 — 2Y;i + Yi 4
@( i) ~ N2 +O(A)7
donde z; = i Az y y; = y(z;) y de tal manera que la ecuacién de partida
evaluada en el punto x; venga dada por

Yit1 = 2Yi + Yia
Ax?

+ Ay =0,
o lo que es lo mismo
Yir1 + (w—=2)y; +y;i1 =0, i=23,...,N,
donde w = AAz?, y y; = yny41 = 0. Definiendo A = w — 2, tenemos
Yir1 + Ayi +yi1 =0, Y1 =yn+1 = 0.

. Cuales son los autovalores A de esta sistema de ecuaciones? ;Cuantos
hay? ;Por qué? Para los casos N = 2y N = 3 calcule los autovalores
A y relaciénelos con los A de la ecuacién diferencial ordinaria. jCudl
es esa relacién? jPor qué? ;Qué es lo que se ha perdido/ganado en la
discretizacion?



