Tercera relaciéon de problemas Técnicas Numéricas
Profesor Francisco R. Villatoro 2 de Noviembre de 1998

SOLUCIONES
Soluciones de los ejercicios de la tercera relaciéon de problemas.

1. Demuestre que si A y B son matrices reales cuadradas, con |A| # 0, si

1
A= Bl < =7
A=

entonces existe B~!. Ademaés acote la diferencia

|A™ =B

Solucién. Definamos D de la siguiente forma
B=A—-(A-B)=A(I-A'A-B)=A(-D).
Por hipétesis sabemos que
1> [|[AZ[JA=B| = [[A~ (A= B)ll = D],

por lo que 1 > ||D|| > p(D) y por el ejercicio previo, existe (I — D)™},
con lo que entonces también existe la inversa

Bl'=(I-D)ytA™"
Seguidamente acotaremos la norma de la inversa

A
— AT (A=)

BT < AT = D)7 < 5

para finalmente acotar la diferencia entre las dos inversas
At—-Bt=A"1"B-A B!

IAT P 1A= Bl
— A= ]]A = Bl

AT =B < AT A= BB <
1



Se define la traza de la matriz cuadrada A como la suma de los ele-
mentos de su diagonal tr(A) = ¥, a;. Demuestre que la traza de una
matriz es igual a la suma de sus valores propios. Ayuda: el teorema de
Schur le puede ser tutil.

Solucién. Sabemos que A tiene forma normal de Schur, es decir, que
existe una matriz U unitaria tal que

T=U"'AU,

es una matriz triangular cuya diagonal esta formada por los autovalores
de A. Ademas, como

(UTTAD); =D (w™ g am ugg,
Ik

(UU Y = Zum (v = (D = Ou,

¥s

tr(UAU) =333 (w D amuri = D Y a0 = Y agp = tr(A),
i 1k Ik k

por lo que

tr(A) = tx(T) = Ak

Dada una matriz cuadrada A demuestre que
t2(4)] < n p(A).
Si, ademads, A es hermitiana (o simétrica) y definida positiva

tr(A) > p(A).

Solucién. Aplicando el resultado del ejercicio anterior,

n

2N

i=1

< DIl < nomdx A < np(A).

i=1

tr(A)| =

Por un lado, como A es hermitiana, sus autovalores son reales. Por
otro lado, como A es definida positiva, Yz # 0, (z, Ax) > 0, estos
autovalores son positivos, ya que para Az = Az, z # 0, (x,z) > 0,

(x,Az) = A(z,2) >0 = A>0.
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Finalmente, como una suma de nimeros positivos es siempre mayor
que el mayor de los sumandos

tr(A) = YN\ > méx \; = p(A).

Demuestre que para x € €", se tiene que

a) #lloo < llzfly < 0 fl2llo,
b) lzlloo < llzll2 < v/ ||,

c) lzllz < llzll < nflzfla

Es decir, estas tres normas son equivalentes entre si.

Solucion.

a) Como

< nf|2lo,

i |2 < 3l = el 3= 7

e ||oo

donde se ha usado que |z;]/||z] < 1, tenemos que las normas
infinito y uno son equivalentes

[2lleo < lzfly < 7 [l

b) Ya que

- 2 2 ‘.I'Z
lzlle = | > |2il* = | lz]1% Z“ B
=1

por lo mismo que antes

VIlE < flzllz < llzlZ n,

y tenemos que las normas infinito y euclidea son equivalentes

lloe < ll2ll2 < v/ [l2]oe-



c) Dado que
n n
2 2 .
[l ]l5 = ; |2:l” < max |l ; il = |zl |1,

y aplicando el apartado (a) obtenemos facilmente

[zl < yllzlleo 2]l < flzlly < nllzfleo < nfl].

Dado el polinomio
plx)=bo+biz+ -+ bya™,
y la matriz cuadrada A, defina
p(A)=byl+b A+ -+ b, A™.

Suponga que la forma canénica de Jordan de A es diagonal, es decir,

N O - 0

) 0 Xy -+ 0
P AP=A= ) .o )
0 0 - M\,

Dado el polinomio caracteristico de A, p(A) = |A— A I| = 0, demuestre
que p(A) = 0.

Solucién. Sea el polinomio caracteristico de A
p(A) =bo+br A+ -+ b, \".
Ya que

I=PIP', A=PAP!,
A2 =AA=PAP'PAP'=PAP}

tenemos que
p(A) =P (bg I +byA+---+b, A") P71,
y como el término entre paréntesis es nulo porque p(\;) = 0,

p(A) = 0.



Demuestre el teorema de Cayley-Hamilton, que dice que toda matriz
A satisface su ecuacién caracteristica p(A) = |[A — AI| = 0, es decir,
p(4) = 0.

Soluciéon. Sea J la forma candnica de Jordan de A, es decir, existe una
matriz P no singular tal que

A=P'JP,
siendo J una matriz diagonal por bloques de Jordan,
— i (1) k
J = diag[J(A\,my"), .o (A, i) )]
Entonces, es facil comprobar que

p(A) = P~ p(J) P = P~ diag [p(J (A, ni™), .. p(J (O, nt) )] P

mgk

Ahora bien, un bloque de Jordan J(A, n) tiene como polinomio carac-
teristico
[T\ ) = pd] = (= A)",

por lo que por lo que A tiene multiplicidad algebraica m, = n. Sin
embargo, el rango de J(A,n) —pul es n— 1, por lo que la multiplicidad
geométrica de A es my =n — (n— 1) = 1, y por lo tanto existe un sélo
autovector e; como base para el autoespacio de A,

L) ={z: (JA\n)=A)z=0}={z: z=ae,a €C}.

Sean {e;} coni = 2,3, ..., n vectores necesarios para completar e; hasta
formar una base de €C". Podemos construir dichos vectores mediante la
iteracion

(J(A,n)—=A1)e; =e;_q, i=n,n-—1...,2,

donde sabemos que (J(A,n)—AI)e; = 0. Haciendo, formalmente e, = 0
para k < 0, podemos escribir Vi, > 1,

(J()\, n) - A ])Z €j = €5,
y por tanto

(J(\,n) =AD" =0, (J(\,n) =AD"t £0.



Entonces, aplicando este resultado a los bloques de Jordan de J,

p(T () = (J (i, n?) = A T)mmas g(A) = 0,

J J

(4)

mai-

donde sabemos que my; > mg; v ¢(A\) es un polinomio de grado n—n
Y por tanto, hemos demostrado el teorema de Cayley-Hamilton.

Dada una matriz A cuadrada cuyos autovalores son \; y sus autovec-
tores u;, determine los autovalores y los autovectores de

a) A™, m > 2,
b) A7Y suponiendo que |A| # 0,
¢c) A+cl, donde ¢ es una constante.

Solucién. Dado que Awu; = \; u;,
a)

Amuz:Am—l/\ZuZ:Am—2)\?uZ: :)\muz

U; = AilAui = )\Z'Ail U; = )\1/14’&1

con lo que
1

Ay = piu = —
ui = i Ui =

Uy,

donde |X;] # 0 ya que |A| = [I; \; # 0.
c)

(A4+cl)u; = Au; + cu; = (N + ¢) u;.

Para cualquier matriz A, si U es unitaria y del mismo orden que A,

demuestre que
[AUl[2 = [|U All2 = [|A]2-

Solucién. La definicién de norma matricial subordinada es

A
14fls = sup 1420z,
lzlz0  ||7]l2
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Si U es unitaria resulta que
\UAz|5=(UAz,UAz) = (Az,U"UAx) = ||Ax|3

y por tanto

U Al = sup 1 AT _ ) Ml
lzl0  [z]|2 lzz0 |z |l2

Haciendo y = U x, tenemos que
Iyl = IUz[3 = (U2, Uz) = (2,U" Ux) = (z,2) = ||zl5,
por lo que

lalizo 112 w0 Nyll2

= [[All2-

Sea U una matriz unitaria. Demuestre que

o) U5 =lzll2, =€l

b) la distancia entre x e y es la misma que la distancia entre U x y
Uy,

c) Uz, Uy) = (x,y), z,y eC",

d) los autovalores de U tienen médulo unidad, |Ay| = 1.
Solucién.
a)

lUzll; = (Uz,Uz) = (2,U" Uz) = (z,2) = ||=l3,
b) la distancia entre z e y es || — y||2, por lo que

Uz =Uyllz = U (z =y)ll2 = llz = yll2,

(Ux,Uy) = (2, U"Uy) = (v,y).



10.

d) Sea Uwu; = \;u;, entonces
<Ui7Uz‘> = <UUi, Uui> = <)\i Uiy Ag Uz> = ‘)\i’2 <ui7ui>7

con lo que |\;| = 1.

Los autovectores de una matriz unitaria son linealmente indepen-
dientes y definen una base ortonormal, por lo que todo vector se
puede escribir de la forma

n

n
Tr = Z<$>Uz> U; = Zai Ug,
i=1

i=1

y por tanto

n

(Uz,Uz) = (z,2) = ||

i=1

Dada la matriz A hermitiana que es definida positiva, es decir, Vo €
C", (Az,x) > 0. Demuestre que A es definida positiva si y sélo si sus
autovalores son reales y positivos.

Solucién. Sea Awu; = A; u;. Sabemos que los autovalores de una matriz
hermitiana son numeros reales. Entonces de la definicién de matriz
definida positiva aplicada a un autovector

obtenemos que el autovalor ha de ser positivo A; > 0, ya que (u;, u;) > 0.

Por otro lado, si A es hermitiana con autovalores reales, entonces sus
autovectores definen una base ortonormal y Vz,

T=> a;u,
por lo que
<A$,$> = <A Zai Uiazai Uz> = (Z Ai Ui»Zaz‘ Uz>
= Z Z()\Z Qi Uy O Uj> = Z Z >\z OTiOzj (ui, Uj>
i i
= Z >\z ’Ozi’2 >0
por ser una suma de numeros positivos. Luego A es definida positiva.
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11.

12.

Defina 2 g o i
A
=I4+A+—+—+---=1 —.
e HA+ St + ; -
Demuestre que los autovalores de e son e donde )\; son los autovalores
de A. Ademds demuestre que si B es semejante a A, P"'!BP = A,

entonces e = P~ 1B P,

Solucion. Sea Au; = A\;u;. Como A™ u; = A" u;, entonces

" 0 Am 00 \m \
7
m—o MV m

m=0 :
Por otro lado, A = P~! B P implica que

A" = (P"'BP)" =P 'B" P,

entonces
A P-1BP < (P'BP)™ < (P7'B™P)
e e + mzzjl . + mZ:1 ol

Considere la ecuacién diferencial

Ty g0 (0) = y(1) =0

T3 tAy=0 y(0)=y(1) =0
Calcule los autovalores y autovectores/autofunciones de esta ecuacién.
;, Cuantos hay? ; Por qué? Discreticemos el espacio x de tal manera que
haya (N + 1) puntos espaciados en 1/N; es decir, llamando Az = 1/N,

1 —1
N

T = = (i—1)Az, i=1,2...,N+1.

Aproximemos la segunda derivada por la férmula en diferencias

d*y Yig1 — 2Yi + Yim1 4
@(%’) ~ N2 + O(A ) ;



donde x; = i Az y y; = y(z;) y de tal manera que la ecuacion de partida
evaluada en el punto x; venga dada por

Yir1 — 2y + yima
Ax?

+Ay; =0,
o lo que es lo mismo
Yir1 + (W —2)yi + yim1 = 0, i=2,3,...,N,
donde w = AAz?, y y; = yny41 = 0. Definiendo A = w — 2, tenemos
Yir1 + Ay + 41 =0, Y1 =yn+1 = 0.

, Cuadles son los autovalores A de esta sistema de ecuaciones? ; Cuantos
hay? ;Por qué? Para los casos N = 2 y N = 3 calcule los autovalores
A y relaciénelos con los A de la ecuacién diferencial ordinaria. ;Cuél
es esa relacion? ;Por qué? ;Qué es lo que se ha perdido/ganado en la
discretizacion?

Solucién. La ecuacién diferencial

d2y
— + Ay =0, y(0) =y(1) =0,

dx?

se puede interpretar como un problema de autovalores haciendo la ana-
logia
Ay+ Ay =0, AD)y+ Ay =0,

con A(D) = D% ParalR 3 X > 0 la solucién de esta ecuacién diferencial

toma la forma
y(x) = A sin(kx) + B cos(k z),

y como
y' = —Ak®sin(kx) — BE* cos(kz) = —k*y(x),
entonces k? = )\, y aplicando las condiciones de contorno
y(0) = B =0, y(1) = A sin(k) =0,

k=k,=mn, n==+1,42 ...,
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con lo que las autofunciones seran no nulas para los autovalores del
espectro discreto A, = 72 n?, e iguales a

yn(z) = Asin(rnzx), n==1,+2,....

Por otro lado, para IR 3 A < 0 la solucion de la ecuacion diferencial
toma la forma
y(r) = Ae** 4 Be k7,

con k = +/—\, y aplicando las condiciones de contorno
y0)=A+B=0, y(l)=Ae"+Be*=0,

obtenemos A = B =0 e y(x) = 0. Luego no hay espectro continuo.

Hemos encontrado que el espectro de esta ecuacion diferencial se reduce
a su espectro discreto y que existe un nimero infinito (numerable) de
autovalores \,,.

La ecuacién en diferencias finitas
Yip1 + Ay + 421 =0, Y1 =yn4+1 = 0.

se puede interpretar como un problema de autovalores haciendo la ana-
logia
AE)y+Ay =0, AE)=E+E 1,
donde Evy; = yis1 v By, = y;_1. Para determinar los autovalores
habréa que determinar la soluciéon que cumple con las condiciones de
contorno. La solucién de esta ecuacion en diferencias se puede escribir
como
yi = A + BE = Acos(i — 1) &+ B sin(i — 1) €,

que aplicando las condiciones de contorno
p=A=0, yni1 = B sin N§ =0,

se obtiene la familia de soluciones
(n) nim

. =DBsin(t —1 n n = a7
W= Bini 18, &=

Para determinar los valores de A (autovalores) para los que cada funcién
de esta familia es realmente una solucién (autofuncién) habré que hacer

n=1,2...N-1.

sinté + A sin(i — 1) & +sin(i — 2) £ =0,
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Recurriendo a un manual de férmulas y tablas matematicas sabemos
que

sinn A =sin A <(2 cos A"t — ( " I 2 > (2 cos A)"

+<n53> (2COSA)n_5—--->,

(féormula 5,61 del manual de M.R. Spiegel, Serie Schaum), por lo que

sinn A +sin(n —2) A

=sin A ((2 cos A)" 1 — (( " I 2 ) — 1> (2 cos A)"?

+<<”;3>—(”[4>>QC%Aw*—~>,

Asin(n—1)A=AsinA ((2 cos A)"7% — < " I J ) (2 cos A)"™*

+ < ngél > (2 cosA)”6—~~->;
observando que

(7)) =)
() ))= ()

obtenemos que

sinn A +sin(n —2) A+ A sin(n —1) A =0, A= —-2cosA,

y, en nuestro caso, obtenemos como autovalores

Ap==2c0s6 &=

Por tanto, hemos obtenido los N — 1 autovalores de la ecuacién en
diferencias finitas.
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La relacién entre los autovalores continuos A, y los discretos
Ay =w,—2=\Az?—2=-2 cosnmAx,

es (aplicando Taylor para Ax < 1)

~ 1
)\":AaﬁQ (2—2cosnmAx)
4_4
_ .2 2 T 2 4
=n°m 19 Ax +O(Ax)

>‘121 2 O 3 4
e AT (A At

y los autovalores del problema en diferencias finitas son una aproxi-
macién cuadratica para los primeros autovalores del problema contin-
uo.
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