Quinta relacion de problemas Técnicas Numéricas
Profesor Francisco R. Villatoro 23 de Noviembre de 1998

1.

SOLUCIONES

Soluciones de los ejercicios de la quinta relacion de problemas.

Para la inversién de una matriz cuadrada A de orden n xn, cuya inversa
existe, se ha definido la siguiente iteracion

By =B; (21 —AB), i=1,2,...

donde [ es la matriz identidad (o unidad) de orden n x n, y By es una
matriz cualquiera de orden n x n. Defina la matriz C; = I — AB; y
deduzca las propiedades que debe satisfacer dicha matriz para que la
iteracién anterior converga a la inversa A~1. ; Cudles son las desventajas
de este método comparado con otros que usted conozca para calcular
la inversa de una matriz? Ayuda: Deduzca cotas superiores e inferiores
para la norma de la matriz B, ;.

Solucién. Lo primero que hay que estudiar en una iteracion es su punto

fijo
B=B(2I—-AB), I =AB, B=A"

que en este caso es la inversa de A, como debe ser. Ahora tendremos
que estudiar la convergencia de la iteracién, es decir, si

lim B; = B= A",

1— 00

Utilizando la matriz C;, podemos escribir la iteracion como
y COmo

Ci=1—-—AB,=1—-—AB; 1(I+C;_1)
=1—-AB; 1 —AB_1Ciy
=Ci1—AB 1 Cii=(—-AB;1)Ciy
=CiaCia = Ci2—1 = 03—2 = 018—37



obtenemos finalmente
C;=C¥", O =I1-AB.
De esta forma, siguiendo la ayuda y aplicando normas a la iteracion

1Bisall < IBH + Gill < [1B:l (1] + I1CilD)
= 1B:]l A+ [IC:l) < 1Bl L+ [ICh ™)

= Bill T (1 + llcn )™ ™)
§=0

que nos es poco tutil para la demostracion de convergencia.

Podemos reescribir la iteracion
B, = B; + B; C;, B, — B, = B, C,,
y aplicando normas

27571

i—1
1Bisall = Bill < IB:NCill = I Bl ICE 1] < 1Bill [1C

Por otro lado, escribiendo la iteracién como
B;y1 = B; + B; C;, B;.1 — B;C; = B,
y aplicando normas
1Bill = | Bisx — Bi Gill < || Bisall + [|1B: Gil| < || Bigall + 1Bill IG5l

con lo que

I1Biall = [1Bill (1 = ICill) = 1Bl (1= [ICy

27571)

Finalmente hemos logrado acotar la iteracién tanto superior como in-
feriormente de la forma

i—1 i—1
IBill (1= IC3I* ™) < IBigall < 1Bl (1411 -
Por tanto para que el método converja es necesario que
lim ||C|]* " =0,
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es decir, el radio espectral de C (y el valor absoluto de todos los auto-
valores de () deben ser menores que la unidad. En este caso, también
se cumple que

Iim C; =0=1lim [ — AB,,

11— 00 1—00
con lo que
lim BZ = A_l.

1— 00

La desventaja fundamental de este método es que B; se tiene que es-
coger de tal manera que los autovalores de C sean menores que la
unidad. Otra desventaja es que requiere muchas multiplicaciones de
matrices (dos multiplicaciones y una suma en cada iteracién).

,Para qué valores de «, la iteracion
Tiy1 = ax; + 5, con g =a, B#0,
converge? Es decir, jpara qué valores de «,

lim X,

existe?
Solucién. Iterando obtenemos
Tn=atn 1+ =0Ty s+ Bat+f="-
—ad"+ B+ -+ Ba+ .
Definamos
s=pa" + -+ Ba+f,
as=0a"+- -+ f[a,

con lo que restando
(a—1D)s=a"p—-pF=0("-1),

y finalmente
a —1

a—1"

T, =aa"+ 0
Esta secuencia convergera si |a| < 1 al valor

e =B _ B
im z,, = = ,
i—00 a—1 l—«
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que corresponde al punto fijo de la iteracién (sucesion), ya que si ésta
converge a T entonces

T=aZ+p, T= b ,
1—«
que es el punto fijo.
Dados
10 3 1 14 0
A=| 2 -10 3 |, b=1| -5 |, O =101,
1 3 10 14 0

resuelva el sistema Az = b por el método de Gauss-Jacobi y determine
la tasa de convergencia usando las normas oo y 1. Haga lo mismo
con el método de Gauss-Seidel y deduzca cudl de ellos converge mas
rapidamente.

Solucién.

a) El método de Gauss-Jacobi se basa en la descomposicion A =
L+ D+ U y tiene la iteracién

2* D) = D=t (b — (L +U) z®).

Operando, obtenemos la secuencia Operando, obtenemos la se-

cuencia
7/5 111/100
dW=11/2 |, 2% = 6/5 :
7/5 111/100
0,929 0,9906
+® =1 105 |, z® =1 09645 |,
0,929 0,9906
1,01159 1,00025
@ =1 09953 |, z©@=1] 10058 |,
1,01159 1,00025

que claramente converge a la solucién exacta (1,1,1)7.



b)

Operando, obtenemos la secuencia

El método de Gauss-Seidel se basa en la iteracién

g® ) = (L4 D) (b — U 2W).

7/5 1,0634
e = 39/50 2 =1 1,02048
513/500 0,987516
0,995104 1,00123
+® = | 0,995276 +® = [ 1,00082
1,00191 0,999632
0,999792 1,00004
20 = 0,999848 #© = 1,00003
1,00007 0,999988

que claramente converge, y mas rapidamente que el Gauss-Jacobi,
a la solucién exacta (1,1,1)7.

c) La tasa de convergencia del método de Gauss-Jacobi viene dada
por la norma de

0 3/10 1/10
~1/5 0 —3/10 |,
1/10 3/10 0

J=DYL+U)=

cuyas normas son ||J||; = 0,6 y ||J]|« = 0,5. La tasa de conver-
gencia del método de Gauss-Seidel viene dada por la norma de

0 3/10 1/10
S=(L+D)'U=|0 3/50 -7/25 |,
0 —6/125 37/500
cuyas normas son ||J||; = 227/500 = 0,454 y ||J]|cc = 2/5 = 0,4.
Estos resultados confirman la convergencia méas rapida observada
para el método de Gauss-Seidel.

4. Considere el siguiente sistema de ecuaciones

r+ay=1
r+y+z=1
by+z=1



Determine los valores de a y b para que el sistema tenga solucion
Unica

Determine los valores de a y b para asegurar la convergencia del
método de Gauss-Jacobi para la resolucion de dicho sistema

Determine los valores de a y b para asegurar la convergencia del
método de Gauss-Seidel

Estudiar la convergencia de los métodos anteriores y el método de
Cholesky para los valores de a y b para los que la matriz de los
coeficientes del sistema es simétrica.

Solucién.

a)

El sistema se puede escribir como A x = b donde

0 1
1], b=|1
1

1
A=11
0 1

S = Q

El sistema tendra solucién tnica cuando A no sea singular,
|Al=1—a—0b#0, a+b#1.

El método de Gauss-Jacobi convergera si su tasa de convergencia
|7l = 1D~ (L+U)| =L +Ul,

es menor que la unidad para alguna matriz. No sirven las norma
uno e infinito, ya que para ellas el método no converge,

[ 71l = max{1,la| + 6|}, [|/]lec = mdx{2, |al, [b]}.

Sin embargo, pueden existir normas para las que converja. La
convergencia quedard asegurada si el radio espectral, que siempre
es menor o igual que cualquier norma, es menor que la unidad. El
radio espectral para el método de Gauss-Jacobi es

p(J) = max |\,

y sus autovalores son

_)\J a 0
J—XI=| 1 —=x, 1 |=0,
0 b —=Xs



es decir,
~MNdad;+bA; =0,

que tiene como raices
)\JZO, /\J:j:\/a—l—b,

para a + b € IRT U 0. Por tanto, la convergencia del método de
Gauss-Jacobi requiere que

p(J)=Vva+b<1.

Note que a + b < 1 esta incluido en dicho conjunto.

El método de Gauss-Seidel convergera si su matriz de convergencia

1 0 0 0 a 0 0 a 0
S=(L+D)'U=| -1 1 0 001 |=[0 —-a 1
b —b 1 000 0 ab —b

tiene radio espectral menor que la unidad. Sus autovalores son

_/\S a 0
IS—AsI|=| 0 —a—-X¢ 1 =0,
0 ab —b—Ag

es decir,

>\S (ab — (CL+ )\S) (b+ )\5’)) = 0,
que tiene como soluciones
Mg =0, M+ As (a+D),

es decir,

)\S:—(CL—FZ)), Ag = 0.
Por tanto, el método de Gauss-Seidel converge para
p(S) =l]a+b| <1.

Note que las condiciones de convergencia de Gauss-Jacobi y Gauss-
Seidel son disjuntas y que hay valores de (a, b) tales que uno puede
converger y el otro no, y viceversa.
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d)

La matriz A es simétrica para a = b = 1, por lo que el método de
Gauss-Jacobi no converge,

p(J)=Vata=v2>1,

el método de Gauss-Seidel tampoco converge ya que
p(S)=2la| =2 > 1.

En cuanto al método de Cholesky, no se trata de un método it-
erativo si no uno directo, por lo que no se puede estudiar su con-
vergencia. Ademas el método de Cholesky requiere que la matriz
A sea hermitiana y positiva definida. Si @ = b = 1, la matriz
es simétrica por lo que hay que estudiar si es definida positiva.
Podemos determinar sus autovalores,

1-Xe 1 0
C—XeIl=| 1 1-X 1 |=0,
0 1 1-)Ac

AL 43N - A —1=0,
una de cuyas raices es A\c = 1, y por la regla de Ruffini,
A +2Mc+1=0
por lo que las otras dos raices son
Ao =1+2,

una de las cuales es negativa, por lo que no es definida positiva.

Otra posibilidad para comprobar que no es definida positiva es
utilizar el signo de los menores principales

01:|1‘:1>0,
11
CQZ‘l 1‘:07

03:|C|:1—2:—1<0,

que claramente indican que no es definida, y por tanto, el método
de Cholesky no es aplicable.



5.

Sea B una matriz real cuadrada de orden n x n tal que Bx = 0y
|B| = 0.

a)

. Cual es la relacién entre b;; y b;j, donde B = (b;;)?
Si B = A — M\l donde X son los autovalores de A, jcudl es la
relacion entre A y los coeficientes o elementos de la matriz A?

. Cual es la relacion entre |A|nax ¥ |A|mm ¥ los elementos de A?

Sea A una matriz cuadrada de orden n xn tal que a; = 1. Deduzca
las condiciones que deben satisfacer los coeficientes de esta matriz
para que el método iterativo de Gauss-Jacobi converja cuando se
utiliza para resolver el sistema Ax = b.

Solucién.

La ecuacién Bz = 0 tiene infinitas soluciones ya que |B| = 0. Sea
x* una de estas soluciones y sea x; tal que

27| = max |7},
1<j<n

entonces B z* = 0 implica que

O_sz] j bmx + Z bz] 5o

J=1,j#i

por lo que
n
bal 251 < D2 byl |1,
j=Lj#i
y, finalmente, observamos que B no es diagonalmente dominante
por filas

n

|bzz| < Z i Z |bz]‘

J=Lj#i il — J=Lj#

Si B= A — )\ entonces

|5

bii = aii — A, bij = asj,

y por la condicién del apartado anterior

n
lai; — Al < >0 ag).

=1



Aplicando la desigualdad triangular inversa
Al = lag|| < [A = aal,

y el resultado del apartado anterior tenemos que se cumplen las
dos desigualdades

n n
Al <laul+ Y lag| = lal,
j=1

=1

n

Al > Jaul = D lagl,

J=1j#i
por lo que en los casos limites podemos obtener una cota superior
para el mayor autovalor y una inferior para el menor,

n
|/\|méx S méXZ |aij|7
7 =

=1,

y por tanto el nimero de condicién de A cumple que

n
|)\|m1'n > IHZI/H (|au| - Z |aij|> )

- |)\’min - Hll/l'lz' (2 |azz| - ;‘1:1 |aij|) .

Sea A una matriz cuadrada de orden n xn tal que a; = 1. Deduzca
las condiciones que deben satisfacer los coeficientes de esta matriz
para que el método iterativo de Gauss-Jacobi converja cuando se
utiliza para resolver el sistema Az = b.

Descomponiendo la matriz A = L + D + U, el método de Gauss-
Jacobi tiene como iteracion

2* ) = D7V (b — (L +U) 2W),

por lo que para que converja, el radio espectral de su matriz de
iteracién debe ser menor que la unidad

p(J) = p(D™H(L+U)) = [Aslmax < L.
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Ahora bien, por ser D =1, A= 1+ N y los autovalores de A
Aa =1+ Ay,

por lo que la condicién de convergencia es p(A) < 2, pero por el
apartado anterior del ejercicio

=L

p(A) < médx (1 + > |%‘|) <2,

luego

Z |Clij’ < 1.

=Lt
De forma del todo similar, ya que los autovalores son invariantes

ante trasposicion,
n

Z |CLz‘j| < 1.

i=1j#i

Comprobar que la matriz que determina el sistema

101‘1-[[’2 =9
-1 + 101’2 —21'3 =7
—2$2+ 10$3 =6

es definida positiva. ;Qué parametro de relajaciéon w escogeria para
obtener una convergencia mas rapida? Escribir las 3 primeras itera-
ciones del método de relajacion con esa w tomando como valores ini-
ciales x = 0. Comparar con las 3 primeras iteraciones de Gauss-Seidel.

Solucién. El sistema se puede escribir como A x = b donde

10 -1 0 9
A= -1 10 -2 |, ob=]|7
0 -2 10 6

Para comprobar que esta matriz es definida positiva podemos calcular
sus autovalores

A= M| = (\A—10) (=A\* +20 A — 95) = 0,
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que son
A = 10, A =10+ /5,

que claramente son positivos. También podriamos haber aplicado la
regla de los menores principales

10 -1

Ay = [10] = 10 > 0, A2:| R

’:99>0,

y Ay = |A] = 950 > 0.

Como no se dice si debemos aplicar el método de relajacion al méto-
do de Gauss-Jacobi (que converge porque la matriz es diagonalmente
dominante) o al de Gauss-Seidel (que converge por lo anterior y ademés
porque la matriz de coeficientes es simétrica y definida positiva). Va-
mos a escoger este ultimo. Descomponiendo la matriz A = L+ D+ U,
tenemos que el método de Gauss-Seidel es

g® D) = (L + D)1 (b — U ™),
e introduciendo un parametro de relajacion
2 ) = (L+ D) (b —U2®™) + (1 —w) 2®,
con lo que el error e® =z — 2 sigue la ecuacién
B — (1 —w) I —w(L+D)'U)e®™ = Ne®),

y la convergencia del método queda garantizada si la tasa de conver-
gencia es menor que la unidad

p(N) < 1.

Como
1/10 0 0

(L+D)'=| 1/100 1/10 0 |,
1/500 1/50 1/10

0 —1/10 0
(L+D)'U=|0 —-1/100 -1/5 |,
0 —1/500 —1/25
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tenemos que

1—w w/10 0
N = (1-w) I—w (L+D) ' U = 0 1-99w/100 w/5
0 w /500 1 —24w/25

y por tanto su polinomio caracteristico es
IN =X = (1 —19w/20 — \) (1 —w — \)?,
y el radio espectral serd menor que la unidad si
1 —w| <1, |1 —19w/20| < 1,

y por tanto 0 < w < 2 (de la primera desigualdad) garantiza la conver-
gencia del método. Para obtener la convergencia més rapida debemos
buscar el valor w* que minimiza el radio espectral. Dibujando grafica-
mente el valor del radio espectral obtenemos que

1—19w/20 0<w<w
w—1 w<w<2’

p(N)—{

por lo que el valor éptimo es

40
1—19w"/20 = w* — 1, w* = — =~ 1,026.
39
Seguidamente vamos a realizar tres iteraciones del método de Guass-
Seidel con relajacién con w*,

12/13 0,923077
M) =1 158/195 | = | 0,810256 |,
758/975 0,777436
0,982512 0,996065
22 =1 0957265 |, =® =1 0957798 |,
0,791059 0,79157

y tres iteraciones del método de Gauss-Seidel sin relajacién (w = 1),

9/10 0,9
M =1 79/100 | =] 079 |,
379/500 0,758
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0,979 0,99495
+@ =1 09495 z® = | 0,957475
0,7899 0,791495

Al ser el sistema de 3 x 3 la solucién exacta se puede calcular por un
método directo dando

0,995789
x =] 0,957895
0,791579

Comparando los errores obtenidos
|z — 23 = 0,000276, ||z — 2®||o = 0,000839,
|z — 23|, = 0,000382, |z — 2@, = 0,001343,

se observa que el método con relajacién tiene una convergencia mas
rapida (menor error), aunque las diferencias entre los dos métodos son
pequenas debido a que el valor 6ptimo del parametro de relajacion w*
es muy proximo a la unidad.

[ Puede converger un método iterativo para la resolucion de un sistema
de ecuaciones lineales de la forma

e® = B 4 ¢
siendo B una matriz singular (|B| = 0)7
Solucién. El punto fijo de esta iteracién es
r=Bzx+ec, v=(I—-B) e,
que requiere que (I — B)~! exista, pero no es necesario que exista

B~!. Para estudiar la convergencia de este método, debemos estudiar

la ecuacién del error
ek — Be(k_l),

que nos indica que el método convergera si
p(B) < 1.

Que B sea singular (por ejemplo, por tener un autovalor nulo) no im-
plica que no se pueda cumplir la condicién de convergencia p(B) < 1.
Luego la respuesta a la pregunta es afirmativa.
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8.

Dados

4 -1 0 2
A=| -1 4 -1, bv=]|6],
0 -1 4 2

determine

el vector x tal que Ax = b por factorizacion de Cholesky,
A~! a partir de la factorizacién de Cholesky,

la convergencia del método de Gauss-Jacobi realizando cuatro it-
eraciones con el vector inicial (9 = 0,

la convergencia del método de Gauss-Seidel realizando cuatro it-
eraciones con el vector inicial (9 = 0,

el polinomio caracteristico de A por el método de LeVerrier y acote
sus raices (es decir, los autovalores de A),

la descomposicion LU (es decir, A = LU donde L es una matriz
triangular inferior con unos en la diagonal principal y U es una
matriz triangular superior.

Solucion.

a)

Para aplicar el método directo de Cholesky es necesario que la ma-
triz sea simétrica y definida positiva. Para comprobar este ultimo
punto aplicaremos la regla de los menores principales

4 -1

A1:’4|:4>O, AQ:‘—l 4

‘ =15>0,

y A3 = |A| = 56 > 0, luego es definida positiva.

La factorizacién de Cholesky A = L LT se determina facilmente
igualando fila a fila las matrices

111 0 0 l11 121 131 4 -1 0
loy 1l 0 0 Iy Ilsp |= -1 4 -1/,
I31 l39 33 0 0 I3 0 -1 4
es decir,
l%l = 4a lll = 2a
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lily =—1,

l11131 = 0,

15+ 15, = 4,

loy l31 + g I3 = —1,

loy = —1/2,

l31 - 07
I35, =4—1/4=15/4,
l32 = _2/\/1_57

G+ 155+ 15, =4, I3, =4—4/15=56/15,

por lo que

2 0 0
L=| —1/2 V15/2 0

0 —2/V15 /56/15 |

Ahora para resolver el sistema lineal Az = L LT z = b, debemos
resolver los dos sistemas triangulares Ly = by L'z = y. El
primero de ellos tiene como solucién

y = (1,13/V15,,/56/15) ",

y el segundo,
r=(1,2,1)7,

que es la solucién buscada.

b) Al = (LT)'L7' = (L7H)T L7! y la inversa de la matriz L es
facil de determinar

. V/56/2 0 0
L = 7% \/56/15/2 2,/56/15 0
1/vV15  4/V15 V15

1/2 0 0

—| V15/30  2/V/15 0
v/210/420 +/210/105 /56/15

Y

con lo que

15/56 1/14 1/56
Al(Ll)TLl( /14 2/7 1/14 )
1/56 1/14 15/56
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c) Como la matriz A es diagonalmente dominante, la convergencia
del método de Gauss-Jacobi

g* ) = D7V (b — (L + U) 2W),

queda garantizada. Realizaremos cuatro iteraciones con el vector
inicial z(¥) = 0, que dan lugar a

1/2 7/8
dW =132, 2P=|74],
1/2 7/8
0,9375 0,984375
2® =1 19375 |, 2W=/[ 196875 |,
0,9375 0,984375

que claramente converge a la solucion exacta determinada en la
pregunta anterior.

d) Como la matriz A es simétrica y definida positiva, la convergencia
del método de Gauss-Seidel

g* ) = (L 4+ D) (b — U 2W),

queda garantizada. Realizaremos cuatro iteraciones con el vector
inicial z(®) = 0,

1/2 0,90625
adM =1 13/8 |, 2P = 195312 |,
29/32 0,988281
0,988281 0,998535
+® =1 199414 |, 2z@W =] 199927 |,
0,998535 0,999817

que converge mas rapidamente que el Gauss-Jacobi.

e) El método de LeVerrier nos da el polinomio caracteristico

PN =(=1)" N =g N = A" — o —p A —p,) =0,
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mediante el cdlculo de los coeficientes

p1 = traza (Bl), B1 = A,
1
P2 = itraza (B2)7 BQ =A (Bl —P1 I),
1
pn = —traza(B,), B,=A(B,-1—pn1l).
n

El método de LeVerrier también permite determinar la inversa

1
A_1 - (Bn—l — Pn-1 I)a

n

yva que B, —p, I = 0.
Aplicando el método de LeVerrier en nuestro caso, obtenemos

4 -1 0
Bl = —1 4 —1 s P1 = 12,

0 -1 4

—31 4 0
BQZ 4 —30 4 s pg——92/2:— 6,
1 4 =31
26 0 O
Bs=1]1 0 5 0 |, pe = 168/3 = 56,
0 0 56
por lo que

p(A) = (=1)2(\* — 122 + 46 X\ — 56) = 0.

Para acotar las raices podemos tantear algunos valores del poli-
nomio caracteristico, aunque este no es el procedimiento més efi-
ciente y/o adecuado,

p(1)= =21, p(2)=-4, p(3)=1,

p(4) =0, pB)=-1, p(6) =4,

con lo que tenemos, por el teorema de Bolzano, una raiz en [2, 3]
(= 5,59), otra en [5,6] (~ 5,41) y la tltima es exactamente 4.
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f) Vamos a realizar una descomposicién LU de tipo Doolittle (es de-
cir, A= L U donde L es una matriz triangular inferior con unos en
la diagonal principal y U es una matriz triangular superior). Es-
ta factorizacion se determina facilmente igualando fila y columna,
alternativamente, en el producto de matrices siguiente

1 0 0 U1 U1 U3l 4 —1 0
l21 1 0 0 U922 U32 = -1 4 -1 s
l31 l32 1 0 0 Uus3 0 —1 4
es decir,
uy =4, u2 = —1, uy3 = 0,
l21 - —1/4, l31 - 0,
lll l31 = 07 l31 = 07
uge =4 — Iy upp = 15/47 Uz = —1,
l32 = —1/U22 = —4/15, Uuz3z = 4 — l32 Uo3 = 56/15,
por lo que
1 0 0 4 -1 0
L=|-1/4 1 o], U=|0 15/4 -1
0 —4/15 1 0 0 56/15

Dado el sistema Az = b, donde

0 3 1 14
A= 2 —10 3 |, b=| -5 |,
1 3 10 14

resuélvalo por medio de los siguientes métodos

a) un método directo que, a su juicio, sea el més preciso,
b) justifique el uso del método que utiliz6 en (a),

c) ipuede resolver este sistema por el método de Gauss-Jacobi? ; Por
qué? Si lo puede hacer, haga sélo dos iteraciones y determine la
tasa de convergencia,

d) puede resolver este sistema por el método de Gauss-Seidel? ; Por
qué? Si lo puede hacer, haga sélo dos iteraciones y determine la
tasa de convergencia,
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e) utilice un pardmetro de relajacién w y determine para qué valores
de dicho parametro un método de relajacion converge. Para un
valor w # 0 y w # 1, si para dicho valor el método converge, haga
dos iteraciones y determine la tasa de convergencia del método de
relajacion que ha utilizado.

Solucién. Dado el sistema Ax = b, donde

10 3 1 14
A= 2 —-10 3|, b=]| -5,
1 3 10 14

resuélvalo por medio de los siguientes métodos

a) Dado que la matriz no es simétrica, vamos a utilizar el método de
Gauss-Jorda con pivotaje total o completo. Para el primer pivote
no hay que reordenar la matriz, y tenemos

10 3 1114 10 3 1 14
2 =10 3| -5|—=1 0 53 -—-14| 39 ;
1 3 10| 14 0 =27 —99| —126

ahora debemos intercambiar las filas 2 y 3, y las columnas 2 y 3,

10 3 1 14 10 3 1 14
0 -99 —-27|-126 [ —| O =99 =27 |—-126 |;
0 —-14 53 39 0 0 5625 5625

y ahora resolviendo el sistema triangular superior obtenido recor-
dando que las incognitas estan en el orden 2,3, 1, tenemos

2y =1, m3=(-126427)(-99) =1, ;=1

b) La ventaja del método de Gauss-Jordan con pivotaje completo
es que minimiza posibles diferencias cancelativas y divisiones por
nimeros cercanos pequenos, que son susceptibles a propagacion
de errores.

c) Al ser la matriz de coeficientes A diagonalmente dominante por
filas, el método iterativo de Gauss-Jacobi esta garantizado que

converge,
e® =D (b — (L +U)z*Y).
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Vamos a realizar dos iteraciones a partir de (%) = 0,
aW = (7/5,1/2,7/5)7, =@ =(111/100,6/5,111/100)".

La tasa de convergencia del método de Gauss-Jacobi es el radio
espectral de su matriz de convergencia

p(D™H(L+T)),

donde
1 0 3 1
J:Dfl(L—i—U):l—O -2 0 =3
1 3 0

cuyo polinomio caracteristico es
|J=MI| = —=3/200—7X\/50—\* = (1+10\) (—=3+2A—20 \*) = 0,

que resolviendo la ecuacién cuadratica (2 raices complejas conju-
gadas) nos da para el radio espectral, es decir, la tasa de conver-
gencia del método de Gauss-Jacobi

p(J) = méx |\ ;| = max{1/10,v/15/10} = v/15/10 ~ 0,387.

La tasa de convergencia también se puede estimar utilizando los
dos tltimos (en nuestro caso los unicos) iterados del método de la
forma

leafln 21

“° ~=0,323,

eof < |1 |lex]], J|| ~ =

donde ¢; = x — x;.

Al ser la matriz de coeficientes A diagonalmente dominante por
filas, el método iterativo de Gauss-Seidel esta garantizado que
converge (de hecho, si Gauss-Jacobi converge entonces también lo
hace Gauss-Seidel y mas répido),

2 = (L + D) (b—Uz*Y),

Vamos a realizar dos iteraciones a partir de (¥ =0,

eW = (7/5,39/50,513/500) ",  2® = (1,0634,1,02048,0,987516) .
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La tasa de convergencia del método de Gauss-Jacobi es el radio
espectral de su matriz de convergencia

p((L+ D)1 U),
donde

0 3/10 1/10
S=(L+D)'U=|0 3/50 —7/25
0 —6/125 37/500

cuyo polinomio caracteristico es
|J — AT =9)X/1000 + 67 A\*/500 — \?,

que resolviendo la ecuacién cuadrética (2 raices reales) nos da para
el radio espectral, es decir, la tasa de convergencia del método de
Gauss-Seidel

p(S) = méx |Ag;| = max{0, —0,0491,0,183} ~ 0,183.

La tasa de convergencia también se puede estimar utilizando los
dos tltimos (en nuestro caso los unicos) iterados del método de la
forma

24091
leall 24090 149,

<|s S~ = ~
leall < (IS [eall, [1S] led[i 161500

donde ¢; = = — z;.

Vamos a aplicar el método de relajacién al método iterativo de

Gauss-Seidel,
2®) = w(L4+ D) (b—Uz® V) 4 (1 —w)a®b.

Para estudiar la convergencia de este método tenemos que calcular
su tasa de convergencia

p(SOR) = p((1 —w) I —w (L + D)™ U),

donde
l—w —3w/10 —w/10
SOR = 0 1 —53w/50 Tw/25
0 6w/125 1 —537w/500
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cuyo polinomio caracteristico es
2134 1125
M| = (w=14X) (=142 2A=1 XN+ (1-A) w———
|ISOR | = (w=14X) (—1+ +1000( Yw 000

que resolviendo la ecuacién cuadratica nos dan los autovalores

Asor =1 —w, Asor = 1 — (1067 £ v/13489) w /1000,

%),

es decir,
)\SOR =1- w, /\SOR =1- 1,183 w, ASOR =1- O,9509’LU,

y la tasa de convergencia del método de Gauss-Seidel con rela-
jacion

p(SOR) = méx |Asori| = 0@é§2{|1—w|, 11-1,183 w], |1—0,9509 w| },
serd minima para un w* y valdra (como se puede comprobar facil-

mente dibujando las funciones en w) en la regién en la que con-
verge

1—-0,9509 w, 0<w < w,

1> p(SOR) = { 14 1183w, w* < w < 1,690,

dando como valor 6ptimo
1-0,9509 w* = -1+ 1,183 w", w* = 0,937,

es decir, realizaremos una subrelajacién en lugar de una sobrerre-
lajacién con una tasa de convergencia de

p(SOR) ~ 0,1088.
Vamos a realizar dos iteraciones a partir de (9 = 0,
M = (1,312,0,73102,0,9616) T, =3 = (1,0988,0,9882,0,9882)".

10. Para la resolucién del sistema Bz = b, donde z,b € IR?, se propone el
siguiente método iterativo

o *HD) =+ A[E(k), k>0,

A cC
A_<O _)\>, A c e R.
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a) ;Para qué valores de A\ y ¢ existe solucién tnica?

b) Sea xpp el punto fijo de la iteracién. Calcule zpp —2® para aque-
llos valores de A y ¢ para los que existe solucién tnica. Suponga
que [\ < 1.

c) Para las condiciones del apartado (b), jcémo se comporta ||xpp —
Moo y |z*D —2®)|| ., cuando k — 0o? ;jEs la convergencia al
punto fijo independiente de c? Justifique todos los resultados.

Solucion.
a) Para el punto fijo

1+ A
([—A)Q?PFIb:< 0 1E>\>$PF:BQ:PF7

y para que haya solucién |B| =1 — A% # 0, por lo que \ # +1.

b) Calculemos las potencias de A,

weaas (353 5= (5 8),
AP = AP A = (Ao f)( AZ ( iig’)’

A
0
X
Ly ( XL)

k
Ak:<)\ O), si k es par,

y finalmente

0 Ak
kooy\k-1
AF = ( )\0 A_)\kc > : si k es impar.

Para estudiar la convergencia de la iteracién acotaremos el error
eF) = g — gD 4 1) gk o(0)
aplicando normas infinito

le®loe = 14 € loc < [|AM|oc lle® 1o
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y utilizando las expresiones que hemos derivado previamente

1A oo = max{[A[, N[} = [A¥], ik es par,

1AM ]loo = max{[A*] + [N el | = A¥[}

= |\¥] méx{lj%; 1} si k es impar.

Si ¢ y A tienen el mismo signo y ¢/A > 1 estéd claro que ||A*||«
oscila entre |\|* para k par y |A\|" (1+]|c|/|\]) > |A|*, para k impar.
Estas oscilaciones también ocurren si |c|/|A| > 1. Para fijar ideas
suponga que ¢ = a + A7, donde «, § y 7 son independientes de
A. Para este valor tenemos

A A e = 2 a AR AR

y si ay B son O(1), estd claro que para [A| < 1, [A[F71 > |AF,
mientras que el tercer término es mayor que el segundo si 5 < 0.
Una vez que k — 1+ 3 > 1, el tercer término [A[F~1+# < 1. Esto
significa que la convergencia la punto fijo depende de ¢ y de su
relacién con A. Mdas concretamente, depende de ¢/,

Queremos estudiar
P ) 4 () )y 42 (D) g (-2))
— Ak (x(l) _ x(ﬂ)),
por lo que

l2®H — 2] < Ao [z = 2®)|ec,

por lo que ||2*+Y) — z(*)|| oscila de la misma manera que ||e®]|

en el apartado anterior.
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