Tercera relaciéon de problemas Técnicas Numéricas
Profesor Francisco R. Villatoro 15 de Noviembre de 1999

SOLUCIONES
Soluciones de los ejercicios de la tercera relaciéon de problemas.

1. Se define la traza de la matriz cuadrada A como la suma de los ele-
mentos de su diagonal tr(A) = 3, a;. Demuestre que la traza de una
matriz es igual a la suma de sus valores propios. Ayuda: el teorema de
Schur le puede ser ttil.

Solucién. Sabemos que A tiene forma normal de Schur, es decir, que
existe una matriz U unitaria tal que

T=U"'AU,

es una matriz triangular cuya diagonal esta formada por los autovalores
de A (demuéstrelo). Ademds, como

tI‘(U—l A U) = Z ; ;(U_l)il Qg Uk = ; ; ay (Z Uns (u_l)z’l>
- Zzalk(U U_l)kl = Zzalkékl = Zakk = tr(A),
Ik l k L

por lo que
tr(A) = tx(T) = Ak
k

2. Dada una matriz cuadrada A demuestre que
[tr(A)] < np(A).
Si, ademads, A es hermitiana (o simétrica) y definida positiva

tr(A) > p(A).

Solucién. Aplicando el resultado del ejercicio anterior (repitalo sin de-
mostrar el teorema de Schur),

n

2N

=1

[tr(A)| =

<> Nl <n ml;ix])\i\ <np(A).
i=1
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Por un lado, para A hermitiana (en €) o simétrica (en IR), sus auto-
valores son reales (demuéstrelo). Por otro lado, si A es definida pos-
itiva estos autovalores son positivos (demuéstrelo). Finalmente, como
una suma de nimeros positivos es siempre mayor que el mayor de los
sumandos

tr(A) = >\ > méx \; = p(A).
i (2
Demuestre que para z € C", se tiene que

a) #lloo < flzfly < nfl2llo,
b) zlloe < llzll2 < v/ ||,

c) lzllz < llzll < nflzfls

Es decir, estas tres normas son equivalentes entre si.

Solucion.

a) Como

< nf|2lo,

i | < 3l = el 3 7

1l ||oo

donde se ha usado que |z;|/||z] < 1, tenemos que las normas
infinito y uno son equivalentes

[2]leo < lzfly < 7 fl2]|co-

b) Ya que

- 2 2 ‘.TZ
=1

por lo mismo que antes

VIlE < flzllz < yillzliZ n,

y tenemos que las normas infinito y euclidea son equivalentes

2llo0 < Nlzllz < V|2l oo



c) De los apartados (a) y (b) se sigue que

]l

NG

y las normas son equivalentes. Por otro lado, como por (a)

< [lefl < nflzll2,

3 = Z [if* < max || Z i = [|zlloo l2]l1 < [l2[3,
=1 —

obtenemos
[zlle < [|z]lr < nlzfl2.

Demuestre el teorema de Cayley-Hamilton, que dice que toda matriz
A satisface su ecuacién caracteristica p(\) = |A — M| = 0, es decir,
p(4) = 0.

Solucién. El teorema de Cayley-Hamilton dice que si p(z) es el poli-
nomio caracteristico de la matriz A,

pla)=[A—zl|=by+byx+--+bya™,
entonces se cumple que

p(A) =bo I +by A+ + b, A" =0.

Si la forma candnica de Jordan de A es diagonal, es decir,

M O - 0
0 Ay -+ 0
Pl1AP=A= L )
0 0 - )\,

Como A" = P A" P! (demuéstrelo) entonces p(A) = Pp(A) P~} (de—
muéstrelo), y como el término entre paréntesis es nulo porque p(\;) =
se sigue el resultado p(A) = 0.

En general, sea J la forma candnica de Jordan de A, es decir, existe
una matriz P no singular tal que A = P~!J P siendo J una matriz
diagonal por bloques de Jordan,

J = diag [J()\l,ngl)), o J()\k,n%k)]
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(escriba la forma del bloque J(\g, n{®))). Entonces, es facil comprobar
que

p(A) = Pp(J) P~ = Pdiag[p(J (A1, ni")), ... p(J (A, n®) )] P71

Ahora bien, un bloque de Jordan J(\, n) tiene como polinomio carac-
teristico

[J(An) = pll = (n—A)",

(demuéstrelo) por lo que por lo que A tiene multiplicidad algebraica
m, = n. Sin embargo, el rango de J(A\,n) — uI es n — 1, por lo que la
multiplicidad geométrica de A es my; =n — (n — 1) =1, y por lo tanto
existe un sélo autovector e; como base para el autoespacio de A,

L) ={x: (JA\n)—=AD)z=0}={z: z=ae,a €C}.

Sean {e;} con i =2,3,...,nlos n—1 los vectores principales asociados
a A, es decir, vectores dados por

(J(A,n)—A1)e; =e; 1, i=n,n—1,...,2,

y como sabemos que (J(A\,n) — AI)e; = 0, haciendo, formalmente
er = 0 para k < 0, podemos escribir Vi, j > 1,

(JO,n)—AD)'ej =e;,
y por tanto
(J(\,n) = AI)" =0, (J(A\,n) =X)L #£0.

Entonces, aplicando este resultado a los bloques de Jordan de J,

p(T (™)) = (J (i, n?) = A T)mmas g(A) = 0,

J J

donde sabemos que mg,; > mg; ¥ ¢(A) es un polinomio de grado n—ng,i)ai.

Con ello hemos demostrado el teorema de Cayley-Hamilton (justifiquelo
en detalle).

Sea U una matriz unitaria. Demuestre que

a) ||[AUlls = ||U All2 = ||A||2, con A del mismo tamano que U.
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b)

IU=]3 = [lzfl2,  ze€C”
la distancia entre z e y es la misma que la distancia entre U x y

Uy,
(Uz,Uy) = (z,y), z,y €C",

los autovalores de U tienen médulo unidad, |Ay| = 1.

Solucién.

a)

Escriba la definicién de norma matricial subordinada y de matriz
unitaria. Como U es unitaria resulta que

|UAz|)3=(UAz,UAz) = (Ax,U"UAz) = |Ax|;
y por tanto

U A= sup 1042 _ gy 1Ay,
leiizo Nzl o [l

Haciendo y = U z, tenemos que ||y||3 = ||=||3 (demuéstrelo) por lo

que

vl = sup 1802l _ g, Idule
leizo  N2llz g0 Nyl

La distancia entre z e y es ||z — y||2, por lo que
Uz =Uyllz = U (z = y)ll2 = [lz — yll2,
(Uz,Uy) = (z,U*Uvy) = (x,y).

Sea U u; = \; u;, entonces
<Ui,uz‘> = <UUz‘; UUi) = <>\i Uiy A uz> = |)\i’2 <ui7ui>7

con lo que |[\;| = 1.

Los autovectores de una matriz unitaria son linealmente indepen-
dientes y definen una base ortonormal (demuéstrelo), por lo que
todo vector se puede escribir de la forma

n

n
T = Z<$7Uz> Ui = ZOéz‘ U,
i=1

i=1

y por tanto
(Uz,Uz) = (z,2) =) |ovi|.
i=1



6.

Dada la matriz A hermitiana que es definida positiva, es decir, Vr €
C", (Az,z) > 0. Demuestre que A es definida positiva si y sélo si sus
autovalores son reales y positivos.

Solucién. Sea Awu; = \; u;. Sabemos que los autovalores de una matriz
hermitiana son ntimeros reales (demuéstrelo). Entonces de la definicién
de matriz definida positiva aplicada a un autovector

obtenemos A\; > 0, ya que (u;, u;) > 0.

Por otro lado, si A es hermitiana entonces sus autovectores definen
una base (demuestre que son linealmente independientes) ortonormal
(demuéstrelo), sea {u;}; por tanto, vV,

xr = Zai Uj,
i
por lo que si los autovalores de A son positivos
(Az,z) = AZ%U“Z%% Z)\ azul,Zazul
:ZZ )\iaiui,ajuj ZZ)\ a; o (ug, uj)
i
= Z/\’i o> >0
i

por ser una suma de ntmeros positivos. Luego A es definida positiva.

Defina ,
2 3 o] Az

=I+A+ A + A +oo-=1 —I—
2 3! — Qe
JEs invariante respecto a transformaciones de Semejanza? ., Cémo se
calcula la exponencial de una matriz utilizando su forma candnica de
Jordan? ;Qué ventajas tiene? Ayuda: los bloques de Jordan son suma
de una matriz diagonal y otra nilpotente.

Solucién. Como A es semejante a B si existe P no singular tal que
A= P71 B P, entonces (demuéstrelo por induccién)

A™ = (P'BP)" =P 'B"P,



luego

A P1BP < (P'BP)™ < (P7'B™P)
e e —l—mZ;l - —I—mz::l il

e} Bm
=p! <I+ > m‘> P=pP PP
m=1 :

Por un lado, si la forma canénica de Jordan de A es diagonal, entonces
existe P no singular tal que A = P7* AP con (A); = )\; autovalor de
A. En ese caso calculamos facilmente

et =PleM P (M) = e}

7

En general, sea J la forma candnica de Jordan de A, es decir, existe
una matriz P no singular tal que A = P! J P, luego ¢4 = P~'e’ P,
siendo J una matriz diagonal por bloques de Jordan,

J = diag[J(A,n87), . T(An@) ), T i) T n®))]
donde cada bloque se escribe
T, n®) = A I o+ N @,

(detalle su forma) donde N ) es n{*F)-nilpotente, (Nn<k))”£k) = 0. En-

tonces, es facil comprobar que
exp(J) = diag [exp(J(Ay,n{")), ..., exp(J(Ar, ngfzk))]

Si Ay B son matrices que conmutan, exp(AB) = exp(A) exp(B) (de-
muéstrelo) y como una matriz diagonal conmuta con cualquier otra,
entonces

exp(Tn®)) = M exp(N ) = M 143 228
" , 7!

1 1 1 1 1
2 3l E_nr Ey
L1 % ) ®
! (=2 (nP 1)
= M 001l (=31 (" —2)!
00 0 0 1 1
00 0 0 0 1



NOTA: Escriba la soluciéon general del sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias y' = Ay, y(0) = Yo, donde y(t) € {R — R"} e
yo € R". (REPASO DE AMPLIACION DE MATEMATICAS)

Considere la ecuacién diferencial

TV i ay—=0,  y0)=y(1) =0

Tz TAY=0, y(0)=y(1)=0.
Calcule los autovalores y autovectores/autofunciones de esta ecuacién.
;,Cuantos hay? ; Por qué? Discreticemos el espacio x de tal manera que

haya (N + 1) puntos espaciados en 1/N; es decir, llamando Az = 1/N,

i1

o =(—DAr, =12 N+l

X

Aproximemos la segunda derivada por la férmula en diferencias

d2 i -2 z+ i—
Tag(xz) ~ Yit1 AiQ Yi1 -+ O(Al’2) )

donde z; = i Az y y; = y(z;) y de tal manera que la ecuacién de partida
evaluada en el punto x; venga dada por

Yir1 =2y + iz
Ax?

+>\y220,
o lo que es lo mismo
y’i+1+<w_2)yi+yi71:07 i:2737"'7N7

donde w = NAz? v (yo — y1)/Ax = yy41 = 0. Definiendo A = w — 2,
tenemos

Y2 —yY
Yip1 + Ay +yi-1 =0, 2A$ - = yn4+1 = 0.

. Cuales son los autovalores A de esta sistema de ecuaciones? ; Cuantos
hay? ;Por qué? Para los casos N = 2 y N = 3 calcule los autovalores
A y relaciénelos con los A de la ecuacion diferencial ordinaria. ;Cudl
es esa relacién? jPor qué? ;Qué es lo que se ha perdido/ganado en la
discretizacion?



Solucién. La ecuacién diferencial

d*y
T3 tAy=0. y(0)=y(1) =0,
tiene como tnica solucién y(z) = 0 (demuéstralo), por tanto, no se

puede interpretar como un problema de autovalores. Si tomamos como
condiciones iniciales y'(0) = y/(1) = 0 también y(z) = 0 (demuéstralo).
Por ello, consideraremos el problema con condiciones de contorno de
Dirichlet homogéneas y(0) = y(1) = 0.
La ecuacion diferencial

d*y

se puede interpretar como un problema de autovalores haciendo la ana-
logia
Ay+ Ay =0, AD)y+ Ay =0,

con A(D) = D% ParalR > X > 0 lasolucién de esta ecuacién diferencial
toma la forma

y(x) = A sin(kx) + B cos(kz),
y €Omo
y' = —Ak?sin(kx) — BE* cos(kz) = —k*y(x),
entonces k? = )\, y aplicando las condiciones de contorno
y(0) = B =0, y(1) = A sin(k) =0,

k=k,=mn, n==1,+£2,...,

con lo que las autofunciones seran no nulas para los autovalores del

espectro discreto A, = 72 n?, e iguales a

Yn(x) = Asin(mnzx), n==+1,+2....

Por otro lado, para IR 3 A < 0 la soluciéon de la ecuacion diferencial

toma la forma
y(x) = Aet® 4 Be ke,



con k = +/—\, y aplicando las condiciones de contorno
y(0)=A+B=0, y(l)=Ac"+Be* =0,

obtenemos A = B =0 e y(z) = 0. Luego no hay espectro continuo.

Hemos encontrado que el espectro de esta ecuacion diferencial se reduce
a su espectro discreto y que existe un nimero infinito (numerable) de
autovalores \,,.

La ecuacién en diferencias finitas (para condiciones de Dirichlet)

Yir1 + Ay, +yi1 =0, Y1 = yn+1 = 0.

se puede interpretar como un problema de autovalores haciendo la ana-
logia
AE)y+ Ay =0, AE)=E+E™1,

donde Evy; = yis1 v E~ty; = yi—1. Para determinar los autovalores
habra que determinar la soluciéon que cumple con las condiciones de
contorno. La solucion de esta ecuacion en diferencias se puede escribir
como

yi=AE + BE& = Acos(i —1) &+ Bsin(i — 1)¢,

que aplicando las condiciones de contorno
yle:07 yN+1:BSinN£:0,
se obtiene la familia de soluciones

o nm
y = Bsinli— D&, &=
Para determinar los valores de A (autovalores) para los que cada funcién
de esta familia es realmente una solucién (autofuncién) habra que hacer

n=1,2...,N—1.

sint€ + A sin(i — 1) & +sin(i —2) £ =0,

Recurriendo a un manual de férmulas y tablas matematicas sabemos
que

sinn A =sin A ((2 cos A)" ! — ( " I 2 > (2 cos A)"?

+<n£3>(2w&®”5—~>,
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(formula 5,61 del manual de M.R. Spiegel, Serie Schaum), por lo que
sinn A +sin(n —2) A

—sinA ((2 cos At — << "o ) _ 1) (2 cos )3

(3 o).

Asin(n—1)A=AsinA ((2 cos A)" 2 — < " I s ) (2 cos A)" 4

+ < n;4 ) (2 cosA)”_6—--->;
observando que

(%)-9-(+")
()-()-5)

obtenemos que sinn A +sin(n —2) A+ A sin(n — 1) A = 0, con A =

—2 cos A, y los N — 1 autovalores de la ecuacién en diferencias finitas

son
A, = —2 cosé,, fn:nﬁﬂ', n=12,...,N—1.
La relacién entre los autovalores continuos A,, y los discretos
Ay =w,—2=M\A2?—2=—-2cosnt Az,

es (aplicando Taylor para Az < 1)
~ 1
Ap =
A 2?2
2.2 ”47T4A2 O(A 24
A 2 3 4
=\~ [5 A0+ O(x;Azt),
y los autovalores del problema en diferencias finitas son una aproxi-
macién cuadratica para los primeros N — 1 autovalores del problema
continuo.

(2—2cosnmAx)
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