Cuarta relacién de problemas Técnicas Numéricas
Profesor Francisco R. Villatoro 13 de Diciembre de 1999

SOLUCIONES

1. Una matriz A de n x n es diagonalmente dominante (estrictamente)

por filas si

‘aii|> Z ‘aij|>07 1=1,2,...n.
=1
Demuestre que A es invertible, es decir, existe su inversa A1,
Solucién. Para una matriz diagonalmente dominante por filas

|Al| o = max Z lai;] = max (|au| + Z |a”|) <2 maX |-

1<i<n 1<i<
J=Llj#i

Ademas a; # 0, por lo que

donde D tiene inversa, y

y para 1 < i # j <n,
CLij

di; bij = aij, bij = a4
ii

Ahora vamos a demostrar que la matriz I — B es invertible. Ya que
n
|1 — Bl = 52%}221 |05 — by,
]:
donde 0;; es la delta de Kronecker, y

I — B||Oo—max Z |b;j| = méx Z

1<i<
=T =1 g =T =1 g

s

por lo cual B es invertible (demuestralo) y como también lo es D, A
tiene como inversa

Al =D ' B L



2. Dado el sistema lineal, Ax = b, dado por
1,022 + 0,99y = 2,01, 0,99z + 1,01y = 2,02.

Calcula, y comenta los resultados,

a) La solucién exacta del problema
b) La solucién usando solamente dos cifras decimales y redondeo
¢) La solucién usando solamente dos cifras decimales y truncado
d) La inversa A~! con dos cifras decimales y redondeo
e) La inversa A~! con dos cifras decimales y truncado
/) El nimero de condicién de A para el apartado (2d).
g) El nimero de condicién de A para el apartado (2e).
h) El residuo y el error absoluto obtenidos en (2d).
i) El residuo y el error absoluto obtenidos en (2e).
Solucion.

a) La solucién exacta es

101 235
c = 167 0,60479, Ye 167 ,4072,

T

b) Operando por sustitucién

2,01 — 0,99y
- 77 197 —
02 97— 0,97y,
0,99z + 1,01y = 0,99 (1,97 — 0,97y) + 1,01 y
=1,95—0,96y + 1,01y = 1,95 + 0,05y = 2,02,

con lo que
0,07
y=gor =14 =197-097y=197-136=06l



Operando por sustituciéon

2,01 -0,99y

=197-0,97
1’02 ) ) Y,

X

0,992 + 1,01y = 0,99 (1,97 — 0,97 y) + 1,01y
=1,95—0,96y + 1,01y = 1,95 + 0,05y = 2,02,

con lo que
0,07
Y= 0’05 =14, x=197-097y = 1,97 — 1,35 = 0,62.

El determinante es
|A] = 1,02 x 1,01 — 0,99 x 0,99 = 1,03 — 0,98 = 0,05,

y la matriz inversa
Ail—i 1,01 =099\ [ 20,2 —-19,8
4]\ =099 102 )\ -198 204 /-
El mismo resultado.

cond(A) = k(A) = | Allso|]A™ s = 2,01 x 0,6 = 1,206.

El mismo resultado.

Res(A) = < 0’81 )

Err(x) = |x — x| = 0,01.

El residuo y el error absoluto obtenidos en (2¢).

Res(A) = ( 8 )

Err(x) = [x — xe| = 0,02.



Resuelva el sistema

20 +2y+32 = 1
r+y+z = 2
2r+y+2z = 3,
con el método de eliminacién de Gauss, y calcule las matrices de per-

mutacion que le sean necesarias. Explique lo que hace y por qué lo hace.
Resuelva dicho sistema por el método de factorizacién LU.

Solucién. Premultiplicando A por

1 00 2 2 3
pP=1-051 01, P-A=10 0 =05 |,
-1 01 0o -1 -1
e introduciendo la matriz de permutacién P
1 00 2 2 3
P=1001], P-P-A=|0 -1 -1 ,
010 0 0 -05

con lo que obtenemos finalmente el sistema Az = b, donde A = P-P,- A

1
b=P-P-b=| 2
1,5
Resolviendo el sistema triangular superior obtenido,
4
T = 1
-3

La factorizacién LU requiere una matriz de permutacién, y operando,
se llegaa P-A=L-U, donde

1 00 2 2 3 100
L= 1 10|, U=|0-1 -1, P=[001
05 0 1 0 0 —05 010

y resolviendo el sistema L-U -x = P -b se obtiene la solucién anterior .

NOTA: en el examen explique més en detalle tanto el método de Gauss
como la factorizacion LU.



Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales con aritmética de
cuatro digitos (mantisa de 4 digitos decimales),

0,1410 x 10722 40,4004 x 10~y = 0,1142 x 107,
0,2000 x 10z + 0,4912 x 10* y = 0,1428 x 101,

por medio de los siguientes métodos:

a) regla de Cramer,

b) eliminacién de Gauss y en el orden en que se dan las ecuaciones,
c) eliminacién de Gauss e intercambiando el orden de las ecuaciones,
d) eliminacién de Gauss con pivotaje completo.

Explique sus resultados y calcule el nimero de condicién de la matriz de
coeficientes. ;Es esta matriz simétrica?, ;y definida positiva? ;Cudles
son su determinante, sus autovalores y sus autovectores?

Solucién. Es facil obtener la solucion exacta de este sistema: z=1,
y=0.25.

a) Aplicando la regla de Cramer, determinamos el determinante del
sistema

‘A’ = 11 A92 — Q12 Q21 = 0,6926 X 1072 — 0,8008 X 1072
= —0,1082 x 1072,

y las dos soluciones

) by — a12 by - O,561O x 1071 — 0,5712 x 1071

A ~1,082 x 102
—0,1020 x 10~2
= =0,9427 x 10°
1082 x 102 ot

a b2 — 921 bl o 0,2013 X 10_2 — 0,2284 X 10_2

YT —1,082 x 102
~0,2710 x 1073
= — =0,2 10°.
T1os2x 102 - 020510



Aplicando eliminacién de Gauss en el orden dado, obtenemos como
primer (y unico) multiplicador
a
m = —= =0,7050 x 1072,
az1

y para la segunda ecuacion

(magy —a)y = (mby —by),
(0,3463 x 107! —0,4004 x 101y = 0,1007 x 107" —0,1142 x 107"
—0,5410 x 10?2y = —0,1350 x 1072

y = 0,249510°,
con lo que despejando la otra variable

. bl — a1y 0,1142 X 10_1 — 0,9990 X 10_2

a1 a1
0,1430 x 1072
=2 " " —0.1014 x 10
0.1410 x 102 _ 101410

Aplicando eliminaciéon de Gauss intercambiando las ecuaciones,
obtenemos como primer (y tnico) multiplicador

m =21 = 04072 x 1071,
11

y para la segunda (antes la primera) ecuacién
(mayy —ag)y = (mby —by),
0,7657 x 10°y = 10,1910 x 10°
y = 0,249410°,

con lo que despejando la otra variable

o bQ — a2y . 0,2029 X 100

— — =0,1015 x 10
o s 0,2000 x 100

Aplicando eliminacién de Gauss con pivotaje completo tenemos
que resolver el sistema

0,4912 x 10"y + 0,2000 x 10° 2 = 0,1428 x 10*,
0,4004 x 107!y +0,1410 x 10722 = 0,1142 x 107,
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por lo que obtenemos como primer (y tnico) multiplicador

0,4912 x 10! ,
m—m—071227><10 5

y para la segunda (antes la primera) ecuacién

(m0,1410 x 1072 — 0,2000 x 10°)z = (m0,1142 x 10~ — 0,1428 x 10%)
—0,2699 x 10712 = —0,2677 x 1071
r = 0,991810°,

con lo que despejando la otra variable

0,4912 x 10'y = 0,1428 x 10' — 0,2«
0,4912 x 10y = 0,1230 x 10!
y = 0,2504 x 10°.

El determinante de la matriz de coeficientes A es
|A| = —0,00108208 = —0,108208 x 1072,
y su polinomio caracteristico es
|A— XI| = —0,00108208 — 4,91341 X + )2,
cuyas raices son A € {4,91363, —0,00022022} y sus autovectores
v € {(—0,00815083, —0,999967) ", (—0,999172,0,0406811) "},

respectivamente. Como el determinante de la matriz es muy pequeno
y sus autovalores son de tamano muy diferente, es de esperar que
esta matriz esté mal condicionada. Esta matriz son es simétrica,
obviamente, y tampoco es definida positiva porque uno de sus
autovalores es negativo.

Calcularemos el nimero de condicién en las cuatro normas mas
importantes de A,

|l = 4,95204, [|Aflo = 5112, [|All2 = 4,91623, p(A) = 4,91363,



5.

y para la inversa

Al —4539,41 37,0028
N 184,829 —1,30305 /)’

Sus normas son
| A7, = 4724,23, |A™ |0 = 4576,41,
|A7Y], = 4543,32, p(A™1) = 4540,91,
por lo que los tres nimeros de condicion son
k1(A) = 23394,58, Koo(A) = 23394,61,

~4,91363
~0,00022022

que indica que la matriz esta mal condicionada.

ka(A) = 2233601,  k,(A) = 22312,

Conclusiones: Aunque el error relativo en la variable y es del mis-
mo orden ~ 0,5 x 1073 para todos los métodos, el error relativo
para la regla de Cramer (0.057) es una cuatro veces mayor que
el error para los métodos de Gauss (b, 0.014) y (¢, 0.015), que
es practicamente igual, y que a su vez son unas dos veces mas
grande que el error cuando se usa pivotaje completo (0.0082). Es
decir, debido al mal condicionamiento de la matriz de coeficientes
los métodos que usan més operaciones aritméticas (Cramer) tiene
mayor error y los que minimizan posibles diferencias cancelativas
(pivotaje completo) provocan menor error.

Calcule la solucién exacta de Ax = b donde

A 1,6384 0,8065 b— 0,8319
-~ \ 0,8321 0,4096 )’ -\ 04225 )¢

Calcule el vector z. tal que r = Ax. — b es exactamente igual a

-1078
()

Calcule el nimero de condicién de A usando norma infinito. Si el or-
denador representa b exactamente (sin error), calcule el error relativo
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de A tal que el error relativo de la solucién sea menor o igual que 1078
en la norma infinito. Si el ordenador no comete error al representar
A, calcule el error relativo de b tal que el error relativo de la solucién
sea menor o igual que 10~% en la norma infinito. Repita los resultados
anteriores en norma 1.

Solucién.

a) Para calcular la solucién exacta podemos utilizar eliminacién de
Gauss, o cualquier otro procedimiento con aritmética exacta. Cal-
cularemos directamente la inversa (ya que mds tarde tendremos
que determinar el niumero de condicionamiento),

1 _
Al=-10, A7 <074096 0,8065>’

~ 4] \ —0,8321  0,4096

con lo que la solucién exacta es

—0,8321  0,4096 0,4225
-1078 -1

— 108 _

e ()-(3)

b) El vector z. pedido es

o= Alp— 108 ( 0,4096 —0,8065) <0,8319>

T, = A_I(T—ke):(
([ —2,2161
N 3,4684 |-

¢) El nimero de condicién de la matriz de coeficientes es

0,4096 —0,8065 83189999
—0,8321  0,4096 42250001

k(A) = AIHIATI,
por lo que en norma infinito
[Alloo = 2,44,  [|A oo = 2,47 X 10%,  Koo(A) = 6,04 x 10°.
y €n norma uno

|All; =247, [JA7Y L =244 x 105, ki(A) = 6,04 x 10°.



Si suponemos que A tiene un error d A y que b es exacto,
(A+0A)(z+dz) =0,

y la ecuacion del error es
Adx=—-0A(z+0dx),

con lo que aplicando normas y la desigualdad triangular

[0A]
[0z < A (]l + [0 ),

de donde

6] _ _er(A) e (A) = 16 Al

[z~ 1—e(A) 1Al
por lo que

er(A) -8 0% g
71—@(14) <107°, er(A) < T+ 103 10

(tanto en norma 1 como co) garantiza que

Si suponemos que b tiene un error d b y que A es exacto,
Ax+0z)=(b+db),
de donde la ecuacion del error es
Adx=0b,

y como

1]
Ar=0b, = |zl = 777
Al

dw=A"16b = [dz| < [obflA".
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entonces

ol _ [IAl 1y 00l 19 5]
< o ozl < [JA[ATH T = w(A) T,
2l = ol ol 191
y (tanto en norma uno como infinito),
-8
||5b|| 10 ~ 1,66 X 107177

ol = w(A)

garantiza que

Una matriz de Hilbert H" = (h};) tiene como elementos

h o 1<4,5<

L 7 n.

iJ i+ ] — 17 > >

L Es simétrica y definida positiva? Si lo es, aplica la descomposicién de
Cholesky LLT ala matriz H*. A partir de ella calcula la descomposicién
modificada de Cholesky LDLT.

Solucién. Las matrices de Hilbert son simétricas y definidas positivas,
esto tultimo se puede demostrar de varias formas. Por induccién, cal-
culando el determinante de sus menores principales, que son también
matrices de Hilbert y mostrando que todos son positivos (largo), o cal-
culando sus autovalores (dificil) y comprobando que son positivos.

El método de Cholesky conduce a la matriz L

1 0 0 0
1/2 0,2887 0 0
1/3 0,2887 0,07454 0
1/4 0,2598 0,11180 0,01890

I —

(detalle los célculos, es facil).

Llamando D a la matriz diagonal de L, haciendo L=LDyD = D?
obtenemos A = LDL" donde

1 0 0 0
/2 1 0 0
/3 1 1 0|
1/4 9/10 3/2 1

0 0 0
/12 0 0

0 1/180 0

0 0 1/2800

D=

e
o OO
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7. Dada la matriz A dominante por filas

n
|| > Z |, 1=1,2,...,n,
=L

con ||Alle < 00, donde la norma infinito es

[Alloo = méx Z il

1<z<n

a) ¢ Cudl es el mayor valor posible de ||A]|x?
b) Para ese valor, jcudl es la solucién del sistema Az = 07 ;jPor qué?
¢) (Cuél es el menor valor posible de ||Al|s?
d) Para ese valor, jcudl es la solucién de Az = b, si b # 07 jPor qué?
e) Para cualquier otro valor de || A/, cudl es la solucién de Ax = 07
. Por qué?
Solucién.

a)

14]loo = mdx > oyl +laal < 2 méx |asl.
J=1j#

b) Sea z la solucién de Az = 0y k tal que |zx| = méax|z;| # 0,
entonces

Akl = — Z ATy,
J=1,j#i

y aplicando valores absolutos
n n
Jarkllzel < D0 awgllzgl < D0 lawg|lal,
J=Lj#i J=Lj#i
de donde llegamos a una contradiccion

n

lare| < aggl,

=1,

lo que contradice la dominancia diagonal, luego x;, =0y x = 0.

12



Obviamente el minimo de ||A||oc = 0 para A = 0.

Para A = 0 el sistema Ax = b es incompatible, luego no tiene
solucion, salvo que b = 0, en cuyo caso tiene infinitas soluciones
x € IR".

La solucién de Az = 0 serd la trivial (z = 0) si A tiene inversa
y habr4 infinitas soluciones (dependiendo del rango de A) en otro
caso.

Si A = U'U donde U es una matriz triangular superior con auto-
valores no nulos de multiplicidad geométrica igual a su multiplicidad
algebraica, demuestre

)

que A es simétrica y definida positiva,

b) que A tiene inversa,
c) la relacién entre los autovalores de A y U,
d) la relacién entre los autovectores de Ay U,
e) la relacién entre los autoespacios de Ay U.
Solucién.
a) A es simétrica (AT = U'U), semi-definida positiva
e'"Ar =2"U Uz = |Uz| >0, Vo # 0,
y como U tiene autovalores no nulos, |U| # 0,
n
Al =[U]" =[] A > 0,
i=1
luego A4; > 0 y también es definida positiva.
b) Una matriz definida positiva tiene autovalores positivos y no es

singular.

Sean los autovectores y autovalores de A, Ae; = \;e;; estos au-
tovectores forman una base ortonormal de IR" ya que A es simétri-
ca. Sean los autovectores y autovalores de U, Uw; = (;w;. Los
autovalores de U son los mismos que los de U, y se encuentran
en su diagonal, pero sus autovectores pueden ser distintos

7
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La forma candnica de Jordan de U es diagonal y sus autovectores
también forman una base de IR", que supondremos ortonormal,
por lo que en la base de los autovectores de A tenemos

w = ae, w; = Zozijej,
J

donde « es una matriz unitaria. De esta forma

.

w, Aw;
T L TprT o2 T 2 _ W i
w; Aw; = w,; U Uw; = Bw; w;, B = —=—,

que se puede escribir en funcién de los autovalores de A,

T _ T _ T, _ 2
w; Aw; = | ajje; | A d ey | = Qij QiR A€ € = > ;A
J k

jk J

2

T 2 LAY
w, wi—ZaU, B; —72 o
j J “ig

d) En cuanto a la relacién entre los autovectores, lo mas que podemos
decir es que existe una matriz (transformacién) unitaria a que
relaciona éstos entre si w; = Zj Qi€

e) Dado que cada uno de los autovectores de U y de A estd relaciona-
do mediante una transformacién unitaria, sus autoespacios tam-
bién estdn relacionados mediante la misma transformacién uni-
taria.

9. Sea w €C" con ||w||s =1y defina la matriz

A=T1-2ww"".

s}

A es simétrica?, jes hermitica?.

S

.,Coémo son sus autovalores? Demuéstrelo.

o

., Coémo son sus autovectores? Demuéstrelo.

SH

., Cémo son sus filas? y, ;jcolumnas?

Escribe su forma normal de Schur.

8y

~_— — — ~— ~— ~—

~

.Se puede aplicar el método de Cholesky?, ;por qué?

14



10.

Solucion.

a) Calculando por partes,
A =T —2ww' =1 —-2ww',
AT =TT 2w (w)" =1-2ww*" = A,
observamos que A es hermitica. Si w fuera real, seria simétrica.

b) Sus autovalores son reales por ser hermitica (demuestrelo).

c) Sus autovectores son linealmente independientes y ortogonales,
por lo que forman una base de € (demuestrelo).

d) Ademads es unitaria, ya que
AAT = (1 —2ww* " )2 =T —4ww*" +4ww ww*'' =1,
——
[wll2=1
por lo que sus vectores fila (0 columna) son ortonormales.

e) Como A es hermitica, su forma normal de Schur es diagonal (de-
muestrelo), mds atn, como es unitaria, sus autovalores son iguales
a la unidad (demuestrelo).

f) Como es hermitica y definida positiva (autovalores positivos), el
algoritmo de Cholesky se puede aplicar sin ningtin problema.

Para resolver el problema de condiciones de contorno

y' +ay +by = f(x), y() =w, ylx) =y,

donde a, b, y; e y, son constantes, se pueden usar diferencias finitas de
la siguiente forma. Se define una malla {x;},
Ty — I

xi:xo—i_hlv h = n ) Ty = 20, X1y -y Tn—1,Tn = T,

se aproxima y(x;) & y; y se aproximan las derivadas

y(xi +h) —y(z; — h) ~ Yit1 ~ Yi1

/ ) — 1/
woon e Y@+ h) = 2y(w) +y(wi —h) Y — 2y + Y
y ('Z"L) - }LIE)I%) h2 ~ h2 )

15



dando lugar a la ecuacion en diferencias

i1 — 2Y; + i i1 — Vi
Yit1 Yi +y 1+ay+1 Yy

—1 :
2 57 +by; = f(x;), i=1,2,...,n—1.

Escribe dicha ecuacién como un sistema lineal Az = b (determina a;;,
x; v b;). A es simétrica?, jes definida positiva? ;Es la inversa de A una
matriz tridiagonal? Realiza la factorizacion de Crout de dicha matriz
(para n general).

Sea el problema de valores iniciales periodico

dy(x) _ dy(x,)
dz™ dx™

Y +ay + by = f(z), ., n>0.

Aplique un método en diferencias finitas a este problema como el ante-
riormente descrito. ;{ Qué ecuacion en diferencias obtiene? Escribe dicha
ecuacién como un sistema lineal Az = b (determina a;;, z; y b;). (A
es simétrica?, jes definida positiva? ;Es la inversa de A una matriz
tridiagonal? Realiza la factorizacién de Crout de dicha matriz (para n

general).

Solucién. La ecuacién en diferencias finitas

i1 — 2Yi + Yie i1 — Yie ,
Yit+1 hy2+y 1+ay+12hy 1—|—by¢:f($i), i=1,2,...,n—1,

es un sistema lineal (tridiagonal) Ay = b donde
2 1 a
A= (ai,j), Qi :b_ﬁ’ Qi i+1 = ﬁi%’

b:(bl), bZ:f(ZE,), 222,,n—2,

Ui ay Yr ayyr
b1=f(1‘1)—ﬁ+%7 bn—lzf(xn—l)_ﬁ_2h7

y:(yi), 1=1,2,...,n—1.

La matriz A no es simétrica, salvo que a = 0 y tampoco es definida
positiva (por ejemplo, para a = b = 0 es definida negativa). A es
tridiagonal pero su inversa es densa.
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Para resolver mediante factorizacién LU de Crout (U tiene diagonal
unitaria) el sistema Ax = b comparamos término a término el producto

ly 0 0 .. 0 1 s 0 --- 0
121 l22 0 0 1 U23 :
0 I3 I3 0 1
: 0 Un—1,n—1
0 -+ 0 lypo1 b 0 --- 0 1

con la matriz tridiagonal

0 --- 0

a @ a=>b %,
v oa f ;
0 v a 0|, B=htg
i ﬁ _ 1 a
0 --- 0 v a V=R T ono
lo que nos da la relacion de recurrencia
I =a, up = 3/,

lp—1 =", by = a—yup—1 s = a—yB/lg—1p—1, k=2,3,...,n—1,
Uk, k+1 Iﬁ/lklm k=1,2,...,n—2.
Una vez determinadas L y U tenemos que resolver los sistemas de
ecuaciones Lxr = by Uy = x,
$1:b1/l11:b1/04, mk:(bk—7$k,1)/1kk, /{,':2,...,TL—1,
Yn—1 = Tn—1, yk:l'k—ykJrlﬁ/lkk, k:n—2,...,1.

Por otro lado, para la ecuacién en diferencias finitas periédica identifi-
camos Yo = Y, Y hacemos y_1 = 9,1 € Ynt1 = Y1, con lo que el sistema
lineal (tridiagonal periédico) Ay = b toma la forma

2
—

1 a .
ai,i-{—l:an—l,ozﬁ‘f‘ﬁ, 1=0,1,...,n—2,

A = (ai ), ai;="b 1=0,1,...,n—1,
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1 _a
hz 2k’
b:<bz)7 b’L:f<:C’L>7 y:(yl)7 Z:()a:n_la

La matriz A no es simétrica, salvo que a = 0 y tampoco es definida
positiva. A es tridiagonal peridédica pero su inversa es densa.

Qii—1 = Qopn—1 =

Para resolver mediante factorizaciéon LU de Crout (U tiene diagonal
unitaria) el sistema Az = b comparamos término a término el producto

log 0 0 Tt 0 1 Up1 0 U Uo,n—1
lo i O : 0 1 up :
0 l21 122 0 1
: 0
0 - 0 1 Up—2,n—1
lnfl,O T lnfl,n72 lnfl,nfl o --- 0 1

con la matriz tridiagonal

a 0 gl )
v oa f 0 a=>b- 3,
0 « a
! ) ’ B = % + on
0
1 a
/6 O DEREY ’y a
lo que nos da la relacion de recurrencia
loo = a, ug1 = fB/a, U1 =7/,

lk,k—l =7, lkk = oz—*yuk_Lk = Oé—’yﬁ/lk_l,k_l, ]{? = 2, 3, . ,n—2,

Uk k+1 = ﬁ/lkk, y Uk n—1 = —’Vukq,nq/lkk, k=1,2,...,n—2.

ln10=0, lp1x=—ln1p—1u-14 k=12,...,n—3,
n—2
lnfl,nf2 =7 lnfl,n73unf3,n727 lnfl,nfl = — Z lnfl,kuk,nfla
k=0

Una vez determinadas L y U tenemos que resolver los sistemas de
ecuaciones Lxr = by Uy = x (hagalo).
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