Quinta relacion de problemas Técnicas Numéricas
Profesor Francisco R. Villatoro 12 de Enero de 2000

SOLUCIONES
Soluciones de los ejercicios de la quinta relacién de problemas.

1. Considere el siguiente sistema de ecuaciones

rt+ay=a
arxr+y+bz=>b
by+z=c

a) Determine los valores de a y b para que el sistema tenga solucién
Unica

b) Determine los valores de a y b para asegurar la convergencia del
método de Gauss-Jacobi para la resolucion de dicho sistema

¢) Determine los valores de a y b para asegurar la convergencia del
método de Gauss-Seidel

d) Estudiar la convergencia de los métodos anteriores y el método de
Cholesky para los valores de a y b para los que la matriz de los
coeficientes del sistema es simétrica.

Solucién.

a) El sistema se puede escribir como Ax = b donde

1 a 0O a
A=1a 1 b |, b=1 b
0 b1 c

El sistema tendra solucién tnica cuando A no sea singular,
Al =1—a*—b*#0, a? +b* # 1.
b) El método de Gauss-Jacobi convergera si su tasa de convergencia
|7l =D~ (L +U)| =L +U],
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es menor que la unidad para alguna norma. Las norma uno e
infinito nos dan la condicion

171y = NI/ lloe = max{lal, [b], |al + [b} = [a] + [b] <1,

es decir, (a,b) incluido en el rombo simétrico que aparece en la
siguiente figura.

Sin embargo, la condicion anterior es suficiente, pero no necesaria.
Una condicién suficiente y necesaria se obtiene usando el radio
espectral,

p(J) = max |\,

Los autovalores de J son
|J—/\J]| :)\J(a2+b2—)\3) :O,

es decir, A; € {0,£va?+ b}, y la convergencia del método de
Gauss-Jacobi requiere que el punto (a,b) se encuentre en el disco
unidad S; (ver figura).

El método de Gauss-Seidel convergera si su matriz de convergencia

0 a 0
S:(L—i-D)*lU: 0 —a®> b ,
0 a’b —1?

tiene radio espectral menor que la unidad. Sus autovalores cumplen
|S_)\S]| = —A?g(a2—|—b2+/\s) :O,

es decir, A\g € {0,0, —(a*+b*)}, por lo que la condicién de conver-
gencia de Gauss-Seidel es la misma que la de Jacobi, (a,b) debe
pertenecer al disco unidad.



La matriz A es simétrica para todo (a,b). En cuanto al método de
Cholesky, no se trata de un método iterativo sino uno directo, por
lo que no se puede estudiar su convergencia. Ademéas el método
de Cholesky requiere que la matriz A sea hermitica y positiva
definida. La condiciéon para que sea definida positiva es que sus
autovalores sean positivos,

A= AI=1—-a*>-b*"—(3—a®>—=b)A+3\* =\ =0,
que por inspeccion nos conduce a A = 1 como primera raiz y a
—14+a+b+22 - =0, I =1+Va>+0?

que seran dos raices positivas sélo si (a,b) pertenece al disco
unidad. Sélo en dicho caso sera aplicable el método de Cholesky.

Otra posibilidad para estudiar cuando es definida positiva es uti-
lizar el signo de los menores principales

A1:|1|:1>0,

‘1 YT=1-a>0, a*<1

As=|Al=1-a®>-1*>0, a®+b <1,

que muestra de nuevo la condicién previa..

Sea B una matriz real cuadrada de orden n x n tal que Bx = 0y
|B| = 0.

. Cudl es la relacién entre b;; y b5, donde B = (b;;)?
Si B = A — X\I donde X son los autovalores de A, ;cual es la
relacion entre A y los coeficientes o elementos de la matriz A?

. Cuél es la relacion entre |A|pax v [A|mm ¥ 1os elementos de A?

Sea A una matriz cuadrada de orden n xn tal que a; = 1. Deduzca
las condiciones que deben satisfacer los coeficientes de esta matriz
para que el método iterativo de Gauss-Jacobi converja cuando se
utiliza para resolver el sistema Az = b.

Solucion.



La ecuacién B x = 0 tiene infinitas soluciones ya que |B| = 0. Sea
x* una de estas soluciones y sea z tal que

27| = méx |z,
1<j<n

entonces B z* = 0 implica que

O—wa v = by x; + Z bij 7,

J=1,j#i

por lo que
n
basl 251 < D2 byl |1,
Jj=1,j#i
y, finalmente, observamos que B no es diagonalmente dominante
por filas

| n

|bw| < Z 1j | | Z |bij|'
J=1,5#i L j=1,j%i
Si B = A — )\ entonces
bii = ai; — A, bij = Q4y5,

y por la condicién del apartado anterior
n
Jai =A< >0 layl.
j=1,j#i
Aplicando la desigualdad triangular inversa
Al = laiil] < [X = aii,

y el resultado del apartado anterior tenemos que se cumplen las
dos desigualdades

Al < fau| + Z |aw‘ = Z ‘aw|

J=1,j#i

n

Al > Jaul — D lagl,
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por lo que en los casos limites podemos obtener una cota superior
para el mayor autovalor y una inferior para el menor,

n
| A | max < mfiXZ |ai;],
=

n
’)\|m1’n > lel,n (|au’ - Z ‘aij|) )

=1,

y por tanto el nimero de condicién de A cumple que

Al g max; > i, |a;;
Ii(A) Z | |max 2 7 j—1| Z]| )
|)\|me min; (2 |a”| — ;L:l |CLZ']‘|>
Sea A una matriz cuadrada de orden n xn tal que a; = 1. Deduzca
las condiciones que deben satisfacer los coeficientes de esta matriz

para que el método iterativo de Gauss-Jacobi converja cuando se
utiliza para resolver el sistema Az = b.

Descomponiendo la matriz A = L + D + U, el método de Gauss-
Jacobi tiene como iteracién

g* ) = D7t (b — (L 4+ U) ),

por lo que para que converja, el radio espectral de su matriz de
iteracién debe ser menor que la unidad

p(J) = p(DTHL+U)) = [Aslmax < 1.
Ahora bien, por ser D =1, A= 1+ N y los autovalores de A
Aa=1+A,

por lo que la condicién de convergencia es p(A) < 2, pero por el
apartado anterior del ejercicio

=i

p(4) < max (1 + D !aij\) <2,

luego

Z |aij] < 1.

j=1i#]
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De forma del todo similar, ya que los autovalores son invariantes

ante trasposicion,
n

Z ]aij| < 1.

i=1,j#i

Comprobar que la matriz que determina el sistema

10$1—3$2 =2
—3ZE1+10$2 —2$3 =3
219+ 1023 = 5,

es definida positiva. ;Qué parametro de relajaciéon w escogeria para
obtener una convergencia mas rapida? Escribir las 3 primeras itera-
ciones del método de relajacion con esa w tomando como valores ini-
ciales x = 0. Comparar con las 3 primeras iteraciones de Gauss-Seidel.

Solucién. El sistema se puede escribir como Ax = b donde

10 =3 0 2
A=| -3 10 =2 |, b=|3
0 -2 10 5

Para comprobar que esta matriz es definida positiva podemos calcular
sus autovalores

A= XTIl = (A—10)(=A* +20% X\ — 87) =0,

que son

A =10, A =10+ 13,

que claramente son positivos. También podriamos haber aplicado la
regla de los menores principales

Ay = [10] = 10 > 0, A2:’ 10 =3

R ‘:91>0,

y Ay = |A] = 870 > 0.

Como no se dice si debemos aplicar el método de relajacion al méto-
do de Gauss-Jacobi (que converge porque la matriz es diagonalmente
dominante) o al de Gauss-Seidel (que converge por lo anterior y ademas



porque la matriz de coeficientes es simétrica y definida positiva), vamos
a escoger este ultimo, que es mas rapido. Descomponiendo la matriz
A= L+ D+ U, tenemos que el método de Gauss-Seidel es

e* ) = (L+ D) (b — U z®),
e introduciendo un parametro de relajacion
2* ) = w(L4+ D)1 (b—UzW) 4+ (1 —w)z®,
con lo que el error e®) =z — z(*) sigue la ecuacién
) — (1 —w) I —w(L+ D) tU) e = Nel),

y la convergencia del método queda garantizada si la tasa de conver-
gencia es menor que la unidad

p(N) < 1.
Como
1/10 0 0
(L+D)*'=| 3/100 1/10 0 |,
3/500 1/50 1/10
0 -3/10 0
(L+D)'U=1| 0 -9/100 -1/5 |,
0 —9/500 —1/25

tenemos que

1—w 3w/10 0
N = (1—w)I—w (L+D) ' U = 0 1-91w/100 w/5
0 9w/500 1 —24w/25

y por tanto su polinomio caracteristico es
IN =M1 = (1 —87w/100 — \) (1 —w — \)?,
y el radio espectral serd menor que la unidad si
1 —w| <1, |1 —87w/100| < 1,

y por tanto 0 < w < 2 (de la primera desigualdad) garantiza la conver-
gencia del método. Para obtener la convergencia mas rapida debemos
buscar el valor w* que minimiza el radio espectral. Dibujando grafica-
mente el valor del radio espectral obtenemos
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por lo que el valor éptimo es

200
1—87w*/100 = w* — 1 * = 2~ 1,069.
w'/ ok U T T

Seguidamente vamos a realizar tres iteraciones del método de Gauss-
Seidel con relajacién con w* con z(%) = 0,

40/187 0,322571
oV =1 72/187 | = 0,52618 |,
52/85 0,60282
0,360307 0,358281
22 =1 0528041 |, =® =1 0528723 |,
0,605776 0,605733

y tres iteraciones del método de Gauss-Seidel sin relajacién (w = 1),

1/5 0,308
M) = 9/25 =1 05068 |,
143/250 0,60136
0,35204 0,357765
2P = 0525884 |, ¥ =1 0528365 |,
0,605177 0,605673

Al ser el sistema de 3 x 3 la solucién exacta se puede calcular por un
método directo dando

0,358621
x=| 0,528736
0,605747

Comparando los errores obtenidos

|z — 2% = 0,0017, |z — 2| = 0,0066,
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|z — 2|l = 0,0024, [l — 2|, = 0,0100,

se observa que el método con relajacién tiene una convergencia mas
rapida (menor error), aunque las diferencias entre los dos métodos son
pequenas debido a que el valor 6ptimo del parametro de relajaciéon w*
es muy proximo a la unidad.

. Puede converger un método iterativo para la resolucion de un sistema
de ecuaciones lineales de la forma

z®) = B2t ¢

siendo B una matriz singular (|B| = 0)7

Solucién. El punto fijo de esta iteracion es

xr=DBuzx+ec, v=(I—-B) e,
que requiere que (I — B)~! exista, pero no es necesario que exista
B~!. Para estudiar la convergencia de este método, debemos estudiar

la ecuacién del error
e®) = Bt

que nos indica que el método convergera si
p(B) < 1.

Que B sea singular (por ejemplo, por tener un autovalor nulo) no im-
plica que no se pueda cumplir la condicién de convergencia p(B) < 1.
Luego la respuesta a la pregunta es afirmativa.

Dados
4 -1 3 2
A= -1 4 -1 1|, b=1 6 |,
3 -1 4 3
determine

a) el vector x tal que Ax = b por factorizaciéon de Cholesky,
b) A~! a partir de la factorizaciéon de Cholesky,

c) converge el método de Gauss-Jacobi? Realiza cuatro iteraciones
con el vector inicial (¥ = 0,
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a)

iconverge el método de Gauss-Seidel? Realiza cuatro iteraciones
con el vector inicial (¥ = 0,

calcula el polinomio caracteristico de A, y calcula sus raices (aplica
Ruffini para la raiz unidad),

f) la descomposicién LU (es decir, A = LU donde L es una matriz
triangular inferior con unos en la diagonal principal y U es una
matriz triangular superior.

Solucion.

Para aplicar el método directo de Cholesky es necesario que la ma-
triz sea simétrica y definida positiva. Para comprobar este tltimo
punto aplicaremos la regla de los menores principales

14 =15>0,

y As = |A| = 26 > 0, luego es definida positiva.
La factorizacién de Cholesky A = L L' se determina facilmente

igualando fila a fila las matrices

lll 0 0 lll l21 131 4 —1 3
log I 0 0 Iy lp |=| -1 4 -1],
l31 l32 l33 0 0 l33 3 —1 4
es decir,
l%l = 47 lll = 27
lilor = —1, Iy = —1/2,
lils =3, Is1 = 3/2,
I3, + 15, = 4, I3, =4—1/4=15/4,
lorls1 + g ls2 = —1, I3y = —1/(2V/15),
B+ 15+ 13 =4, 135 = 26/15,
por lo que
2 0 0

L=| —-1/2 15/2 0
3/2  —1/(2/15) /26/15
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Ahora para resolver el sistema lineal Ax = L LT x = b, debemos
resolver los dos sistemas triangulares Ly = by LT 2 = y. Su
solucién conduce (detallela) conduce a

x = (3/26,47/26,29/26) ",

que es la solucién buscada.
A7t = (L) L7 = (L7YHT L7 y la inversa de la matriz L es
facil de determinar (hagalo), con lo que
15/26  1/26 —11/26
At =L HT L= 1/26 7/26 1/26
—11/26 1/26  15/26

Como la matriz A es diagonalmente dominante, la convergencia
del método de Gauss-Jacobi

g* ) = D7t (b — (L + U) ),

queda garantizada. Realizaremos cuatro iteraciones con el vector
inicial 2(¥) = 0, que dan lugar a

1/2 5/16
cW=13/2 |, @@=/ 2916 |,
3/4 3/4
0,390625 0,214844
+® =1 1,76562 |, z¥W =] 183984 |,
0,96875 0,8984375

que converge, pero lentamente (razén de convergencia 0,89, de-
muestrelo), a la solucién exacta determinada en la pregunta ante-
rior.

Como la matriz A es simétrica y definida positiva, la convergencia
del método de Gauss-Seidel

g* ) = (L+ D) (b — U ™),

queda garantizada. Realizaremos cuatro iteraciones con el vector
inicial 2(® = 0,

1/2 0,320312
aW =1 13/8 |, @ =/ 1,77539 |,
25/32 0,953613

11



0,228638 0,178331
2@ = 1,79556 |, W =] 180144 |,
1,02741 1,06661

que converge mas rapidamente que el Gauss-Jacobi (aunque tam-
bién es lento ya que tiene una razén de convergencia 0,56, de-
muestrelo).

e) El polinomio caracteristico es
p(A) = |[A = M| = (\—1)(= A+ 11\ — 26).

Sus raices son

11 1
NI )

N =1
0 ) 2 9

f) Vamos a realizar una descomposicién LU de tipo Doolittle (es de-
cir, A = LU donde L es una matriz triangular inferior con unos en
la diagonal principal y U es una matriz triangular superior). Es-
ta factorizacion se determina facilmente igualando fila y columna,
alternativamente, en el producto de matrices siguiente

1 0 0 U1 U2 U3 4 —1 3
l21 1 0 0 U922 U23 = —1 4 —1 y
131 l32 1 0 0 Uss 3 -1 4
es decir,
uy =4, Uz = —1, w3 = 3,
l21 == —1/4, l31 = 3/4,
U22:4—l2111,12: 15/4, U23:—13/4,

l32 = —1/U22 = —4/15,

Dado el sistema Ax = b, donde

10 3 1
A= 2 —-10 3
1 3 10

UuUs3z = 4 — l31 U1z — l32 Ug3 = 53/60

resuélvalo por medio de los siguientes métodos
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un método directo que, a su juicio, sea el mas preciso,
justifique el uso del método que utilizé en (a),

;puede resolver este sistema por el método de Gauss-Jacobi? ;Por
qué? Si lo puede hacer, haga sélo dos iteraciones y determine la
tasa numérica de convergencia. Ademads calcula la tasa exacta de
convergencia.

i puede resolver este sistema por el método de Gauss-Seidel? ;Por
qué? Si lo puede hacer, haga sélo dos iteraciones y determine la
tasa numérica de convergencia. Ademads calcula la tasa exacta de
convergencia.

utilice un parametro de relajacién w y determine para qué valores
de dicho pardmetro un método de relajacion converge. Para un
valor w # 0 y w # 1, si para dicho valor el método converge, haga
dos iteraciones y determine la tasa de convergencia del método de
relajacién que ha utilizado.

Solucién. Dado el sistema A x = b, donde

10 3 1 14
A= 2 —-10 3|, b=]| -5,
1 3 10 14

resuélvalo por medio de los siguientes métodos

a)

Dado que la matriz no es simétrica, vamos a utilizar el método de
Gauss-Jordan con pivotaje total o completo. Para el primer pivote
no hay que reordenar la matriz, y tenemos

0 3 1|14 10 3 1 14
2 =10 3|5 |—=1] 0 53 —14| 39 ;
1 3 10|14 0 —27 —99|—126
ahora debemos intercambiar las filas 2 y 3, y las columnas 2 y 3,
10 3 1 14 10 3 1 14
0 —-99 —-27|-126 | —| O =99 —-27|-126 |;
0 —14 53 39 0 0 5625 5625

y ahora resolviendo el sistema triangular superior obtenido recor-
dando que las incognitas estan en el orden 2,3, 1, tenemos
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b)

La ventaja del método de Gauss-Jordan con pivotaje completo
es que minimiza posibles diferencias cancelativas y divisiones por
nimeros cercanos pequenos, que son susceptibles a propagacion
de errores.

Al ser la matriz de coeficientes A diagonalmente dominante por
filas, el método iterativo de Gauss-Jacobi estd garantizado que

converge,
™ =D V(b — (L+U)z*Y).

Vamos a realizar dos iteraciones a partir de (®) =0,
oW = (7/5,1/2,7/5)", 2 = (111/100,6/5,111/100) .

La tasa de convergencia del método de Gauss-Jacobi es el radio
espectral de su matriz de convergencia

p(D™H(L+T)),

donde
1 0 3 1
J:D‘l(LJrU):l—O -2 0 -3
1 3 0

cuyo polinomio caracteristico es
|J=MI| = —=3/200—7X\/50—\* = (1+10\) (—=3+2A—20\*) = 0,

que resolviendo la ecuacién cuadrética (2 raices complejas conju-
gadas) nos da para el radio espectral, es decir, la tasa de conver-
gencia del método de Gauss-Jacobi

p(J) = méx |\ ;| = max{1/10,v/15/10} = v/15/10 ~ 0,387.

La tasa de convergencia también se puede estimar utilizando los
dos tltimos (en nuestro caso los unicos) iterados del método de la
forma

leally 21

es|l < ||| |lexll, J|| ~ = —

~= 0,323,

donde e, = x — x;.
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d) Al ser la matriz de coeficientes A diagonalmente dominante por
filas, el método iterativo de Gauss-Seidel estd garantizado que
converge (de hecho, si Gauss-Jacobi converge entonces también lo
hace Gauss-Seidel y mas répido),

¥ = (L4 D)t (b—Uz*Y).
Vamos a realizar dos iteraciones a partir de (%) = 0,
M = (7/5,39/50,513/500) 7, ¥ = (1,0634, 1,02048,0,987516) .

La tasa de convergencia del método de Gauss-Jacobi es el radio
espectral de su matriz de convergencia

p((L+ D) 'U),
donde

0 3/10  1/10
S=(L+D)'U=|0 3/50 —7/25
0 —6/125 37/500

cuyo polinomio caracteristico es
|J — AT =9)/1000 + 67 A\*/500 — \?,

que resolviendo la ecuacion cuadratica (2 raices reales) nos da para
el radio espectral, es decir, la tasa de convergencia del método de
Gauss-Seidel

p(S) = max|Ag;| = méx{0,—0,0491, 0,183} ~ 0,183.

La tasa de convergencia también se puede estimar utilizando los
dos ultimos (en nuestro caso los tnicos) iterados del método de la
forma

le]y — 161500 7

leall < S| fleall, — NIS|I =

donde ¢; = x — z;.
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¢)

Vamos a aplicar el método de relajacién al método iterativo de
Gauss-Seidel,

2®) = w(L+ D) (b—U2z® V) 4 (1 —w)a®Y.

Para estudiar la convergencia de este método tenemos que calcular
su tasa de convergencia

p(SOR) = p((1 = w) I —w(L+ D) U),

donde
l—w —3w/10 —w/10
SOR=| 0 1-53w/50  Tw/25
0 6w/125 1—537w/500

cuyo polinomio caracteristico es

2134 1125
M| = (w—14N) (1422 =1 N2+ ——— (1 - N w———
|SOR | = (w—1+X) (—1+ —1—1000( Jw o0 ¥

que resolviendo la ecuacion cuadratica nos dan los autovalores

%),

Asor=1—w,  Asor=1— (1067 + /13489) w/1000,
es decir,
ASOR =1- w, /\SOR =1- 1,183 w, >\SOR =1- 0,9509 w,

y la tasa de convergencia del método de Gauss-Seidel con rela-
jacion

p(SOR) = méx |Asori| = 0@é§2{|1—w|, 11-1,183 w|, |1—0,9509 w| },
serd minima para un w* y valdra (como se puede comprobar facil-

mente dibujando las funciones en w) en la regién en la que con-
verge

10,9509 w, 0<w < w,

1> p(SOR) = { ~141,183w,  w <w < 1,690,

dando como valor 6ptimo

1—-0,9509w* = —1 + 1,183 w™, w* = 0,937,
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es decir, realizaremos una subrelajacién en lugar de una sobrerre-
lajacién con una tasa de convergencia de

p(SOR) ~ 0,1088.
Vamos a realizar dos iteraciones a partir de (9 = 0,

W) = (1,312,0,73102,0,9616) ", z? = (1,0988,0,9882,0,9882) .

Para la resolucién del sistema Bz = b, donde z,b € IR?, se propone el
siguiente método iterativo

gD = p 4 Az k>0,

donde

A cC
A(O _>\>, A c € TR.

a) ;Para qué valores de A\ y ¢ existe solucién tnica?

b) Sea xpp el punto fijo de la iteracién. Calcule zpp —z®) para aque-
llos valores de A y ¢ para los que existe solucién tnica. Suponga
que |A] < 1.

¢) Para las condiciones del apartado (b), jcémo se comporta ||zppr —
™| v [|Jz*) — 20|, cuando k — co? ;Es la convergencia al
punto fijo independiente de ¢? Justifique todos los resultados.

Solucién.
a) Para el punto fijo

14+ A
(I—A)$PF=b=< 0 1EA>5EPF:B$PF7

y para que haya solucién |B| =1 — A% # 0, por lo que \ # +1.

b) Calculemos las potencias de A,

5 (X ¢ A ¢ (X0
A_AA_<O—/\ 0 =X/ L0 X\ )
A2 0 A cC A N
3 A2 A4 _ _
wora-(7 ) (0 S)-(% N
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A0
4 A2 A2
A_AA_<O X‘)’

y finalmente

k
Ak:<)\ O), si k es par,

0 M
ko oy\k—1
AF = ( )(\) )\_)\kc ) , si k es impar.

Para estudiar la convergencia de la iteracién acotaremos el error

k)

el — gD = A1) = Ak O)

= TpF
aplicando normas infinito

16" ]loo = 1A% €loc < 1A% 100 € los,
y utilizando las expresiones que hemos derivado previamente

1AM ]loo = max{[A[, N[} = [A*], ik es par,

1AM [loo = méx{[A*] + A" ], | — A*[}

= |\¥| méx{1+'§ 1} si k es impar.

Si ¢ y A tienen el mismo signo y ¢/\ > 1 estd claro que ||A*||»
oscila entre |\|* para k par y |A\|" (1+]|c|/|\]) > |A|*, para k impar.
Estas oscilaciones también ocurren si |c|/|A| > 1. Para fijar ideas
suponga que ¢ = a + 37, donde «, § y 7 son independientes de
A. Para este valor tenemos

A+ N e = A8 o AT g AR

y si ay B son O(1), estd claro que para [A| < 1, [A[F71 > |\F,
mientras que el tercer término es mayor que el segundo si 5 < 0.
Una vez que k — 1+ 3 > 1, el tercer término [A[F~1+7 < 1. Esto
significa que la convergencia la punto fijo depende de ¢ y de su
relacién con A. Mds concretamente, depende de ¢/,
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8.

c)

Queremos estudiar

2D ) — 4 (38 _ g1y — 42 (D) g k-2))
— AR (@) — 20,

por lo que
lz#* = 2O < | A oo (|2 = 2) [,

por lo que ||2*+Y) — 2(*)|| oscila de la misma manera que ||e®]|
en el apartado anterior.

Dado el sistema Az = b, donde

321 1
A=|23 1], »=]|2],
11 3 3

resuélvalo por medio de los siguientes métodos

a)
b)

por factorizacion de Cholesky.

., Puede resolver este sistema por el método de Gauss-Seidel? ;Por
qué? Si lo puede hacer, haga sélo dos iteraciones a partir de la solu-
cién nula y determine la tasa numérica de convergencia. Ademas
calcula la tasa exacta de convergencia. ;Cudntas iteraciones nece-
sitard para alcanzar un error absoluto de 107°.

. Puede resolver este sistema por el método del descenso mas rapi-
do? ;Por qué? Si lo puede hacer, haga sélo tres iteraciones y de-
termine la tasa numérica de convergencia.

. Puede resolver este sistema por el método del gradiente conjuga-
do? jPor qué? Si lo puede hacer, haga sélo tres iteraciones a partir
de la solucién nula y determine la tasa numérica de convergencia.

. Cuantas iteraciones necesitard para alcanzar un error absoluto
de 107°.

Desarrolle un método de relajacion basado en el método del gra-
diente conjugado. Determine para qué valores del parametro w el
método de relajacién converge. ;Cémo determinaria el w éptimo?
Itere tres veces el método que ha obtenido (con el w 6ptimo).
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Solucion.

@)

Se puede aplicar la factorizando de Cholesky LT L porque la matriz
es simétrica y definida positiva (demuestrelo). Operando (realice
los detalles) se obtiene como solucién

r=(-5/13,8/13,12/13)".

El método de Gauss-Seidel es aplicable porque la matriz es simétri-
ca y definida positiva. Dos iteraciones conducen a

9 =(0,0,0)7, =M =(1/3,4/9,20/27)7,

2® = (—17/81,136/243,644/729) ",

y la tasa de convergencia numérica la podemos calcular como (en
norma infinito)
|2 — || 46
|z — x| 189

que se parece poco a la tasa de convergencia exacta

= 0,24,

p((L+ D)~'U) = 0,413.

NOTA: calculando mas iteraciones nos acercamos a la tasa tedrica,

por ejemplo,
(10)

[z — ]
12 21— 0,413
|2 — ||

Para alcanzar (en norma infinito) un error absoluto menor que
10~° se requieren 13 iteraciones.

El sistema se puede resolver al ser la matriz A simétrica y definida
positiva. El método consiste en, para la iteracion k-ésima

() )y

A (k+1) _ ,.(k) (k)
<r(k>,Ar(k))’ T V4t

r®) = p— Az®), ty, =

lo que conduce a
2© = (0,0,0), e = (7/34,7/17,21/34)T,

2 = (—0,170987,0,317547, 0,806082) T,
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23 = (=0,154596, 0,450727,0,90545) "
La tasa numérica del error nos da en este caso

2@ —all o 20 =gl

= e = 0,66,
|2 — x| [ — x|

que indica que este método es mas lento que Gauss-Seidel.

El sistema se puede resolver al ser la matriz A simétrica y definida
positiva. El método consiste en, para la iteracién k-ésima

(r(®) (8

poo AT (k+1) — () 4 4 ()
FT W, Ay T .
P ) g g0
k1) (k1)
o — (rtrl) (B D) kD) )

(W), k)
con p® =7 =p — Ax(® y con la condicién de fin [|r*+V|| ~ 0.
Este método nos da entonces

2 =(0,0,007, 2O =(7/34,7/17,21/34)",

+® = (—14/67,26/67,66/67)",
23 = (=5/13,8/13,12/13) " = x,
esta ultima solucion con residuo cero, como es de esperar. En tres
itraciones hemos obtenido la solucion exacta, luego es un método

mas rapido que los dos anteriores. Para obtener un error menor
que 107° es necesario realizar las tres iteraciones.

Sea z(*+1):CC a solucién en cada iteracién del método del gradiente
conjugado, entonces definimos el método de relajacion

Este método no es consistente, aunque converge, pero a un vector
que no es solucion del problema lineal a resolver, salvo que w = 1.
Es facil ver que el método converge a wzx.
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9. Dada la matriz

1
4
A= 1

O O = N
o = O
— o O

0

calcule su factorizacién LU por medio de los métodos de Doolittle y
Crout. Calcule también la descomposiciéon de Cholesky y la descom-
posicién de Cholesky modificada (LT DL).

Soluciéon. Este ejercicio es caso particular del préximo, luego no detal-
laremos su solucién.

2

10. Dada un sistema tridiagonal < a;,0p),¢; > x =< d; >,

biz1 + c12 = dy,
Ao + ngg + Co3 = dg,
a3y + bsws + c3x4 = ds,

Qp—1Tp—1 + bnxn = dna
escribe el algoritmo de factorizacién de Doolittle y de Crout para dicho
sistema general (Algoritmos de Thomas).

Solucién. El método de Doolittle consiste en factorizar A = LU con L
de diagonal unitaria,

1 0 0 0 U1 U2 0 cee 0

l21 1 0 0 O U922 U923 O

0 l32 1 0 0 Uus3s

. 0 Un—1,n

0 --- ln,nfl 1 0o --- 0 Unn

Uy = b, Uiz = Cq, log = az/Un,
Uk = b — g g—1Uk—1.k, Uk k41 = Ch, o1,k = Qg /U,
k=2,3,...,n.

Y como solucion del sistema, Ly = d, Ux = y, obtenemos
Y1 = dy, U = dp — l—1Yp—1, k=2,...n,
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Tp = Yn/Unn, k= Yk — Wk pr1Yht1)/Ukk, k=n—1,... 1

Para la factorizacion de Crout el procedimiento es del todo similar,

l11 0 0 ce 0 1 U2 0 s 0
l21 lgg 0 0 0 1 U923 0
0 l32 l33 : 0 O 1 :
. . 0 Un—1,n
0 .- lnm-1 lon 0 0 1
lin = b, lo1 = as, U2 = 01/111,
e = b, — lk,k—luk—l,lm lk+1,k = G, Uk k+1 = Ck/lkk7
k=2,3,...,n.

Y como solucion del sistema, Ly = d, Ux = y, obtenemos
y1 = di/l, Ye = (de — lek—1Yk—1)/ler, k=2,...7,

Tn = Yn, Tk = Yr — Uk k+1Yk+1, k:n_lval
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