Séptima relacion de problemas Técnicas Numéricas
Profesor Francisco R. Villatoro 25 de Enero de 2000

Ejercicios del tema de interpolacién y aproximacion.

1. Aproxime la funcién e*

a) linealmente por y = ax + b, cerca de x = 0;

b) racionalmente por y = “x‘”—:cb, cerca de x = 0.

Solucion.

a) Para aproximar e” cerca de x = 0 por una recta y = ax + b
podemos usar el teorema (de aproximacién local) de Taylor, y
calcular

fO)=1=b [f(0)=1=q,

para obtener y = 1 + x.

b) Para aproximar e® cerca de x = 0 racionalmente por y = %t
T+c

tenemos que determinar tres constantes libres, por lo que usaremos
las tres condiciones

" - :2(b_ac)
;=1 (a:+c)3

y sustituyendo la segunda ecuacion en la tercera

2(b—ac)
3

z=0

A+b
—

)
con lo que hemos obtenido la aproximacion racional

z+2

ylz) = 5—.




También podemos obtener el mismo resultado desarrollando en
serie de Taylor (si ¢ # 0)

1 b 1 2
y = ar (a:r—l—b) (1—i+<i) —i—)

cl—|—
bh— 2
(a )x+( agc)x
c

Q Q8

—+

"
02

y con comparando con el desarrollo de la exponencial

1'2
e =ltat+ o+

Un funcional es una “funcion de funcionescon valores reales,
F:C™a,b) 5 f(x) — F(f(x)) € R,

por ejemplo,
n My d]f

=> > Wis i Tij)

7=01i=1

donde z;; € (a,b) son puntos fijados y w;; son “pesos”para determinar.
Podemos aproximar cualquier funcional G(f) por un funcional de la
forma anterior F(f),

G(f) = F(f)+ E(f),

donde E(f) es el funcional del error. Para determinar los pesos, y por
analogia con el desarrollo en serie de Taylor que es exacto para poli-
nomios, podemos imponer la condicién de que el error sea nulo para
todos los polinomios de grado menor o igual que

n
Y, -
=0

Como el funcional F' es lineal (F(af+bg) = aF(f) +bF(g)) y un
polinomio no es més que una combinacién lineal de monomios z*, basta
probar que

n mj

E(2*) =0, G(2*) = ZZwZ] d ; xw

7=01=1



para k < N. Dados f(a), f(b), f'(a) y f'(b), desarrolle un método como
el indicado mas arriba y aproxime o calcule los valores aproximados de
los siguientes funcionales

a+b
5 )

Py : C%a,b] > f v F(f) = f( € R,

b
ngﬁl(a,b)9f|—>F(f):/ f(z)dz € R

a

Solucién. Dados los valores f(a), f(b), f'(a) y f'(b) quiere decir que los
puntos x;; a considerar son

Tip=a, Ty =a, Typ=0>0, x9 =0,
yN=4—-1=3.

a) Vamos a aproximar

por
F(f) = wio f(w10) + w1 f'(w11) + wao f(220) + war f'(22),
de tal forma que sea exacto para todos los polinomios ctibicos
G(2") = F(z"), k=0,1,23.
Operando obtenemos las siguientes ecuaciones lineales

W101+W11O+WQ01+1U210:1,

a+b
2 b

w10a+w111+wggb—l—w211:

2
+b
wipa® + wiy 2a + wa b* + way 267 = <a2 ) )

3
b
wig a® 4 w1y 3a® 4wy b® 4wy 3b* = (a;— ) ;



que se pueden escribir como

1 0 1 0 Wig 1

a 1 b 1 win || (a+b)/2
a®> 2a b 2b wy || (a+b)?/4
a® 3a* b 30 way (a+b)*/8

La solucion de este sistema de cuatro ecuaciones lineales, cuyos
detalles omitimos, es

B 1 _b—a B 1 _a—>b
w10—2, ’w11—78 ) w20—2, Wo1 = g
y el funcional toma la forma
a+b 1 b—a
S % 5 (F@) + F0) + =2 (@) = ' (0))

De forma del todo similar, para aproximar la integral

mediante el funcional

F(f) = wio f(x10) + wir f'(@11) + wao f(@20) + war f'(221),

de tal forma que sea exacto para todos los polinomios ciibicos

. . b . bk+1 _ ak+1
Fz") =G :/ de—>——% p=0,1,23
(=) (=) A E+1
tenemos que resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales
1 0 1 0 W10 b—a
a 1 b 1 wip || (0*—a?)/2
a> 2a V¥ 2b wey | | (B®—a?)/3 |7
a® 3a*> bV 30 Way (b* —at)/4
cuya solucién es
b—a (b—a)? b—a (b—a)?
w — w == w = w = —
10 9 9 11 12 ) 20 9 9 21 12

y el funcional toma la forma

Nb—a

[ syar = 2 (@) + 100+ P () - o))

b



3.

Una funcién f(x) se pretende aproximar racionalmente por

Pm(x)
Rmn x) = )
donde . N
Po(z) =) a; ', Qn(z) =D b a',
=0 =0
tal que

Ryn(x;) = f(z;), j=1,2,...,s.
a) {Cudl es la relacién entre m, n y s?
b) Paraz; =0,1,2; f(z;) =1,3,3, m=n=1, jcudl es R,,,,(z)?

¢) Parax; =0,2,3; f(z;) =—1,1,1/2, m=n=1, jcudl es Ry, (z)?
Indique algunas propiedades relativas a la continuidad R,,,(x).

Solucién.

a) Escribiendo '

=1
Ry (7) = — ————90
" bo 1+30, Z—O X
obtenemos como incognitas ag /by, a;/ag, i = 1,2,...,m y b; /by,
1 =1,2,...,n, con lo que la relacién requerida es
s=m+n+1.

b) Queremos calcular

1+ 0z

R =
11(I) « 1+7x’

sabiendo que Ry1(z) interpola a f(x) en z; =0, 1,2 donde f(z,) =
1,3, 3; estas condiciones nos permiten obtener las ecuaciones

f(0)=1= Ry;(0) = a,

F0) =3 = Ru) = 1,

= [



que se pueden escribir
=243, 5+67=3+67,

con lo que resulta 5 = 3, que es falso, por lo que no existe ninguna
aproximacién racional que cumpla los requisitos indicados.

c) Escribiendo
1+ 0z
« )
1+~
sabiendo que Ry;(z) interpola a f(x) en z; = 0,2,3 con f(x;) =
—1,1,1/2; estas condiciones nos permiten obtener las ecuaciones

RH(ZL‘) =

f(0)=—=1=Ru(0) =,

1+2
F2) = 1= Ru® =~y
1 143
f(3):2:Rll(3):—1i3§>

que se pueden escribir

B+y+1=0, 26+v+1=0,
cuya solucién es § =0y v = —1, es decir,

—1 1
Ry (I) = =

l—2 x—-1’

que como vemos no estd definida en x = 1 y por tanto no es ni
continua ni, por supuesto, diferenciable en el punto x = 1.

Escriba el polinomio p(x) de grado < 2 tal que
pzo) =y, P(xo) =%,  P(z) =
Solucién. Escribiendo el polinomio en la forma de Taylor
p(z) = ag + ay (v — o) + a (x — )3, p(z) =ay +2as (x — xp),

6



y aplicando las condiciones de interpolacion del enunciado, obtenemos
las ecuaciones

p(ﬂﬂo) = ag = Yo,
p'(mo) =a = y(l)a
P(w1) = yo +2az (21 — 20) = ¥y,

con lo que

14 —a
LY — Y% (l’-l’o)Q.

— / _
p(z) =yo+yp (x 350)"‘2361_1,0

Escriba el polinomio p(x) de grado < 4 tal que

plxi) =y, i=0,1,2,  plz) =y,  P(z2) =19,
donde z; = xo + i h e y;, yp, y4 son dadas.
Solucién. Escribiendo el polinomio en la forma de Newton
p(z) = ag + ay (x — o) + ag (x — 20)* + as (x — x0)* (v — x1)
+az (xr — 10)? (v — 1) (x — 33),

cuya derivada es

P (1) = a1 +2as (z — 20)* + as (2 (x —x0) (x —21) + (x — x0)2>
+ as (2 (= x0) (. — 1) (7 — 12) + (2 — 20)° (¥ — 22)
+(x — 30)? (v — 31:1)) :

y aplicando las condiciones de interpolacion del enunciado

p(x0) = ao = Yo,

p'(z0) = a1 = ¥y,

p(x1) =yo + y6 (x1 — o) + ag (x1 — x0)2 =i,
p(2) = Yo+ Y2 h + az 41 + az A B> h = ys,

P(w2) = g+ asdh +as (40° + 417 + ag 41 = g,



con lo que

=Y —Yh
L=
gy = Y20 = 20w =4 —yo —hyo) _ y2 30— Ay +2hyp
4 h3 4 h3 ’
e vh—yo —4has —8hay _ 4y — 2y —2y2 + h(y; —4yp)
4 4 h3 4 h4 ‘

Considere la funcion racional

(z) a+bx

T) =

b 1+ca’

que satisface p(z;) = y;, para i = 1,2,3, donde z7 # x9 # z3. (Exista
tal funcién p(z)?

Solucién. Las condiciones de interpolacion del enunciado equivalen a
las ecuaciones lineales

a+bx;
1+ CX;

p(x;) = = Yi, a+bx; =1y +cx;y;, 1=1,2,3.

Estas ecuaciones se pueden escribir

1 1 —miy a 1
1 @y —229 b |=1| v |,
1 x3 —w3y3 c Y3

que tendra solucion unica si el determinante

1 21 —mp
1 zy —xoys | #0,
1 x5 —w3y3

que es la condicion
w11 (T2 — w3) + Ta Yo (T3 — 1) + 23Y3 (01 — 22) # 0,

que se tiene que dar para que exista el interpolante p(x). Note que esta
condicion es equivalente a x1 # o # x3, supuesto en el enunciado,
luego el resultado siempre se da.

8



7. Sea po(x) un polinomio cuadratico que interpola la funcién f(z) en los
puntos zo, ©1 = xg + h y x2 = 1 + h; jcudl es el error de f'(x;) —
ph(x;), i = 0,1,2?7 Suponga que f € C3[xg, x5 vy calcule cotas para
estos errores.

Solucién. El polinomio cuadratico interpolador de Newton es

pa(x) = f(0) + flzo, 21] (x — 20) + flT0, 21, T2] (T — 20) (T — T1),
donde como sabemos

floo ] = L= S00) _ Jn) 2 7{)

w0, 1, 2] = f[%;xz]z—hf[xouﬂﬁ] _ f(z2) — 2;‘23021) + f(x0)7

y por tanto su derivada es
py(x) = flxo, 21] + flwo, 21, 72) (22 — 20 — 71).
La férmula de representacion del error de interpolacién es
El(x) = f(x) — pa(z) = flro, x1, 22, Z] (T — 20) (T — 1) (T — 22),
y por tanto la formula para el error de interpolacién de la derivada es
dEI(x)
dx

= flzo, x1, 70, %] (T — 1) (T — 22) + (T — x0) (T — 22)
+(T — o) (T — 21))
= f[l’(),ﬂ?l,l'Q, i‘] ((if’ — 272) (2@ — Ty — 1'1)

+(Z — ) (T — 21)),
que aplicando normas nos conduce a

dE1(x)
H dx

= mix |flxo, 1,22, 7] (T — 22) (27 — 29 — 71)
0<T<11

+(@ = 20) (T — 1))

1 df(g)

3 dx3

z0<&,Z<T1

] (& = 22) (27 — 30 — )

+(T — o) (T — 1),



y definiendo

F(z) = (r —x2) (22 — 29 — x1) + (x — o) (z — x1),
obtenemos facilmente

F(xy) =2h%  F(r)=-h®  F(x)=2h?
y ademas buscando sus extremos relativos

dF
— =2x—xg—11+2 (r—x3)+r—21+2x—20 = 62—220—221—219 = 0,

dx
obtenemos el Unico extremo en

_.1'0+.%’1+Z‘2

3 Y
donde 2
Ty + T1 + 2o
e e e
3 9
por ello encontramos la siguiente cota para el error en la derivada
dEI(z)| _ 21* EfE)| _» d’f(§)
dv || 3! eo<é<er| dz® | 3 we<émi| dad |

Dados los valores (z;, f(x;)), i = 0,1,...,n — 1, el polinomio interpo-

lador puede usarse para determinar los ceros de la funcién f(z) = 0. Por
ejemplo, los métodos de regula falsi y de Miiller se basan en este pro-
cedimiento. Utilice la interpolacién para determinar la funcién inversa
x(f) y los ceros de la funcién f. Determine los errores de interpolacién
que comete.

Solucién. Dada una tabla {z;, f(x;)} podemos calcular ficilmente la
inversa interpolando la tabla {f(x;),x;}, que nos conduce al siguiente
polinomio interpolador de Lagrange para la inversa

n—1
o(f) = p(f) =Y ali(f),
k=0
donde los polinomios base de Lagrange son

Y f)

Wh= 11 7oy rey

10



Por otro lado, para calcular los ceros de f, es decir, los x tales que
f(z) = 0, podemos aproximar z(f) por su polinomio interpolador y
operar de la forma

2(0) ~ p(0) = kz 2 14(0),

donde fla)
n—1 o T

Calcule los tres primeros polinomios de Legendre para = € [—1,1] y
ortonormalicelos.

lk(o) =

Solucién. Los polinomios de Legendre L;(x) son ortogonales respecto
al producto interno en Ly, es decir,

1
(Lio L) = [ Li@) Li(w)de =0, i #],
-1
donde L, (x) satisface la ecuacién de Legendre

d

cz:c<(1_x2)zlli> +n(n+1)y=0.

Los polinomios toman la forma estandar
LO (.’E) = Qyp,
Ll(l') = bl x + bo,

LQ(LE) = Co 132 + c1x + ¢,

cuyos coeficientes deben cumplir las ecuaciones que se obtienen de
aplicar las condiciones de ortogonalidad y de ortonormalidad

1
(Lo, Lo) = a? /_ldm:2a§:1,

L
\/5’
1 1
<L0,L1>:(IO (bl / C(]dl‘—f-b()/ dl’) :26L0b0:O,
-1

ag =

11



by =0,

1
(Li L) = [ (Ba® +2bobio +08) do = 20220 = §b§:1,

3
51:\/;

1
(czx +01$+Co> dr = ag < 02+200) =0,

(LO,L2> = Qo /

—1
Co = _37

1
(LI,L2>:b1/ (02x3+61x2+00x) dx+b0/ (0290 +clx+co) dx

2 2 2
:blgcl—i-bo (362+200>:b3 O
Clzoa
1 2 4 8
(Ly, L) :/_1 (c§x4+20200x2+cg> dr = 503—1—50200—#203 = Ecg =1,

14
Co = 75:§\/g27

con lo que obtenemos finalmente

Ll(l‘) = 7,
Ly(z) = \ééx,
8 (o)

10. Calcule los tres primeros polinomios de Legendre para x € [—1,1] y
normalicelos de tal forma que su valor en x = 1 sea +1.

12



11.

Solucién. De los resultados del problema anterior, si no aplicamos la

condicién de ortonormalidad, obtenemos los siguientes polinomios or-
togonales de Legendre
L(] ($) = Ao,
Ll (I’) - bl z,
, 1
Ly(z) =co | —3)

y aplicando la condicion de normalizacién del enunciado

Lo(l) =1= agp,
Ll(l) == 1 == bl,
1 2
LQ(].) =1 = C9 (]_— 3) = gCQ,

obtenemos los siguientes polinomios de Legendre

li(z) ==,

lg(.l?):g (932—;) :; (3952—1).

Obviamente, estos polinomios son proporcionales a los del enunciado
anterior.

Calcule los tres primeros polinomios de Chebyshev para z € [—1,1] y
ortonormalicelos.

Solucién. Los polinomios de Chebyshev T;(x) son ortogonales respecto

al producto interno con peso w(x) = 1/v/1 — 22, es decir,
b Li(z) Ly(z)
-1 /1 — 22

donde T,,(x) satisface la ecuaciéon de Chebyshev

i ;@ _|_n72 —O
dr \ /1 — 22 dx \/l—ny—‘

<LZ', Lj>w = d[L‘ = 0, Z 7é j,

13



Los polinomios toman la forma estandar
To(x) = ap,
Tl(ﬂf) = bl T+ bo,

Tg(l’) = Co x2 +c1x + ¢,

cuyos coeficientes deben cumplir las ecuaciones que se obtienen de
aplicar las condiciones de ortogonalidad y de ortonormalidad

0 d(cos )

T, Th) /7_ / —rad=1,
ToTobw =00 [ A—23=% ), “Gng "
1
ay = —;
0 ﬁv
L xdx
<T0,T1>w:aob1 m—i—aobo/ m 7ra0b0:0
by =0,

1og? 0 a2
M, = [ gy [ deond)

IR sin 6
7] 2

:@/‘-Hm;%wzﬂgzl
0

— 2 /WCOSQQdé’
0

2 2
2
51:\/>§
T
Ty, T) 1 2?2 dx N 1 xdr N /
) w — Qg C —— t+QagC an C
0: 52 072 131 =22 0 11— 22 00 m

s
:a002§+aoco7r:ao7r <2+Co),

Co
602_57
1 23 da 1 2?2 dx 1 xdx
(T1,T2) = b1 2 +b1y + b1 ¢

-1v/1— 22 -1v/1— 22 -1y/1 — a2
1 x2dx b 1 xdr b 1 dx
_ c
\/_73’;2 0C1 \/7 0 Co

—b1012+b0022+b060ﬂ'—b1012 0

—f-b() Cy

14
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6120,

1 c§$4+20200x2+c(2)d
x

Ty T w:/
T T) -1 V1—a?

0 cos* 0 d(cos @
—|—20200g—i-c§/7r o8 TAIBY) (cos 6)

sin 8

donde

™ ™ (1 9 2 * /1 9 9 9 5
/ cos* 0 df = / 1+cos26 do — / +2 cos26 + cos*20 W
0 0 2 0 9

T (1 22 1 "
<+COSQ> dQZE—i—*/ (1+ cos46) db
2 4 8 Jo

I
S—

luego obtenemos

2 4 2 2
Lo +2cc0 +Coda:

(T o= | N

T T 37 3 1 1 T
=@y 2aaytday =dn (Sry-y)=dg=1

\/§
Cy = —.

Con lo que obtenemos finalmente

12.  Calcule los tres primeros polinomios de Chebyshev para © € [—1,1] y
normalicelos de tal forma que su valor en x = 1 sea +1.

15



13.

Solucién. De la aplicacion de la condicién de ortogonalidad en el prob-
lema anterior hemos obtenido

1
T[):ao, lebll', TQZCQ (.1'2—2)

La condicién de normalizacién de nuestro enunciado nos permite obten-
er

To(1)
T1(1)
=1

Qo
b17

T5(1)

) 62:27

oS

luego los polinomios normalizados de esta forma son

to =1, t =, ty = 22°% — 1.
Calcule el polinomio de grado < 3 tal que minimiza

[ @ —p@)? da.

-1
Solucién. El problema es equivalente a encontrar la aproximacién min-
imax para la norma Ly (es decir, w(x) = 1) en el intervalo [—1, 1], es

decir, aproximar mediante polinomios ortogonales de Legendre. De esta
forma

1 1 n=3 2
min/ (e — p(x))* dz = min/ (ez - > o Ll(as)> dz,
1 i=0

—1 -

se cumple para
(e, L) [t e* Lidx

oy =

Los tres primeros polinomios de Legendre (con la condicién L;(1) = 1)
se pueden calcular facilmente como en el ejercicio 12, y son

3 1
Lo(z) =1, L) ==z, Lfz)=52" =3,
Li(x) = 5x3—2x



14.

De esta forma, operando, obtenemos facilmente

C(em 1) I et da _e—1lle e 1
T T e 22 26
(er,z) [Lxetdr wet—e"], 2/e 3
a1 = ot — _ ! = -
YT (e, 2) [t zdx 2/3 2/3 €’
o (e®, (32* —1)/2) 3 LBt —1etda

T (B22-1)/2,(322 - 1)/2) L (92* — 622+ 1) dx
3 (3$2€x]£1 —6 [t xetdr — [, e“”dx)
L(2-2.2+92)
1(Be—3/e—12/e —e+1/e)
: (3-1)

e—T/e 5(e—=T)

2/5 2

(e* (53 —31)/2) _ 2 adetde— 3 [Lxetda
(5% —3x)/2,(52%—3x)/2) L [1(2525 — 302+ 9a2)dx
2 (x?’ex]l_l —3 f_llee”dx) —3 L retda

{Eema)
2e+1/e—3e+3/e+12/e)—22/e
B 1 (@_g)
1 \7 73
5 (16/e —2¢) —3/e _ —5e+ & _T(37e—¢?)

= 1 )

3 =

Con lo que la solucién del problema es

@ 1+3+5< 7)(32 x>+7<37 5)(53 3)
r)=———+—a+= (e——) (z2*— < )+ |— —He) (z2°—zx).
P 2 2¢ "2 e) \2 2) T2 e 2 2

Dada una funcién f(z) de la que sélo se conocen sus valores f(x,)
donde |
n —

5 Y

Tn =104+ n=12...,6.

17



Determine una parabola que aproxime esta funcién minimo-cuadratica-
mente.

Solucién. Dada una funcién f(x) se puede aproximar por una combi-
nacion lineal de funciones (linealmente independientes)

La mejor aproximaciéon minimo cuadratica determina parametros a;
tales que minimizan la norma L, de la diferencia

min || f(z) — f(z)]|2-

En el caso de que sélo conocemos los valores de f en una malla discreta
{z,}, podemos aproximar la norma Ls por la norma discreta [y, y
minimizar

miné (f(xn) — gai ¢i($n)>2-

Que un punto sea minimo implica que es estacionario, es decir,
B Z(f(xn>_zaz¢z(xn)> =0, j=0,...,m,
aj n=1 i=0
es decir,

i i 05(za) (f(wn) - éa ¢<wn>) ~0,

con lo que obtenemos el sistema lineal de m + 1 ecuaciones con m + 1
incognitas

N N m
Zij(JTn) ZZ z¢] Tn ¢z$n) j:(),,m
n=1 n=11i=0

En nuestro caso, para un polinomio cuadratico

m:27 ¢0:17 ¢1:I, ¢2:$27
y para los 6 puntos

n—1
5

W =10+

18



tenemos que resolver el sistema lineal simétrico

Z?L 1 Cbo(xn) Z?L 1 Go(Tn) d1(70) 22:1 Go(Tn) Pa(n)
PO ¢1(95n Po(n) Yoy ¢2(%) 01 o1 (z) da(zn)
Zg 1 ¢2 L, ¢0 n) Zn 1 ¢2 L, ¢1 xn) 22:1 ¢%(~Tn)

Z?z 1 @ol@n) flzn)
n 1 ¢1 .Tn) f(mn) :
n 1 ¢2 l'n) f(l.n)

Operando

6 6 6 42
Z¢1$n Z(bﬂmn ¢2mn>zzx72122(10+n 1)

n=1 n=1

B N(14701+297N+2N) 3311
B 150 N

6

Z¢1xn Ba(1,) = 26: :Z<1O+n_1>3

n=1 n=1 5

_ N (994 N) (4900 + 99 N + N?) 34839
500 v B

6

;:cbg(:rn) :éx;ﬁ: 5~ (104 221)’

5
n=1
N (180074999 + 7276500 N 4 147010 N2 + 1485 N*® + 6 N*)
18750 N6
45870979
625

19



15.

y donde los valores del término independiente no los podemos calcular
al no conocer los valores de f(z,,).

De esta forma obtenemos la matriz de coeficientes

6 63 662,2
A= 63  662,2 69678 |,
662,2 6967,8 73393,6

que esta mal condicionada. Por ejemplo, su norma infinito
Al = 80923,6,

y estimando la norma infinito de su inversa mediante

- ]| oo
1A e > :
A 2|00
mediante un vector cualquiera, sea
10,07 —0,02
’ ’ 10,07
r=| -2 |, Az =| —0,18 |, A oo > ; ’28 =738,
0,099 —1,28 ’
con lo que

K(A) = || Alloo [|A™ |0 > 7,8 x 80923,6 = 631204 >> 1,

por lo que hay que tener mucho cuidado en cémo se invierte. En
cualquier caso, la solucién de nuestro problema es a = A~1b.

Este ejercicio ilustra las ventajas de utilizar polinomios (o funciones) or-
togonales (en nuestro caso, ls-ortogonales) en la minimizacién minimo-
cuadratica ya que en dicho caso

Z: ¢z(xn) ¢j<xn) = 07 { 7& ja

con lo que la matriz sera diagonal y definida positiva.

Haga el ejercicio anterior pero usando polinomios ortogonales con re-
specto a una funcién peso r(z) = w(z) = 1. ;Cudl es la diferencia mas
significativa entres las soluciones de los dos ejercicios?
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Solucién. Vamos a minimizar la funcion

donde w(x,) >0y

donde las funciones P;(x) son w-ly-ortogonales

N

(Pi(x), Pi(x)) = 3 Pi(wn) Pj(zn) =0, i #].

n=1

El minimo de la funcién de error serd un punto estacionario

OF

N m—1
a Z xn Pk<xn f(xn)_ Z O./]P](ZL’n) ) k:O7"'7m_]-7
80‘]’ n=1 =0

es decir, una sistema lineal diagonal cuya solucion es

_ SN w(@n) Pe(wn) fan)
YN w(w,) P2(x,)

Tenemos que calcular los tres primeros polinomios ls-ortogonales. Par-
tiremos de Fy(x) = ag = 1, por lo que la condicién de ls-ortogonalidad
para el polinomio lineal Pj(x) = b x 4 by nos conduce a

N (N +99)

b
10 1,

N N
Po,Pl :Z :Zb1$n+b0:Nb0+

n=1
y en nuestro caso (N = 6)
Gby+63b, =0, by = —10,5b,
Pl(l’) = b1 (JI - 10,5),

y escogeremos by = 1.
Para Py(z) = 2% + 31 Pi(z) + By Po(z), tenemos que

(Py, Py) = (2%, Py) + B0 (Po, Po) = 0,
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16.

donde N
(Py, Py) = leNzG,
n=1

(2. Py i , N (14701 + 297 N + 2 N?) 3311
X, o) = X, = = —,
— 150 Neg D
luego
3311
=" =-110,367
60 30 ) )

por otro lado,
(P, Py) = (a%, Py) + By (P, P1) =0,

luego
(22, Py) 6_ a3 4977
= - = _m=ltn = 10,522
b (P, P,) ] 473 e

luego obtenemos finalmente

Py(x)=1, Pz)=x-105,  Py(z)=a>—10,5222 — 110,367.

Para calcular las coeficientes oy, ahora nos hace falta conocer f(z,,).

Calcule una cota inferior del error de interpolacion |f(z) — p,(z)| para
f(z) =Inz, n =3 en el punto x = 3/2, si p(x) interpola a f(x) en los
puntos zop =1, 1 =4/3, 29 =5/3 y 3 = 2.

Solucién. Usaremos la expresion de Newton del polinomio interpolador

P(x) = f(fo) + f[xo,l‘l] (1‘ - %) + f[iUo7$1, $2] (I - $o) (30 - I1)
+ flxo, x1, 22, 23] (¥ — o) (x — 1) (x — x9).

Las diferencias divididas que necesitamos son

floosaa] = f[1.4/3) = 1“1%3 — 0.8630,
Flov, o) = £14/3,5/3] = 2/ 31;31“ 43 _ 0 6694,
flen, 5] = f[5/3,2] = W)’ _ 0.5470,
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f14/3,5/3] — f[1,4/3]
2/3
fl4/3,5/3,2] = —0,1836,  f[1,4/3,5/3,2] = 0,1068,

f[.’l?o, Ty, 1’2] = = —0,2904,

con lo que obtenemos

p(z) = 0,8630 (z—1)—0,2904 (x—1) (x—4/3)+0,1068 (z—1) (x—4/3) (x—5/3).

De la férmula del error de interpolacién sabemos que existe un § € (1,2)
tal que el error vale

E =1n(3/2) —p(3/2) = — Zp).
j:0
Operando para f(z) = Inz,
—6
f(4)(£l;) = ﬁ7
con lo que
—6 1
=(3/2-1)(3/2-4/3)(3/2-5/3)(3/2=2) 57,
& 24
y por tanto
0,0017361
|E’:T7 56(172)7

que es una funcion monétonamente decreciente en &, por lo que la cota
requerida en el enunciado es

0,000108506 < |E| = [In3/2 — p(3/2)| < 0,0017361.
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