Octava relacién de problemas Técnicas Numéricas
Profesor Francisco R. Villatoro 22 de Marzo de 2000

SOLUCIONES:

1. Una regla de integracion gaussiana o de Gauss se define como

-1

/1 w(z) f(z)dr = zn:le f(z;),

donde los w; son pesos positivos y la ecuacién anterior debe satisfacerse
para todos los monomios de grado < n. Calcule w; y z; para w(z) =1
y (1) n=1, y (2) n=2. Compare los =, que ha obtenido con los ceros de
los polinomios de Legendre.

Solucién. Para el caso n = 1 tenemos la regla de integracion gaussiana
1
/1 f(z)dr ~ wy f(21),
que deberd ser exacta para

1
/ lde =2 = w, 1,
—1

1
/ rdr =0 = w2,

-1

por lo que

1
1'1:(), w1:2a / f($)dl'%2f(0>,

que coincide con el teorema del valor medio.

Para el caso n = 2 tenemos

[ 7@ e wn S + s f0),

que debera ser exacta para
1

/ ldr =2 = w; + ws,
-1

1



1
/ rdr =0 =w x1 + Wy Ta,
—1

1 2
/ xQda::§:w1x%+w2x§,
-1

1
/ ¥ dr = 0= w, 25 + wy a3,
-1

cuya solucién por sustitucién nos da

w2—2

wy = 2 — wy, (2 —wp) x1 + wo e =0, To = x1,

W2

9 wy — 2 9
321’%(11)2—2)( W —1):—11)2(1112—2).1’%,
2 W2

1

T2 w)

wy — 2\ 1—w
(2—w2)x§’+w2< 2102 > xi’zO, (*u)2—2)x:1)’472207

con lo que obtenemos las tres soluciones
(A) we=2, x9=0, x3 =00, x3=o00,
(B) Ir = 0, To = 0, Wo = O, w, = 2,

2
(C) Wo = 17 w; = 17 Ty =7, To = —T1,

—_ W=

de las que (A) no es vélido porque z; ¢ (—1,1), (B) porque es la
solucién que hemos obtenido previamente y finalmente (C') nos permite
obtener la regla de integracion buscada

[ sydr =g (f) T+ f (—?) |

Recordando que los polinomios de Legendre L,;(x) son

3 1
Ly=1 L, = Lo— -2 _ =
0 ) 1 z, 2 2$ 97
CUyOS Ceros son
Li(x) =0, x =0,



3
Ly(z) =0, x:j:\i/;,

y coinciden con los puntos utilizados en las férmulas de integracion
gaussiana. A las férmulas de integracion obtenidas se las denomina de
Gauss-Legendre.

Considere el método de integracion de Gauss
1 n
| wi@) f@)de = 3w f(x;).
_ =

conn=1yn=2,y
1

V1—a2
Deduzca w; y x;. {Cudl es la relacién entre z; y las raices de los poli-
nomios de Chebyshev?

w(z) =

Solucién. Para n = 1, la férmula de integracién buscada es

[ vt syt = [ 0 = s

que tiene que ser exacta para los primeros monomios. Para calcular
las integrales que vamos a obtener tenemos que realizar el cambio de
variable

De esta forma, obtenemos

/Wldﬁzﬂzwl,
0

/WCOSQdGIO:wlxl, r1 =0,
0
y obtenemos
L f@)
— = 0).
/_1 V1 — a2 ™ J(0)

Para n = 2, la formula de integracién buscada es

[ v fwyde= [ /1% o wn f() + g f(z),

-1
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que tiene que ser exacta para

/ 1df =1 = w, + ws,
0

/ cosfdf =0 = wy x1 + ws xo,
0

2 2
= wy ] + W2 x5,

/7r(30329al02z
0 2
/ cos®0df = 0 = wy 2% + wy 23,
0

cuya solucién por sustitucién nos permite obtener

Wo — T

Wy = T — Wa, Tog = Iy,
w2
T 2 T — Wy 2 W2
— = — 1+ ), - )
5 = (m—w)m ( Wy T o —w)
N 2
0:(77‘-11]2)1»:{’ (1_(71.121)2))’
w3

cuyas tres soluciones son
(A) we=m, w =0, =z =00, xy=00,

(B) z1=0, wy=0, wy=m, x3=0,

(@) w%—wZ—w§+27rw2:O, “’2:;
2
wy; = g7 T = i\g_ = —T2,

de las que s6lo (C') es solucién valida, con lo cual
[ Ay V2\ w2
avi—a2 27\ 2 2 2 )’

Los polinomios de Chebyshev T}(z), normalizados para que T;(1) = 1,
son
Ty =1, T =z, Ty(z) = 22° — 1,

cuyas raices coinciden con los nodos de integracion que hemos obtenido.
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3.

Determine el error cometido cuando

/abf(a:) dr ~ /abpn(x) dz,

para n = 0,1 y donde p, es un polinomio interpolante de f(x).

Solucién. Para n = 0, hay dos polinomios interpolantes py(z) = f(a) y
po(z) = f(b). Estudiaremos el primero de ellos, cuya férmula de error
de interpolacién es

f(@) = po(z) = fla, 2] (z —a),
cuya integracion nos da tras aplicar el teorema del valor medio
b b b
| f@yde= [ polw)dz+ [ flo,a] (@~ a)da
b b
= [ @) da+ fla.g] [ (@—a)dr,

para a < & < b. De esta forma

/abf(x) dx — /abpg(m) dx = fla,¢]

donde a < 1 < b. De forma andloga se obtiene un resultado del todo
similar para po(x) = f(b).

Para un polinomio lineal, n = 1, obtenemos

/abf(x)da:_/abpl(x)der/abf[a,b,x] (x —a)(z —b)dx

_ /abpl(x) dz — fla,b,€] <b_6“)3,

donde a < ¢ < by obtenemos el error de integracion

/abf(x) do — /abpl(a:) o _f'f2(n> (b _6(1)3’

donde a < n < .



Determine el error de integracion del método del punto medio utilizando
su definicion (sin aplicar directamente los resultados vistos en teoria).

Solucién. El método de integracion del punto medio se basa en utilizar
la aproximacion polinémica

f@) = ma) =70, e="1",

que interpola a f en el punto c. Por tanto, el error de interpolacion es
f(x) = f(c) + fle,z] (z — o),

sin embargo, no podremos calcular el error de integracién como en el
ejercicio anterior debido a que
> dx =0,

/b a+b
x R

a 2

por lo que tendremos que introducir un punto intermedio adicional, sea

el propio ¢, es decir,

f@) = f(e) + fle,c (w = ) + fle.c, 2] (z — ),

con lo que el error de integracion

b oo L) (=)
| (#@) = £(0) da = flecee] [ (o -0t = TP 2

donde a < n,& < b.

En la regla de integracion de Simpson se tiene

[y~ (f<a> rap(h f<b>) |

Suponga que al aplicar dicha regla se cometen errores de redondeo ¢y,
€s v €3 al evaluar f(a), f((a +0)/2) y f(b), respectivamente. Estudie
como afectan estos errores de redondeo al error de integracién de la
formula de Simpson.

Solucién. Sea fl(x) el nimero flotante asociado a z, y denotemos los
errores flotantes en los datos de la funcion de la forma

filfa)) = fla)+e,  fUfO) = f(b)+er,  [U(f(c)) = flc)+e,
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donde ¢ = (a + b)/2. La evaluacién numérica de la regla de Simpson

nos da

b—a
6

donde S es la regla de Simpson evaluada numéricamente, Sap es la
regla de Simpson evaluada con aritmética exacta y Eg es el error de
redondeo.

S =Sup+Ep= (f(a)+4f(c)+f(b))+b_a(€1+462+€3)7

Ademas del error de redondeo tenemos error de integracion,
b

/ab (f(x) = p2(2)) z/ (z—a)(z—b)(z—c)da

a

b—a
= flabed [ yly+a—c)y+a—b)dy

= flobedl -t = T o ay

con lo que tenemos que el error es

[/ ot suaf < L0

b—a
(b= a)* + —— (lea] + 4 e2| + |es]);

donde se observa la componente debida al error de truncado y la debida
al error de redondeo.

La ecuaciéon de Laguerre es

d?y dy
— +(1—-2)—= =0.
xd$2+( x)da:—i—ny
Ponga dicha ecuacion en forma de operador autoadjunto (Sturm-Liouville).
Desarrolle el método de integracién de Gauss-Laguerre, es decir, el

método de Gauss basado en polinomios ortogonales de Laguerre.

Solucién. La ecuacion de Laguerre




Las formulas de integracion de Gauss-Laguerre se basan en el uso de
polinomios r(z)-ortogonales (con r(x) = exp —z) de Laguerre L;(x) y
permiten calcular integrales como

| f@de = [Tt gy de, gl@) = @)

en la forma

|7 r@yde= [T e gtayde =3 w, gla).

Jj=1

Los polinomios ortogonales de Laguerre cumplen la condicién de ortono-
galidad

(Li, L), = /0 T e L(w) Ly () da = 0,

que permite determinarlos facilmente. Por ejemplo, los dos primeros
polinomios
Ly = ay, Ly=a;+ b,

SO11

(Lo, Lo), = a} / e dx = a,

0
(Lo, L1), = ag (al / e “dr+ b / rxe dm) =ap (a1 + b)) =0,
0 0

con lo que a; = —by y

La raiz de Ly(z) es © = 1, por lo que una férmula de Gauss-Laguerre
exacta hasta polinomios de primer orden es exacta para

/ e ldr=1=w1,
0

(o)
/ e xdr=1=w xq,
0

nos da



La ecuacién de Hermite es

d?y dy
S99z tony=o.
dx? o dx teany

Ponga dicha ecuacion en forma de operador autoadjunto. ; Cémo eval-
uaria la integral

|t

utilizando las autofunciones de la ecuacién de Hermite?

Solucién. La ecuacién de Hermite en forma autoadjunta es

d 2 dy 2
s —x= 7d 2 —x —
. (e dx) +2ne " y=0,

y si H; y Hj son soluciones de esta ecuacién correspondientes a n; # n;
entonces son ortogonales con el producto interior

/ €_x2 Hz Hj dx = 0.

—00

Los dos primeros polinomios de Hermite son

(Ho, Ho), = [

— 00

[e.e]

[e.e]
—z? 2 —_ 9,2 —z? _ 2
e aodx—QaO/O e " dx=+/Tag,

oo o0

(Ho, H1)r = agby / e~ dx = aya; /7 =0,

—00

.2
re * d:v—l—a0a1/

luego
H0($) = Ao, Hl(l') = bl Z,

siendo el cero de H; el punto z = 0, con lo que las féormulas de inte-
gracion de Gauss-Hermite toman la forma

—0o0 —00

/OO fz)dx = /Oo e’ g(x)der = i::le g(z;),

donde ,
g(x) = e f(z).

Estas formulas deben ser exactas para los primeros monomios, luego
o0 2
/ e lde = /1 = w,
— 0o
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o0 2
/ e xdr=0=w 2, x1 =0,

—0o0

y finalmente, obtenemos

/oo f(2) zdr ~ w g(x1) = V7 g(0) = /7 £(0).

—0o0

Determine el polinomio de grado < 2 que minimice
! 2
/ (sinmx — p(x))” dz,
~1

sobre todos los polinomios de grado < 2. Dicho polinomio se conoce
como aproximacién minimo cuadratica de Legendre. Calcule la derivada
de sin 7 x utilizando dicho polinomio.

Solucién. Para aproximar minimo-cuadraticamente con polinomios de
Legendre primero deberemos calcularlos. Sean

PO(I>:1, Pl(:c) :A1:U+Bl, PQ(LU):A2$2+BQ.’E+CQ,

Calculdndolos (con la normalizacién P;(1) = 1) obtenemos

<P0,P1> :/ (All'—f-Bl)d[E:ZBl:O,

1
1

1 2
<P0,P2> (AQJZz—f—BQZE—f-OQ)dZL‘:§A2+202:0,
1

I
—

1 2
<P1,P2> :/ JZ(AQIL‘2+BQI'+C2)d$:§B2:0,

—1
2
P2(1)21:A2—|—02, §A2—|—202:0,

1 1
A2:2, 02:—— P2($)25(3332—1)

La aproximacion minimo-cuadratica vendra dada por

f(z) = Q(x) = Ag Py(x) + Ay Pi(x) + As Py(x),
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donde

A ALP) [N f (@) P) da
" (P, P) f_ll PX(x)dzx

En nuestro caso, f = sinmx, obtenemos

1 .
Jo sinma dx

Ag = =0.
T lde
g — Jhosinmrde  2/m 3
b fhldm S 23w
A, — i :c21— 1) sinradr _ 0,
J2,ldx
luego
Q)= o
=17

que como vemos es una expresion lineal.

Si consideramos que el grado del polinomio fuera 3, tendriamos

(e —Ba) sinrede 2’ —15)/m0 oo

A, =
? I 1da 2/7

y obtenemos
Q(z) = —0,782x + 2,90 2°,

que es una aproximaciéon mucho mejor.

Determine el polinomio de grado < 2 que minimiza

/1 (arccos z — p(z))? s
-1 V1— 22 ’

sobre todos los polinomios de grado < 2. ; En qué intervalo esté definido
el arcocoseno?. Calcule el error de aproximacién.

Solucién. La funcién f(x) = arccosz estd definida en el intervalo
[—1,1]. La integral que tenemos que minimizar corresponde al producto
interior compensado de Chebyshev

<fvg>r:‘/_11\/%dxa
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10.

y por tanto tendremos que buscar una solucién entre los polinomios

de Chebyshev. Los polinomios hasta segundo grado se obtienen de la
recurrencia

Tn+1 - 2$Tn - Tn—l;
y son
To(z) =1, T(z)==z,  Ty(r)=22"-1,

con la condicién de normalizaciéon T;(1) = 1. De esta forma nuestro
polinomio se puede desarrollar como

S0 T, o lAccoszTi@),
)=o) o= Ty,

Tendremos que calcular las siguientes integrales

o = AT fﬂ??%dw: fods w2«
(To, To)r f_1 @dm — arccosac]l_1 s 2’

Ty, T xmﬁﬁzdx _ J7fcoshdd -2 4

1:

(T, T, It | e da o cos? 6 db T2
_<ﬁn»_.h@%%%ﬁ%x J76(2cos?9—1)ds _ 0 _
@2 = (Ty, o), [ 2”2 U gy Jor cos? 26 do Com/2
luego
@=5-=
p(z) =5 ——w

El error cuadratico medio para esta aproximacion es

1 (arccosx — p(x))? 7t — 96
de = ——— =~ 4.
[ = g 0

Sea f(z) € C'[a,b] y p(x) una aproximacién a f(z) tal que

1f'(z) = p(2)]|e < e
Define -
a)+/ p(t)dt, a<z<b.
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11.

Si p(x) es un polinomio, ;qué es ¢(z)? ;Cudl es el error

1/ (@) = q(z)]|7.
Nota:
”g”oo = max |g($)|7 g€ C[aab]

a<z<b

Solucién. Es obvio comprobar que

a(e) = fl@) = [0 = p(0) dt = f(@) + [ plt)d,

es un polinomio de grado n + 1 si p(z) es un polinomio de grado n.

Mas atn,

|f(z)—q(2)] =

/ax(f'(t) —P(t))dt‘ < /j|f’(t)—p(t)|dt <L —plloo /ax dt,

luego
If = dlles < (1" = pllos (b — a) < €(b—a).

Dada la siguiente tabla de valores

x 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
f(z)]0,70010 | 0,40160 | 0,10810 | —0,17440 | —0,43750 |

y trabajando con aritmética de cinco cifras decimales, calcule:

a) La derivada primera de f(z) en el punto x = 0,3, para distintos
valores de h (espaciado entre puntos). Una vez calculados estos
valores, determine f’(0,3) por extrapolacién de Richardson.

b) La derivada segunda de f(x) en el punto z = 0,3, para distintos
valores de h. Una vez calculados estos valores, determine f”(0,3)
por extrapolacién de Richardson.

¢) El polinomio de interpolaciéon de f(z). Una vez calculado este
polinomio determine a partir de él los valores f/(0,3) y f"(0,3).

d) El valor de
0,5
| f@)de,
0,1

mediante la formula de Simpson compuesta.

13



¢)

El punto zr tal que f(zp) =0 con 0,3 < zp < 0,4.

f) El punto z7 tal que
" f(x) dz = 0,1020.
0,1
Solucion.
a) Para calcular la primera derivada de f(x) en el punto z = 0,3,
utilizaremos la expresién de segundo orden de precision
oA g oy _ flath)—fla—h) f"(z)h’ 4
F(2) = fia)+O(n?) = o ——5 o),
y dos pasos de malla, de forma que restando
oLy
/ ’
fan = fh="—5—+0(n'),
y por extrapolacion de Richardson
/ o
F() = fifa) + B0 3f2h(x) +0(n').
Operando con cinco digitos de precision
f0.1(0,3) = —2,8800, f02(0,3) = —2,8440, 17(0,3) = —2,8920.
b) Para calcular la segunda derivada de f(z) en el punto z = 0,3,

utilizaremos la expresién de segundo orden de precision

X — xT xr — (4)ZL‘ 2

y dos pasos de malla, de forma que restando

1" "o f(4)(£l}) h? + O(h4) :

oh — Jn = 1
y por extrapolacion de Richardson

3
Operando con cinco digitos de precision
(’)'71(0,3) = 1,1000, 6’72(0,3) = 1,1600, 1"(0,3) = 1,0800.
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Escribiremos el polinomio interpolador en la forma de Newton
mediante diferencias divididas

p(z) = f0,1] + f[0,1,0,2) (z = 0,1) + ...
+ £10,1,0,2,0,3,0,4,0,5] (x — 0,1) --- (= — 0,5).
Calculando las diferencias divididas con cinco digitos de precision
z | [l

0,1 | 0,70010 | —2,9850 0,25000 1,0000 1,00000

0,2 0,40160 | —2,9350 0,55000 1,4000

0,3 0,10810 | —2,8250 0,97000

0,4 | —0,17410 | —2,6310

0,5 | —0,43750

resulta el polinomio interpolador de Newton
p(z) = 0,70010 — 2,985 (x — 0,1) + 0,25 (x — 0,1)(x — 0,2)
+ (z —0,1)(z — 0,2)(z — 0,3)
+ (z—0,1)(z —0,2)(x — 0,3)(z — 0,4)
=g -3+ 1.

Los valores de las derivadas en 0,3 son
p(z) =42° -3, f(0,3) ~ p'(0,3) = —2,8920,
p(z) = 1222 1"(0,3) ~ p”(0,3) = 1,0800.
Ambos valores estan calculados con una precisién de cuarto orden

y coinciden con los calculados por extrapolaciéon de Richardson,
también con cuarto orden de precisiéon.

La férmula de integracién compuesta de Simpson es

[=% z (@im1) 4 (i) + Fla),

y la podemos aphcar con h = 0,2, con lo que obtenemos

/ f(z)dx = (0 70010 + 4 - 0,40160 + 2 - 0,10810
—4-0,17440 — 0,43750)

= 0,046253.
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¢)

La manera mas precisa que tenemos de calcular dicha raiz, uti-
lizando solo los datos del problema, es utilizar el polinomio inter-
polador y hacer

f(zp) = p(xp) = 0.
La ecuacién cudrtica 2* — 32 + 1 = 0 la podemos resolver de
forma exacta utilizando las formulas que aparecen el enunciado
de la novena relacién de problemas, y obtenemos para las raices

1 = 0,33767, xo = 1,30749, x34 = —0,82258 £ 1,26032 L.

También podemos utilizar un método numérico de punto fijo, sea

rh+1
Tpg1 = .
Este método converge en I = [0,3,0,4] ya que (1) existe punto

fijo en I, (2) g estd bien definida en I, (3) g(I) C I, ya que g es
crecienteen I 'y g(0,4) < 0,4,y (4) |¢'(I)| < 1| yaque ¢’ es creciente

en Iy ¢ (0,4) < 1. Ademds, la pequenez de ¢'(I) nos indica que

el método convergera bastante rapido. Iterando obtenemos

xo = 0,35, xy = 0,33834, xo = 0,33770, x3 = 0,33767 = x4,
luego obtenemos xp ~ 0,33767 con cinco digitos de precision.

En el intervalo [0,1,0,5] podemos aproximar zr por la expresién

" (@) de ~ / (@) de = 0,1020,
0,1

0,1
es decir,
3x3
h(l‘T) = —0,085002 + T — T + ? = 0,1020

Sin embargo, esta ecuaciéon no tiene soluciéon en dicho intervalo,
ya que la funcién f(x) es positiva en [0,1, 2¢] y por tanto h crece
en dicho intervalo hasta alcanzar un valor de

h(zr) = 0,08251,

y entonces decrece en el intervalo [z, 0,5] ya que f es negativa.
Si extrapolamos la funcién p(z) fuera de su intervalo de validez,
obtendremos una solucién en [1,5, 2] ya que h vuelve a crecer para
x > 1,30749. Sin embargo, dicha solucién no es valida para nuestro
problema y, por tanto, no la calcularemos.
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12.

Utilizando una féormula Gaussiana de cuatro puntos calcule
a)

11:/ xe_dex,

-1

o0 4 9
I :/ zte ™ dx.
~1

Solucién. Aunque en un principio podemos pensar en utilizar férmulas

de Gauss-Hermite, el hecho de que el intervalo de integracion sea semi-
infinito no nos lo permite. Debemos usar férmulas de Gauss-Laguerre
que estan definidas en [0, 00), y mediante el cambio de variable

z=x+1, dz = dx,

obtenemos

o0

1) = [T r@ede = [ fe=1)e e de = [ g(z)edz = I(g)

0

donde .
9(2) = f(z = 1) e e

Las formulas de Gauss-Laguerre son de la forma

I(g) = ; w; 9(2;),

donde z; son los ceros de los polinomios de Laguerre. Los cinco primeros
polinomios de Laguerre se pueden calcular por la férmula de recurrencia

Loyi(x) — (2n+1—2) Ly(x) +n® L,_1(z) = 0,
y son
Lo(z)=1, Li(zx)=1-2,  Ly(v)=2—4x+2%

Ly(x) =6—182+92% — 2%,  Ly(r) =24—96x+722% —162° 4 2.
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Los cuatro ceros del quinto polinomio L4(x) se pueden calcular por el
método presentado en el recetario de la relaciéon novena y tienen el valor
numérico

21 = 0,322548, 29 = 1,74576, 23 = 4,53662, z4 = 9,39507.

Los pesos de la regla de integracion de Gauss-Laguerre se obtienen
resolviendo el sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas

J T __
/ e = E w;
0 i=1
y son

wy = 0,603154, wy = 0,357419, w3 = 0,0388879, w, = 0,000539295.
De esta forma obtenemos

a) Para
9(z) = (z = 1)e Ve,

obtenemos

/ ve ™ do / g(z) e *dz = —0,286450,
1 0

que esta bastante alejado del valor exacto
© 9 1
/ ve dr — — — 0,18394,
-1 2e

pero esto es de esperar porque hemos usado solamente cuatro pun-
tos.

b) Para
g(z) = (z = 1)te Ve,
obtenemos

/ ate ™ do ~ / g(z)e*dz = 0,390614,
1 0

que esta bastante alejado del valor exacto
00 2 -5 3 3 f(1
/ et gy = =0 4 3V 3VTert(l) g5
-1 de 8 8

pero esto es de esperar porque hemos usado solamente cuatro pun-
tos.
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