Novena relacién de problemas Técnicas Numéricas
Profesor Francisco R. Villatoro 9 de Mayo de 2000

SOLUCIONES

1. Dada una funcién analitica y(z) (con serie de Taylor convergente) y un
paso de tiempo h, se define el operador en diferencias finitas £ como

By(t) = y(t +h) = y(t) + hDy(t) + h;DQy(t) +O0(h*),

donde el operador derivada Dy(t) = dy/dt. Podemos escribir simbdli-
camente (como operador pseudo-diferencial)

By(t) = y(t+h) = exp(h D)y(t),  E~'y(t) = y(t—h) = exp(=h D)y(t).

Los operadores de diferencias finitas hacia adelante (forward), hacia
atras (backward) y centrado (centered) se definen como

A=FE-1, V=1-E", §=EYV2_ g2

Determina una expresién exacta para D y para D? en funcién de los
operadores A, V y 4.

Solucién. Sustituyendo e"” por E obtenemos para los tres operadores
A=eP 1, V=1-e"P § = P2 _e=hD/2 — 96inh(hD/2),

que invertidas conducen a las expresiones de la derivada

1 1 A2 A3 AY
:—1 1 = — _ _— — 5
D = 1 log(1+A) h(A >3 4+O(A)>,

1 1 v:ovs vt 5
D:hlog(l—V):h<—V ————— +0(v)>,

h

y de la segunda derivada

2 .0 1 5 36° 6
D:argsmh2:h<5—++0<5 )),

D2

1 1 11 A*
:mmg?(uA):(A?—Au +O<A5)>,



pro L
12

4 6
D?* = iaulfgsinh2 <5> = th <52 _ + o + 0(58)> ;

1 11 V4
log?(1 - V) = 5 <V2 + V34— + O(v5)> ,

CR2 2 12 90
Dada la ecuacion diferencial ordinaria

dy
% - f(xay)a

y un método predictor-corrector cuyo corrector es un Adams-Moulton
de cuarto orden, es decir,

h _
y£@1 = yn_l'ﬂ (9 f(xn—i-la ygill)) + 19 f(wna yn) -5 f(xn—la yn—l) + f(xn—Qa yn—Q)) )

k=1,2,..., x, =nh, Yn = y(p).
Describa como aplicaria dicho método y bajo qué condiciones converge.

Solucién. Nos encontramos ante un método predictor-corrector cuyo
corrector es un Adams-Moulton (Adams implicito) de cuarto orden
(C). Para aplicar dicho método tendremos que definir un método pre-
dictor (explicito) de al menos el mismo orden que al anterior (P). Lo
usual es utilizar como predictor un Adams-Bashforth (Adams explicito)
de cuarto orden. Denotando por E la evaluacién de f en términos de
valores conocidos de sus argumentos, podemos escribir la forma de pro-
ceder al aplicar un método iterativo de tipo predictor-corrector como
P(EC)™ en la que se aplica una vez el predictor y varias veces el cor-
rector. Algunos autores también utilizan la forma P(EC)"E donde se
realiza una evaluacién adicional de la funcién antes del proximo paso
de tiempo.

Procediendo de la forma P(EC)"™ obtenemos el algoritmo

a) Hacer k = 1y calcular yffﬁl mediante el predictor de cuarto orden

h
Unt = Yn + 57 (55 fu = 59 fars 37 fuma = 9 fus).

b) Calcular féli_ll) = f(xnt1, 317(1]:11)‘



c) Aplicar el k-ésimo corrector de cuarto orden

h _
92?1 =Yn + BVl 9 félif) +19 f, =5 fa1 + fa—2)-

d) Aplicar la condicién de convergencia; si no se cumple

k—1)
|yn+1 y1(1+1

<«
|yn+1

: . k
repetir el paso (b); en caso contrario, y,+1 = yfl 421.

El método puede no converger, como cualquier método iterativo, si

no se toma un h adecuado. El método presentado es un método de

iteracion funcional de Picard para ecuaciones en diferencias no lineales

por lo que podremos aplicale el siguiente teorema de convergencia

Teorema. Si f(x,y) y f /Oy son continuas en x e y en [a, b], el método
predictor-corrector descrito convergera si h es suficientemente pequeno
de tal forma que para x = =z, y para todo y tal que |y — ypi1| <
921 = Ynsa| s cumpla
9h 0 f
| 24 8y

Demostraciéon. En la expresion en diferencias del método corrector ob-
servamos que x, es un valor fijo y que ygi)l = Y® es variable, luego la

expresion se puede escribir como la iteracién funcional

9h

v = FyD), R(Y) = o2

f(xn—&-l) Y) + Cna

donde C), es constante durante la iteracion ya que depende solamente de
x,,. Este método de iteracién funcional de Picard convergera (suponien-
do que exista punto fijo, es decir, soluciéon de la ecuacion diferencial
original) cuando se cumpla que

(V)] < 1, Y — ypi1| < |Y(O) — Ynt1],

donde 1,41 es el punto fijo de la iteracién. Recuerde que el error e®) =

Yni1 — Y ®) sigue la ecuacién

y® = F(Y(k_l)), Ynt1 = F(Yny1), |€(k)| = [F'(yni1)|* |€(k)|a
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y que a |F'(y,+1)| se le denomina constante asintética del error de este
método iterativo funcional de convergencia lineal.

En nuestro caso,

9h Of
24 Oy
como se queria probar por lo que el paso debera ser tan pequeno como
24 1

9 [0f/9y

Nota: si este h es muy pequeno, los errores de redondeo pueden dominar
a los de truncado e impedir que el método converja.

F(Y)] = <1

Y

h <

Calcule el error de truncado del método de Adams-Moulton

h
Yn+1 = Yn + ﬂ (gfn—i-l + ]-gfn - 5fn—1 + fn—?)a

utilizado en el problema anterior.

Solucién. El método de Adams implicito o de Adams-Moulton de cuarto
orden utilizado en el problema anterior se deriva aproximando f en la
ecuacion integral

Tp+1 , Tn+1
/ ydm:yn-&—l_yn:/ f(:}:,y)dx,

por el polinomio de Newton de cuarto orden

p4(I) = f(xn+1> + f['rn—i-lyxn] (I - xn—&-l)
+ flTng1, T, o] (2 — Tpg) (2 — 2)

+ f[xn—&-ly Lpy Tp—1, xn—?] (CC - xn—s—l) (l’ - xn) (I - xn—l)7

como se puede verificar facilmente integrando. Procedamos a ello

I R N

que nos permite obtener el método de Euler hacia atras.

(2) /xj""'l f[wn—i-l, xn] (Z’ — $n+1) dx = /Oh f[a:nH, an] (Z — h) dz
_ M _h
=Ty flonsr, 0] = 3 (fo — fat1),
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que sumando (1) y (2) nos permite obtener el método del trapecio.
Tn41
(3) / flenst, @yt (2 = 2pp0) (v — 2,) da

h
= /O f[xn-i-lv L, xn—l] z (Z - h) dz

Sy = @ f o fud)

— 6 Tn+1, Tpy Tp—1] = 12 n n+1 n—1),
que sumando (1), (2) y (3) nos permite obtener el método de tercer
orden

h
Ynt1 = Yn = 15 (5 for1 +8 fn — fao1)-

Y, finalmente,

Tni1
(4) /x f[17n+17 Tp, Tn-1, In—Q] (Z‘ - J7n+1) (LU - l’n) (ZE — xn—l) dx
h4
= _Z f[xn+l7 Tny Tn—1, .an,Q]
h
= ﬁ (_fn+1 +3fn =3 fac1 + fnf2>,

que sumando (1), (2), (3) v (4) nos da el método de cuarto orden
requerido

h
Yn+1 = Yn + ﬂ <9fn+1 + ]-gfn - 5fn—1 + fn—Z)-

Para obtener el error de truncado integraremos el error de interpolacion
del polinomio de Newton

es(w) = f(z) — pa(x) = m [z = zngy),

j=1
es decir,
Tn+1 Tn+1
%H_%:/ IM@M+/ eq(x) du,

n

con lo que el error de aproximacion es

2

Tn+1 (4) Tn+1 __
[ e = L8 [ T - )

j=1




4) Tnt1
:f4!<€> /xn (z—h)z(z+h)(z+2h)dz

FD(E) 19
4! ?ohB'

Como en clases hemos definido el error de truncado en la forma

d n — Yn 1 Tntl
d—i — flz,y) —=T.ET. = % -5 /xn pa(z) dx,

en nuestro caso, los errores de truncado son

€19,

TET = — —
420

Los operadores de diferencias finitas hacia adelante (forward) y hacia
atras (backward) se definen como

Af(x)=flx+h)=flx),  V[f(x)=[f(x)=flz-h),

donde h > 0. Calcule VA f(z) y AV f(z). ;Cudl es la relacién entre
AfNFYyVATy [y 7

Solucién. Operando
VAf(z) =V(f(z+h) = f(z)) = f(x+h) =2 f(x) + f(z — h),
AVf(z) = A(f(x) = f(x —h)) = f(z+h) =2 f(z) + f(z = h).

Para obtener la relacion entre los operadores en diferencias y las derivadas
de la funcién aplicaremos Taylor,

fle+h) = flz)+ f'(z) h+ féx) h? + f”;)(!‘”) h® + f”;gx) w4 O(h'),

y sustituyendo

Af:hf’(:c)—l—fHZ(g)hQ, r<é<a+h,
Vf:hf'(x)—f//ég)hQ, r—h<€&<u,
AV f(z) = VAf(z) = f"(z) h* + /) h?, r—h<&<x+h.
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Para la resolucion de la ecuacién diferencial ordinaria

dy
% - f(xay)a

se puede utilizar el método predictor-corrector dado por

4 h
y5+1 = Yn—3 + 3 (2 fn— foo1 +2 fr2),
c h P
Ynt+1 = Ypt1 = Yn—1 + 3 (f(xn-l—hynJrl) +4fn+ fn—1)7

donde los superindices P y C' indican predictor y corrector, respectiva-
mente. Determine el error local o de truncado de este método. Estudie
la estabilidad de los métodos predictor y corrector, por separado. ; Cudl
es la estabilidad del método predictor-corrector en conjunto? NOTA:
utilice los resultados que aparecen en el recetario adjunto.

Solucién. Para determinar los términos del error de truncado de los dos

métodos aplicaremos desarrollo en serie de Taylor de la forma

kP b
51

K2R2 KRS, kMR
(4
5 Ut g Un Ty Y

KR, KR k4
S g )+ Y+ O(R).

4!
El error de truncado del predictor es

Uik = -k Ry + )y y7(15)_|_0(h6)7

fork = Yo+ E by, +

4h 14 h°

87 3 (2 fn— far +2faa) = ——y®(9),

T.ET. =Ypi1 — Yn_ I

con & € (Tp_3,Tny1) y €l del corrector es

5

h h
TET. = Ynt+1 — Yn—1 — g (fn +1+ 4fn + fn71> = _% y(5)(£)7
con § € (xp_1,xn41). Por el signo del término de truncado observamos
que el método corrector ha de ser mucho mas estable que el predictor ya
que su término principal de truncado es de tipo disipativo (pérdidas de
energia) mientras que el del otro es anti-disipativo (adicién de energia).

Para estudiar la estabilidad lineal de un método en diferencias, se susti-
tuye la funcién no lineal por f(x,y) = Ay y se estudia la estabilidad
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de la ecuacion en diferencias finitas lineal resultante. Para el predictor
obtenemos

4 hA
Yt = Yn-3 = 5 (2Yn — Yn1+ 2Yn_2),

cuya solucion toma la forma y, = 67", lo que nos da ecuacion carac-
teristica

4
rt—1— gh)\(2r3 — 7> 4+27) = p(r) = p(r) + hAo(r) = 0.

Los ceros de p(r) = 0 son {1,—1,1i,—i}, por lo que el método no es
fuertemente estable. Al no ser fuertemente estable el método, tampoco
serd absolutamente estable, como podemos ver en las raices de p(r),
obtenidas operando utilizando las férmulas del recetario que se adjunta
y aproximando para 0 < hA << 1,

ri=1+h\+ (hy + O((hA)3) ;

) 25
ra= =14 g hA =0 (h) + O((hA)?)

r3:4=i+;hA+ <3+1‘8> (hA)?2 + O((hA)?),

con modulo

hX  (h))? 3
Irsl = ral = 1+ = = 0=+ O((h\)?).

La raiz principal es r; y las demads son espurias. El método no es relati-

vamente estable ya que |ry| > |r1| para hA < 0. El método es débilmente

estable ya que para hA > 0, las raices espurias son de médulo menor

que la principal. De hecho éste método sélo convergera para hA > 0.

Para estudiar la estabilidad lineal del método corrector obtenemos su
polinomio caracteristico o de estabilidad

p(r) = p(r) + hAo(r) =r* -1 — }13/\(7‘2 +4r+1).



Las raices {1,—1} de p(r) indican que es 0-estable, es decir, conver-
gente, pero que no es fuertemente estable. Las raices del polinomio

caracteristico son
2R\ £/3,/3 + (h\)?
B 3 I ’

T+

que desarrollando en serie de Taylor

r+_1+hA+U?)%—O«hnﬁ,

hA  (h))?
=14+ === 4 O((hN)?
nos indican que el método no es absolutamente estable, es relativamente

estable para hA > 0 y, por tanto, débilmente estable.

La estabilidad del método predictor-corrector conjunto (PEC) se anal-
iza introduciendo el método predictor en la ecuacién del corrector para

=Xy,

hA 4 h\
%H:ywr+3@m$+i3(%M_%4+Q%%ﬂ+4%+%%07

cuyo polinomio de estabilidad es

p(r) = p(r) + hxa(r) + (hA)? 7(r)
hA 4 (hA)?

:r4—r2—?(r3+4r2+1)— 5 (2% —r? +27).

Las raices de p(r) son {1,—1,0,0} por lo que este método es 0-estable
(y convergente) pero no es fuertemente estable.

Para obtener las soluciones del polinomio caracteristico hemos de cal-
cular las raices de una ecuacion de cuarto grado. Operando aplicando
reiteradamente desarrollos en serie Taylor para hA pequeno obtenemos

r = —1+ 1,444 h) — 0,4012 (h\)*+
ry =73 = 0,57731 (RA)Y/2 — 0,4444 b\ — 0,2352i (hA)*/? 40,6173 (h))?
ry =1+ 1,667 hA — 0,8333 (h\)?
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El método no es absolutamente estable ya que para hA < 0, r; >
1. La raiz principal r, es de médulo mayor que las demas, luego es
relativamente estable para hA > 0 y, por tanto, débilmente estable.

La estabilidad de un método predictor-corrector P(EC)" es igual de
facil de analizar, basta sustituir reiteradamente el corrector en si mis-
mo. Como el polinomio de estabilidad tiene un grado mucho mayor, se
requieren representaciones graficas y métodos numéricos.

Para el método numeérico

h
Yn+1 = Yn + ﬂ (55 fn - 59fn—1 + 37fn—2 - 9fn—3)7

(a) calcule el error de truncado, y (b) analice la estabilidad lineal de
este método.

Solucién. Se trata de un método de Adams explicito o Adams-Bashforth,
y aplicando desarrollo en serie de Taylor, como en el problema anterior,
obtenemos para el error de truncado

251
TET = m h5 y(G)(é), Tp_g < 6 < Tp41-

El polinomio caracteristico de este método es
4 o3 hA 3 2
p(r)=r*—r —ﬁ(55r —597° 4+ 37r —9),

lo que indica que el método es fuertemente estable, luego es débilmente
estable. Dividiendo este polinomio de estabilidad entre su raiz principal,
ya que el método es consistente,

r— <1+hA+ UM)Q),

2
obtenemos
3 7r 31r2 3 19r 72
3 v e 2 <2 0 T 3
r+h/\< -t 24>+(hA) (8 24+2>+O((IM)),

con un resto O((hA)?), cuyas raices son

ry = 0,7211 (RA)? — 0,5393 (hA)*3 40,4306 hA — 0,4618 (hX)*/?
+0,2776 (hA)*/* + O((hA)?),
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|ro| = |rs| = 0,7211 (RA)Y2 40,2696 (hA)*/3 — 0,0640 hA
—0,2769 (h\)*/# — 0,08228 (hA)*/* + O((hA)?) .

El método es absolutamente estable para hA pequeno y negativo, hasta
que la raiz ry alcanza el circulo unidad en —1,

p(=1) +hXo(—1) =0, hA = —0'3,

es decir, para —0'3 < hA < 0. Para hA > 0 el método es relativamente
estable ya que la Unica raiz de médulo mayor que la unidad es la prin-
cipal, luego el método es relativamente estable y débilmente estable.

Calcule el orden de precisién y la estabilidad del método
yn+1:4yn_3yn—l+2hfn—17 Vn > 1.

;, Cémo arrancaria dicho método? ;Por qué?
Solucién. El orden de precision (consistencia) de este método se calcula
facilmente aplicando Taylor & yn4x ¥ & fnyx = ¥y, €0 la expresion
Yn+1 — 4yn + 3 Yn—1
2h

que nos da como términos de truncado

- fn717

]{72
Yo = fo+ TET. = [+ 5 y" + O(K*),

con lo que el método tiene segundo orden de consistencia.

La estabilidad lineal de este método se estudia mediante su polinomio
caracteristico,

p(r) = p(r) + hAo(r) =r* —4r + 3+ 2hA\.

Las raices de p(r) son {1,3}, con lo que el método no es fuertemente
estable. Las raices de p(r) son

r=2+VI-2hh =2+ (1-hA+ O((hA)?)),

es decir, la raiz principal r_ y la raiz espuria
ri=3—hA+ O((hA)?),

11



luego el método no es absolutamente estable. Tampoco es un método
relativamente estable para hA > 0. Este método tampoco es débilmente
estable ya que sus raices dependen del signo de h\ pero no es estable
para ningun signo de ellas.

Estamos ante un método explicito de 3 pasos que requiere conocer dos
valores iniciales (fisicamente sélo tenemos uno). Para arrancar dicho
método debemos utilizar un método explicito de 2 pasos que tenga, al
menos, el mismo orden de precisién (consistencia), es decir, de segundo
orden. Por ejemplo, podemos usar el siguiente método de Runge-Kutta
de segundo

h
Ynt1 = Yn + o (@0, Yn) + f (@0 + 1Y + 0 f(T0,90))).

5 (
Considere la siguiente ecuacién en diferencias
Ynt1 = Yn+ (Y1 —Yn2), 1 =2, 0<ec<l,

donde yq, y1 € y2 se conocen. Estudie el limite

lim y,.

n—oo

Solucién. La solucion de esta ecuacion en diferencias toma la forma

Yn = 23: Ciry,
i=1
donde r; son raices de su polinomio caracteristico
p(r)y=7r*—r*—c(r—1)=(r—1)(r* —¢),
cuyas rafces son {1, /c, —\/c}, por lo que la solucién general serd
Yn = C1 + (Co + C5 (—=1)") (Vo)™

El limite solicitado es
lim y,, = C},

n—oo

si [v/c| < 1, es decir, si 0 < |¢| < 1. En otro caso, el limite no existe
(oscila entre infinito y menos infinito).

12



Para completar el ejercicio, vamos a calcular los valores de las con-
stantes de integracion en funcion de los datos iniciales

C —_—
CIZ Yo y27
c—1

o= IVt e—1y —(c+vVo)y
’ 2(c—1) Ve ’
Cn (I=VAyt =Dy —(c=V)y
’ 2(c—1)e '

Nota: C; = 0 si ¢ = y2/yo.

Determine el orden de exactitud y los errores de truncado del método

1 h
Yn+1 = i(yn+yn+1)+z (491/1—&-1 —y;+3y;_1) ) n =1,
y analice su estabilidad, consistencia y convergencia hacia la solucion
de la ecuacién y' = f(x,y). ;Necesita arranque dicho método? ;Cémo
lo arrancaria? Justifique sus respuestas.

Solucién. Desarrollando en serie de Taylor este método obtenemos

19
o 92 m 3
Yo =3ut 1y +O0(h*),
es decir, que este método no es consistente a la ecuacion diferencial
y' = f. Para que sea consistente podemos hacer el siguiente cambio en
el método

1 h
Yn4+1 = i(yn+yn+1)+z (4y1/1+1 —y&+3y2_1) ) n 2 1:

con lo que el método tiene los errores de truncado

19
Uo=fa + TET. = fut 5 Wy + O(h*).

El polinomio de estabilidad de este método es

2 hA
e T By

p(r)=r

13



10.

con raices {—1/3,0} de p(r), es decir, que es fuertemente estable, con
raiz principal

ri=1+3h\+ ;’(M)2 +0((n)?).

y raiz espuria
—3hXA  3RN
= T + OL(h).

Este método es absolutamente estable para hA < 0, ademas, dibujando
el modulo de las raices se observa que el método es relativamente estable
para 0 < hA < 4, con lo que también es débilmente estable.

Este método es convergente por el teorema de Dalhquist (cumple la
condicién de la raiz); de hecho, es fuertemente estable.

Para arrancar este método implicito de 3 pasos se puede utilizar un
método de Runge-Kutta de tercer orden o un método de Adams ex-
plicito. Asimismo, también se podria utilizar una filosofia de tipo predictor-
corrector.

Para la resolucion de la ecuacién y' = f(x,y) considere el método
2

h h
Y1 = Yn 5 W+ Yner) + 35 W = Ynga), 020,

donde

y; = f(xm yn)a yg = gi(iﬂn?yn) + f(xna yn) Z.Z];(:En?yn)-

. Cudl es el orden de exactitud y errores de truncado de este método?
Analice la estabilidad de este método.

Solucién. Desarrollando en Serie de Taylor

2

h h3
_ / o m 4
Ynik = Yn Ry + Y0+ 5 U +O(h),

h? h
/ " 4

h? h
_ /// (4) (5) 4
Yk = Yn T hy, + 5 Yn T 37 +O<h)
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11.

y sustituyendo en la ecuacién, se obtiene
X!
Y= fot+t T.ET. = f, — =50 Y,
con lo que el método es de cuarto orden de precisién.

Para estudiar la estabilidad lineal de este método lo aplicaremos a la
ecuaciéon iy’ = Ay,

1—@+(M)2 = 1+h—A+(hA)2
92 12 Yn4+1 = 2 192 Yn,

cuya solucién es del tipo y, = C'r"™ con

14 Br o (A7 (RA)? (AN (hA)
r (b G HhA+ e o

+O((hN)°).

Este método es fuertemente estable, ya que

lim r =1,
hA—0

es absolutamente estable para hA < 0 y, como no tiene raices espurias,
relativamente estable para todo hA y, por tanto, también débilmente
estable.

Considere el método
5 1
Yn+1 = 2yn—1 — UYn + h (2 fn + 5 fn—l) .

Determine el error de truncado, la estabilidad, la consistencia y la con-
vergencia de este método.

Solucién. Sustituyendo serie de Taylor obtenemos

/ h2 n 3
U= fu— 590+ O(1°).

con lo que el método es de segundo orden de consistencia.

El polinomio de estabilidad de este método es
hA
p(r) :r2+r—2—7(5r+1),

15



cuyas raices son

24 5hA+ /36— 12hA + 25 b\
_ ) ,

Tt
siendo r, la raiz principal y

3hA  (hA)? (hA)°
2 2 12

ro=-2 + O((hN)Y),

es decir, este método no es fuertemente estable, no es absolutamente
estable, es relativamente estable para hA > 0,4 y es débilmente estable
en dicho caso.

Al no cumplir la condicién de la raiz, este método no es convergente en
el sentido h — 0. Sin embargo, para hA > 0,4 el método es convergente
en el sentido n — oo.
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