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cAPiTULO 1

INTRODUCCION

1.1 Técnicas numéricas y el método cientifico

El método cientifico tiene por objeto el modelado de problemas fisicos reales como los que
pueden surgir en aplicaciones en el campo de la ingenieria, por ejemplo, el andlisis mecénico del
eje de transmisién de un coche. El modelado consiste en construir un problema matematico que

representa un modelo de la situacién real que se trata de analizar.

Las fase mas significativas del método cientifico se presentan en la figura 1.1. Primero, para
construir un modelo matematico del problema real hay que recurrir a una serie de hipétesis de
trabajo simplificadoras. Por un lado se pueden aplicar todas las simplificaciones fisicas plausibles
que dependen de las teorfas fisicas que correspondan a dicho problema (elasticidad, mecédnica
de fluidos, electromagnetismo, teoria del control, ...). En el caso del eje de transmisién se
puede utilizar la teoria de la elasticidad y como hipétesis simplificadora suponer que el eje tiene
una longitud grande comparada con el didmetro de su seccién transversal y que su constitucién
es la de un material isétropo y homogéneo. Por otro lado, se pueden aplicar simplificaciones
matematicas que hagan el problema manejable. En el caso del eje de transmisién se puede
limitar el problema a la teoria de la elasticidad lineal siempre y cuando las deformaciones sean

pequenas.

Una vez definidas las hipdtesis de trabajo se puede construir un modelo matematico del
problema considerado. Este modelo suele consistir en un sistema de ecuaciones diferenciales
(ordinarias, en derivadas parciales, integro-diferenciales, ...). En general, estas ecuaciones son
no lineales, por lo que puede ser adecuado construir una versién linealizada de dichas ecuaciones

que facilite el andlisis posterior.
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Figura 1.1. Fases del método cientifico para resolver problemas de ingenieria.
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Seguidamente se calculan las soluciones del modelo del problema. En algunos casos es posible
obtener soluciones analiticas de las ecuaciones linealizadas del modelo e incluso se puede realizar
un analisis cualitativo de las soluciones analiticas del modelo no lineal completo o parcial. En
otras ocasiones hay que recurrir a técnicas numéricas que proporcionan una solucién aproxi-
mada del problema matematico. En cualquiera de estos casos a continuacion hay que realizar
experimentos con el modelo. Estos experimentos pueden ser numéricos o estrictamente expe-
rimentales. Las técnicas numéricas permiten realizar experimentos con dicho modelo mediante
ordenadores, controlando todas las condiciones de operacién del modelo con el maximo detalle.
Las técnicas experimentales (o de diseno de experimentos) proporcionan datos de gran valor a
la hora de contrastar y verificar el modelo. En el caso del eje de transmisién, se pueden utilizar
métodos numéricos, como el método de elementos finitos, para las ecuaciones de elasticidad y

realizar ensayos de méquinas (p.ej. de traccién) sobre varios ejes de transmision.

Los resultados obtenidos analitica, numérica y experimentalmente se comparan entre si con
objeto de validar las hipétesis sobre las que descansa el modelo. De esta forma se verifica si el
modelo es adecuado o no lo es. En este ultimo caso hay que refinar el modelo y plantear nuevas

hipétesis de trabajo.

Si las soluciones del modelo comparan adecuadamente entre si se deben aplicar los resultados
obtenidos a nuevas condiciones de operacién, con objeto de obtener resultados nuevos sobre el
problema real que permitan mejorar su diseno. En este proceso de generalizacién del modelo
puede ser necesario someterlo a nuevos exdmenes. En estas nuevas circunstancias el modelo

puede no funcionar bien, en cuyo caso hay que volver a refinarlo de nuevo.

En las siguientes secciones incluimos algunos ejemplos de problemas “reales” en los que fallos

de modelado han producido accidentes.

1.1.1 El hundimiento de la plataforma petrolifera Sleipner A

El 23 de agosto de 1991, la plataforma petrolifera Sleipner A propiedad de la empresa noruega
Statoil situada en el mar del Norte a 82 metros de profundidad se hundié [3]. La causa del error
fue un fallo en el modelado numérico de la plataforma utilizando elementos finitos. En concreto
se produjo una fuga de agua en una de las paredes de uno de los 24 tanques de aire de 12 metros
de didmetro que permitian la flotacién de la plataforma de 57000 toneladas de peso que ademaés
soportaba a més de 200 personas y a equipamiento de extraccion con un peso adicional de unas
40000 toneladas. Las bombas de extracciéon de agua no fueron capaces de evacuar toda el agua.

El fallo tuvo un coste econémico total de 700 millones de euros.
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Para modelar los tanques de la plataforma se utilizé el programa NASTRAN de elementos
finitos y una aproximacién mediante un modelo eldstico lineal. Esta aproximacién no era cor-
recta y subestimé en un 47% los esfuerzos que debian soportar las paredes de los tanques. En
particular, ciertas paredes fueron disefniadas con un grosor insuficiente. Un anélisis con elementos
finitos correcto, pero posterior al accidente, demostré que el diseno de la plataforma provocaria
fugas en algunas de los tanques cuando ésta estuviese sobre agua a 62 metros de profundidad.
La fuga real se produjo cuando ésta estaba sobre 65 metros de agua, lo que ratifica la supuesta

causa del fallo.

1.1.2 Las vibraciones del puente del Milenio en Londres

El 12 de junio de 2000 se cerr6 el paso de personas por el famoso puente del milenio (Millenium
Bridge) en Londres, sélo dos dias después de su inauguracién [4]. El puente del milenio de
Londres es un puente de acero de 325 m. construido para permitir el paso de peatones sobre el
rio Tamesis. La causa de la clausura: el puente vibraba lateralmente mucho mas de lo esperado
debido al caminar de la gente, fendmeno actualmente denominado excitacién lateral sincrona.
Al vibrar el puente, resultaba mas comodo a las personas caminar de forma sincronizada con
esta vibracion, lo que la acentuaba mediante una resonancia. Durante el verano del ano 2000
se contraté a la empresa de consultoria Arup para estudiar el problema. Se realizaron varios
experimentos con grupos de personas con objeto de medir experimentalmente la magnitud del
efecto bajo varias condiciones. Se observd que el efecto no era gradual, sino que la sincronizacién
se producia de forma repentina y que existia un ntmero critico de personas caminando por el

puente para inducir el fenémeno.

Arup desarrollé modelos por ordenador del efecto con objeto de proponer una serie de mejoras
en el diseno del puente que permitan resolver el problema. Primeramente se propusieron dos
soluciones: incrementar la rigidez del puente para que la frecuencia natural de vibracién lateral
no coincida con la de los pasos al caminar de una persona, y anadir sistemas de amortiguacién
para disipar la energia de las vibraciones. La primera solucién se consideré poco préactica y
requeria cambios importantes en el diseno del puente. Por ello se opté por estudiar en detalle la
segunda opcién. Se consideraron dos tipos de amortiguadores, los dindmicos y los pasivos. Los
primeros son dispositivos que vibran de forma tal que contrarrestan las vibraciones propias del
puente. Sin embargo, la complejidad de estos sistemas, su coste y la imposibilidad de instalarlos
a corto plazo descartd esta solucién. Los segundos fueron los que se implantaron en la solucion
final. Se consideraron amortiguadores pasivos de dos tipos: viscosos y de masa ajustada (tuned

mass). Los primeros se colocan debajo de la cubierta del puente, alrededor de los pilares, y
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Figura 1.2. Representacion de un péndulo simple.

disipan energia mediante le movimiento de un pistéon que atraviesa un fluido. Los segundos
también estan situados debajo del puente para disipar vibraciones verticales y estan ajustados
para disipar una frecuencia especifica mediante una combinacién de pesos y muelles. Ambos

tipos de amortiguadores fueron adoptados en la solucién final.

1.2 Aplicacién al péndulo simple

Como ilustraciéon vamos a mostrar un ejemplo practico de aplicacién del método cientifico sobre
un problema bastante simple. Se toma un péndulo como el de la figura 1.2, en el que se tiene una
varilla de longitud [ sujeta por un extremo a un punto fijo, de la que cuelga una masa esférica

m; sea 6 el angulo entre la varilla y la vertical.

Como hipdétesis simplificadora se desprecia la elasticidad de la varilla, es decir, se supone una
varilla rigida inextensible sin masa. Se desprecian también el momento de inercia de la masa
esférica considerandola una masa puntual, las fuerzas de rozamiento en el punto de sujecién de

la varilla y las fuerzas de rozamiento viscoso debido al aire.

Con estas hipétesis fisicas de partida, se aplican las leyes de Newton del movimiento!

dp d

!Usamos la notacién para escribir las derivadas introducida por Leibniz.
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donde p, v y F son el momento lineal, la velocidad y la fuerza aplicada. Como el péndulo realiza

un movimiento circular o rotacional es mejor utilizar

d?0
M=Ila=1—,
dt?
donde M es el momento o torque, I es el momento de inercia, « la aceleracién angular y 6 el

angulo respecto de la vertical.

El momento de inercia del péndulo, como masa puntual, es I = m(?, y el momento debido

al peso de la masa, es M = —m gl sin 8, por lo obtenemos finalmente
d’0
ml2w+mglsin9207 (1.2)
2

que podemos escribir como
0 + w? sinf =0, (1.3)

donde wg =mgl/I = g/l es la frecuencia natural de vibracién, que como vemos no depende de

la masa.

El péndulo simple es un sistema conservativo donde la energia total (E) se puede descom-

poner en energia cinética (7') y potencial (V') de la forma
1.
E=T+V = 5192 —mgl cosb,

donde hemos definido el cero de energia potencial en 6 = 7/2.

La ecuacién diferencial ordinaria no lineal obtenida es lo bastante simple como para ser
estudiada analiticamente con todo detalle. Normalmente se supone la hipétesis adicional de que
las oscilaciones son pequenas || < 1, por lo que se puede considerar el siguiente desarrollo en

serie de Taylor del seno

. 6> #° ~

En este curso escribiremos muchas veces expresiones como ésta utilizando la notacién O de

Landau para el resto de Taylor,

: 0 5
sm@z@—g—i-O(G), 6 — 0, (1.5)

cuyo significado matemaético exacto explicamos en detalle en la seccion 1.6.

De esta forma la ecuacion diferencial se reduce a

6+ wd (9— ?j) = 0(95). (1.6)

2 Aqui hacemos uso de la notacién de puntos de Newton para las derivadas.
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Podemos considerar tres casos especificos en nuestro analisis del movimiento del péndulo,
por un lado, un modelo lineal, y, por otro, modelos no lineales con la aproximacién cibica y con

la funcién seno completa. Estudiémoslos en mas detalle.

Modelo lineal. Si en las ecuaciones del péndulo simple se considera la hipétesis adicional de

que las oscilaciones del péndulo son muy pequenias se obtiene
6+ w20 =0. (1.7)

En cursos anteriores se demostraba que la solucién de esta ecuacion es un movimiento oscilatorio
armonico simple,

0(t) = A coswyt+ B sinwgt = C sin(wgt + @), (1.8)

donde los valores de Ay B o de C'y ¢ dependen de las condiciones iniciales (4ngulo y velocidad)

del péndulo. A las constantes C'y ¢ se les llama amplitud y fase del movimiento, respectivamente.

Si se multiplica la ecuacién (1.7) por 0 se obtiene

d (62 d ((w}6?
N — 1.
dt<2>+dt< 2 0 (1.9)

lo que conduce a la siguiente integral del movimiento

0> wie®> E
W _ 7= const., (1.10)

2 2

donde el primer sumando es la energia cinética y el segundo la energia potencial del péndulo
simple; esta constante del movimiento coincide con la energia total del péndulo. La existencia de
esta constante del movimiento se debe a que en las hipotesis simplificadoras no se ha considerado

ningan tipo de disipacién.

Para visualizar el movimiento resultante se puede utilizar el diagrama de fase. Este diagrama
muestra algunas trayectorias del movimiento del péndulo en el plano de fase (z,y) = (0, 9) Las

trayectorias del movimiento cumplen

2
2F
y? +wia® =y + <1/xwo> =7 = const., (1.11)

es decir, son elipses centradas en el origen, como muestra la figura 1.3. El significado de este
diagrama es simple, para todas las condiciones iniciales, es decir, independientemente del angulo
y velocidad iniciales, el movimiento es oscilatorio simple. Obviamente, la realidad no es asi, y
nuestro experiencia nos indica que para angulos grandes el movimiento deja de ser arménico

simple.
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Pendulo Lineal

P
©

-3 -2 -1 0 1 2 3
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Figura 1.3. Diagrama de fase para un péndulo simple en aproximacién lineal.

Modelo no lineal ciibico. Para las ecuaciones del péndulo con una funcién no lineal cibica,

. 3
0 + w} (9 - ;) =0, (1.12)

también se puede obtener la energia total como integral del movimiento,

- 1.1
2 T (6 12 ) (1.13)

v hacer una representacién de las trayectorias en el espacio de fase. La figura 1.4 muestra

E
2

el diagrama de fase en esta aproximacion. Para dibujar dicho diagrama debemos calcular los
puntos estacionarios o de equilibrio, que son los que anulan la funcién no lineal. Fécilmente

obtenemos las raices del polinomio
00> -6)=0, 6c{0,—v6,V6}. (1.14)

Analizando el comportamiento de la ecuacién resultante de linealizar, para perturbaciones
pequenas, la ecuacién (1.12) alrededor de estos puntos de equilibrio, observamos que el ori-
gen es un centro y los otros dos puntos son de silla. La figura 1.4 muestra dicho diagrama de
fase. Este diagrama de fase (figura 1.4) muestra un movimiento oscilatorio alrededor del origen,
que es un centro, que para dngulos grandes deja de ser armoénico, ya que las curvas del diagrama
de fase dejan de ser elipses. Los puntos de silla # = +1/6 ~ 2.45 son de equilibrio inestable.
Nuestro experiencia nos indica que éstos puntos no existen en un péndulo real. Como veremos
mas adelante, los puntos de equilibrio “fisico” reales son para 6 un multiplo de 7 ~ 3.14. En

estos puntos el péndulo esta completamente vertical, y cualquier pequena perturbacién hace que
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Pendulo Cubico
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o
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theta

Figura 1.4. Diagrama de fase para un péndulo simple en aproximacién ctbica.

el péndulo caiga para un lado o para otro. Sin embargo, la aproximacion ciibica a dichos puntos
no es demasiado buena, y tiene un error superior al 50%. Ademads, como muestra la figura 1.4,
tras superar este punto el péndulo puede ponerse a rotar indefinidamente con una velocidad
creciente, lo que claramente no corresponde a la realidad. La aproximacién cibica es buena
para angulos mas grandes que la aproximacion lineal, pero siempre mucho mas pequenos que

0=m.

Modelo no lineal completo. Para la ecuacién (1.3) del péndulo la energia total toma la forma

— w? cosb, (1.15)

~|
YIS

y su diagrama de fase aparece en la figura 1.5. Cerca del origen de coordenadas este diagrama
se parece bastante al diagrama de fase correspondiente a la no linealidad ctbica aunque la gran
diferencia es que los puntos de silla estdan en —7 y 7, y sus multiplos. Estos puntos corresponden a
las trayectorias en las que el péndulo se pone completamente vertical y son fisicamente inestables,
ya que el péndulo o caerd a un lado o caerd a otro. Ademas, cuando la velocidad inicial es grande,
observamos que el péndulo permanece eternamente dando vueltas, con una velocidad oscilatoria

pero acotada, ya que no existe rozamiento alguno.

Se puede estudiar este modelo del péndulo en maés detalle, incluso se puede obtener su
solucién analitica mediante funciones integrales elipticas de primera clase, sin embargo, esto
escapa de los contenidos del presente curso, por lo que remitimos al lector interesado a cualquier

libro de Dindmica de Sistemas, por ejemplo [1, 2].
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Pendulo Seno

N\

d theta/dt
o

Figura 1.5. Diagrama de fase para un péndulo simple.

1.3 Aproximacion numérica a ecuaciones diferenciales

Como introduccién breve a los métodos numéricos vamos a presentar las técnicas mas simples
para la resolucién de problemas de valores iniciales en ecuaciones diferenciales ordinarias, que

tienen una aplicacién directa al problema del péndulo que hemos modelado en la seccién anterior.

En muchos problemas, en funcion del proceso fisico en estudio, una vez derivadas las ecua-

ciones que los gobiernan se obtienen ecuaciones diferenciales ordinarias como la siguiente,

&y
dx?

dy

donde z e y, por ejemplo, corresponden en el problema del péndulo al tiempo ¢t y al dngulo 6,

respectivamente.

Para facilitar el analisis numérico se puede reducir la ecuacién de segundo grado (1.16) a un

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

dy _

dx (1.17)
L _ fep2)

d$ - 7y7

que se puede escribir en notacién vectorial como

dv

=F 1.1
Y -F. (1.13)
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donde v = (y,2)", F = (2, f(z,y,2)) ", y v denota el vector v traspuesto. Para determinar
una solucién unica de esta ecuacién diferencial es necesario conocer sus condiciones iniciales que

pueden ser de la forma y(zg) = a, y ¢/ (x¢) = 2(z¢) = b.

Los métodos numéricos més sencillos que permiten resolver este problema, denominados
métodos multipaso o en diferencias finitas, se deducen facilmente recordando la definicién de

derivada como un limite hacia adelante, hacia atras y centrado, es decir,

d _
dy L yle+Ar) — ()
dx Az—0 Ax
L y@) -yl - A
Az—0 Az
. yYlz+ Az/2) —y(x — Az/2)
= lim .
Az—0 Az
Si se considera un valor finito para Ax = h y se define una secuencia de puntos discretos
Zg, 21,2, ..., donde z;y1 = x; + h, se puede calcular una aproximacién a la solucién de la

ecuacion diferencial de varias formas.

Método de Euler explicito o hacia adelante. Utiliza la siguiente expresion

y(xo + h) — y(xo)

Y = f(zo,y(x0)), (1.19)

que conduce a la siguiente iteracién

y(zo + h) = y(zo) + h f(x0, y(0))- (1.20)

De esta forma se puede calcular una secuencia de aproximaciones a la soluciéon paso a paso,
y(zo) = a,
y(x1) = ylzo+h)=a+hf(zo,a)
y(@2) = ylz1+h) =y(@1) +h flz,y(21)),

y asi sucesivamente.

Método de Euler implicito o hacia atras. La expresiéon

Ao Z0E0) _ (e, (1.21)

conduce a una aproximacién implicita para y(z1) = Y, en el sentido de que para calcular su

valor se tiene que resolver una ecuacién algebraica, sea

Y —y(zo) —h f(zo+h,Y) =0, (1.22)
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es decir,
Y—a—hf(zo+hY)=F({)=0. (1.23)

Para resolver la ecuacién algebraica F(Y) = 0 podemos considerar por separado el caso

lineal y el no lineal.

Si el problema diferencial original es lineal, se puede reescribir como

d
G- a1y + aie z + by,
dx
dz
— = a1 y+axnz+b,
dx

donde, en general, a;; = a;j(z) y b; = b;(x), y se puede expresar de forma matricial

d | Yy ai; a2 y by
du - - ’
z a21 Q92 z b2
o en forma compacta
dv
— =Av+b.
dx

Usando el método de Euler hacia atras para este sistema, se tiene

v(z + h) —v(z)
h

=Av(z+h)+b,

es decir,
(I—Ah)v(z+h)=v(z)+ hb; (1.24)

la solucién de esta ecuacién es, formalmente,
v(iz+h)=(I—Ah)"' (v(z) + hb).

Si la matriz A es de gran dimensién la inversion de (I — Ah) puede ser muy costosa y se
recomienda la resolucién numérica de la ecuacién (1.24) por métodos numéricos especificos que

estudiaremos en este curso.

Si el problema algebraico es no lineal hay que resolver la ecuacién no lineal (1.23). Para
resolver esta ecuacién algebraica no lineal se puede utilizar el método iterativo de Newton. Sea
Y = Y™ la solucién de la ecuaciéon F(Y) = 0. Definiremos una sucesién, llamada de Newton,
cuyos valores Y2, Y1 Y2 ... se calculan desarrollando en serie de Taylor hasta el segundo orden

la expresion F(Y**1) = 0 alrededor del punto Y*, es decir,

FYHY) = F(Y%) + VE(YF) (YR = vE) 4+ O ([yF+ = vH1?) =,
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donde VF(Y') es la matriz jacobiana de F(Y'). Este problema algebraico lineal,
VFEFY®)YH =VEY* Yr - F(YH),

tiene como solucién
YR = y* _(VF(Y®) L F(YP).

Bajo circunstancias que se estudiardn mas adelante esta sucesion converge a la solucién de la
ecuacién no lineal. Desde un punto de vista practico se itera la sucesién hasta alcanzar una
tolerancia de error (TOL) dada, es decir, hasta que |[Y**! — Y*| < TOL.

Una vez obtenida una ecuacién algebraica lineal o no lineal cuya resolucién numérica en cada
paso de tiempo z; nos da una aproximacién Y (x;) a la solucién del problema diferencial y(x;),

es necesario plantearse varias cuestiones relacionadas con estos problemas discretos:

1. Consistencia: la ecuacién discreta tiende a la ecuacién continua cuando el paso de tiempo
se reduce a cero, es decir, en la ecuacion discreta que depende de h, si se aplica el limite

h — 0, se debe obtener la ecuacién continua.

2. Estabilidad: como vamos a utilizar un ordenador, que usa una aritmética finita, siempre se
cometen pequenos errores aritméticos durante la solucién numérica; tenemos que estudiar
para qué valores de h, suficientemente pequenos, si es que los hay, estos errores afectan
poco al resultado final, es decir, si la soluciéon numérica se ve afectada poco por pequenos

errores en los datos.

3. Convergencia: las soluciones de la ecuacion discreta tienden a las soluciones de la ecuacién

continua cuando A — 0.

Estos problemas estan relacionados entre si. El teorema de equivalencia de Lax indica que,
para un problema bien condicionado (lo que equivale a que la solucién del problema continuo es

estable), un método consistente es convergente si y sélo si es estable.

Hemos de resaltar que se puede olvidar que la aritmética que utilizan los ordenadores se
basa en nimeros con un nimero finito de digitos, denominados ntimeros en coma flotante, por
lo que un namero real siempre se representa con error. Ello lleva a que las soluciones obtenidas
numéricamente sean necesariamente aproximadas, y que la estabilidad o bien condicionamiento

del método numérico sea de obligado estudio para cualquier método numérico.

Este sencillo ejemplo nos ha mostrado que tenemos que estudiar métodos numéricos para la

resolucién numérica de problemas de dlgebra lineal (resolucién de sistemas lineales e inversién
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de matrices), problemas de dlgebra no lineal (método de Newton), técnicas para aproximacién
de funciones y sus derivadas, y métodos numeéricos para resolver problemas de valores iniciales
en ecuaciones diferenciales ordinarias. En ese sentido, este ejemplo resume este curso desde el

principio al final.

Graficamente podemos ver el proceso seguido en la figura 1.6. Partiendo de una ecuacion
diferencial y aplicando la teoria de la interpolacién y aproximacién de funciones obtenemos una
serie de ecuaciones discretas cuya consistencia hay que estudiar. Estas ecuaciones discretas
las resolvemos mediante métodos de algebra numérica cuya estabilidad garantiza la precision
de sus soluciones. Al resolverlas en un ordenador se utiliza aritmética finita, puesto que los
ordenadores no pueden considerar nimeros con una cantidad infinita de cifras decimales (opera-
ciones en punto flotante); esto anade errores de redondeo a los calculos realizados. La solucién
computacional obtenida se parecerd a la solucién de la ecuacion diferencial de partida siempre

que el método utilizado sea convergente, lo que requiere que sea numéricamente estable?.

1.4 Aplicacién a un cohete en movimiento vertical

Desarrollaremos un modelo simplificado de un cohete como un cuerpo sujeto a la gravedad que

se mueve hacia arriba por el empuje de una fuerza de propulsién vertical.

Para modelar un cohete real consideraremos que su forma no es significativa y que su masa
esta distribuida de forma uniforme, por lo que despreciaremos su momento de inercia y lo con-
sideraremos como una masa puntual. Consideraremos que el movimiento es unidimensional en la
direccién vertical. Despreciaremos también la resistencia del aire que depende del area efectiva
de la seccion transversal del cohete, que supondremos suficientemente pequena. Los cohetes
tienen multiples etapas o secciones de combustible que cuando se consumen son despegadas
del propio cohete. Tampoco consideraremos este proceso y supondremos que tenemos una sola
etapa. Los cohetes cambian de masa conforme consumen combustible y consideraremos dicho
cambio de masa como una funcién del tiempo m(t). Finalmente supondremos que la fuerza

impulsora del cohete se puede modelar por una funcién dependiente del tiempo T'(t).

Bajo estas hipdtesis la ley de Newton permite escribir las ecuaciones del cohete (ver

Figura 1.7) como

& (m®5) = —m() g+ 7(0),

3En Anélisis Numérico el término estable se utiliza con miltiples acepciones, que aunque estén relacionadas,

es importante no confundirlas entre si.
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Figura 1.6. Modelado de un problema fisico en ingenieria.
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I

4 m(t)

v e

Figura 1.7. Representacién de un cohete simplificado en movimiento vertical.

que se puede escribir como

d’z d dx T(t)
-1 ) — = — — 1.25
G+ mm) G = ot o, (1.25)
donde Inm es el logaritmo neperiano de m. A esta ecuacién deben anadirse las siguientes

condiciones iniciales

dx

0)=0  —
w0)=0, =

(0) = 9.

Aunque la solucién de la ecuacién (1.25) se puede obtener mediante cuadraturas de forma
sencilla, es dificil aplicar las condiciones iniciales a dicha expresién para funciones m(t) y 7'(¢)
arbitrarias, y ademas el resultado es dificil de interpretar. Para obtener una solucién analitica
mas simple de estudiar supondremos que la fuerza impulsora es constante y despreciaremos el
consumo de combustible

‘dm(t) <1

dt

con lo que la masa del cohete también se puede suponer constante. En ese caso el cohete seguira

un movimiento parabdlico unidimensional, es decir,

g2 T ,
t) = -2t t4 —t
x(t) 5 + vo +2m

(m9)
= (= —g) 2+t
2 \m

Cuando t — oo esta solucién se comporta como

x(t) ~ 1 (T — g) 2.

2 \m
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Esta solucién no es fisicamente factible debido a que tiende a infinito cuando T'— mg > 0y a
menos infinito cuando 7' — m g < 0; en ambos casos, sabemos por nuestra experiencia que este
no es el comportamiento real de un cohete. En este sentido, la hipdtesis matematica que hemos
realizado para derivar esta solucién no es fisicamente correcta. Debemos por tanto considerar
que m y T son funciones que no pueden permanecer constantes siempre. Como sabemos que
el cohete deberd alcanzar un valor médximo de altura habra que anadir la friccion del aire para

obtener soluciones véalidas para tiempos grandes.

En cualquier caso, consideraremos un método numérico para resolver la ecuacién (1.25). Lo

primero que podemos hacer es reducir esta ecuacién a un sistema de ecuaciones de primer orden,

di —
it
dy  T() d
at  m@) Y a

que podemos notar en notacién vectorial como

d—x 0 1 T 0
dt | — +
dy d T(t)
at —gt(Inm(t)) 0 Y @) Y
Esta expresién se puede escribir como
dz
—=A b. 1.2
i z + (1.26)
T 0 1 0
pu— A p— —
Y/ ) J I b T(t)
Yy —g(nm(t)) 0 7m(t) -9

Para aproximar numéricamente las derivadas podemos utilizar un desarrollo en serie de

Taylor tal como

df %2
f(x+h):f(m)+h£+§d—;;+0(h3),

que nos permite aproximar la primera derivada con una expresién hacia adelante

df _ flz+h) - f(z)
o - +O(h).

También podemos considerar el desarrollo en serie de Taylor
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que nos permite aproximar la primera derivada con una expresion hacia atras

df _ f(x) = flz—h)
dr h

+O(h).

Utilizando estas expresiones podemos obtener métodos numéricos para la ecuacién (1.26) de
igual forma a como hicimos en el texto. Podemos obtener un método de Euler explicito o hacia
adelante de la forma

2" = 2" L At (Az" +b") = (I + AAL) 2" +b",
T.

donde At = h y se utiliza la condicién inicial z° = (0, vp)

También podemos obtener un método de Euler implicito o hacia atras de la forma
z" =z""1 + At (Az" +b"),
que se puede escribir como el sistema lineal
(I —AAt) 2" =2z""' + Atb",

cuya solucién es

2" = (- AAD)™ (271 + Atb").

Por otro lado, también podemos aplicar directamente un método numérico a la ecuacion
original de segundo orden. Para ello utilizaremos la expresion
2 d*f 4
fl@+h)+ fl@—h) =2 f(2) = =5 + O(h"),

dx?

muy facil de verificar y que conduce a la siguiente aproximacién para la segunda derivada

d’f _ flz+h)—2f(z)+ flz—h)
@: h2 +O(h2)>

que es de segundo orden de precisiéon. Aplicando esta expresion a la funcién z(t) obtenemos

Px(t)  a(t+ At) —2z(t) + x(t — At)
dtz2 At2

+0 (AtQ) ,

donde At es el paso de tiempo. Normalmente se escribe t"t1 = t" + At, con t° = 0, y z(t") = 2",

con lo que podemos reescribir nuestra aproximacion como

(d%)n antl — 9 pn 4 gl

-7 A + O(Aﬂ) .
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P B

\ 4 h)

Figura 1.8. Representacion de una cuerda elastica colgante de extremos fijos.

De esta forma nuestra ecuacion diferencial se puede discretizar como

A2 T 7
que se puede despejar de la forma
T’I'L
gt = 22" — 2" A2 (m“ — g) : (1.27)

De igual forma que la ecuacién diferencial original al ser de segundo orden requiere dos condi-
ciones iniciales, esta ecuacién discreta necesita también los valores iniciales de los dos primeros
pasos de tiempo. Para obtenerlos podemos discretizar las condiciones iniciales del problema

diferencial, es decir,
0

dz\° a2l —2z

0

:O _ ~ — =
v <dt) NI

que conduce al siguiente valor para el primer paso de tiempo
z! = 2% + Atwy.

De esta forma podemos aplicar la ecuacién (1.27) para los restantes pasos de tiempon = 1,2, .. ..

El método numérico que hemos obtenido (método de Numerov) es completamente explicito.

1.5 Aplicaciéon a un cable colgante de extremos fijos

Desarrollaremos un modelo simplificado de la forma, en estado estacionario, de un cable eldstico

colgante bajo la fuerza de la gravedad y cuyos extremos estan fijos.

Consideremos la cuerda elastica mostrada en la figura 1.8 cuya longitud sea L y cuyos

extremos estan fijos.

Para obtener las ecuaciones de la cuerda en estado estacionario, hay que estudiar el equilibrio
de fuerzas sobre una seccion ds de la misma, como aparece en la figura 1.9, cuya masa m =
pds, donde p es la densidad lineal de la cuerda, que supondremos constante para una cuerda

homogénea. La tension sobre los extremos de dicha seccién se denotard por 7T
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T(6+A6)
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Figura 1.9. Seccién de una cuerda eldstica de longitud As, en estado esta-

cionario mostrando las fuerzas aplicadas sobre la misma.

Para describir la forma de la cuerda podemos utilizar un sistema de coordenadas cartesianas
(z,y), aunque es mas natural utilizar el sistema (s, 6), en el que s es la longitud de la cuerda, y
tiene una expresién univoca en funcién de z, y 8 es la pendiente de la cuerda en un punto dado
por z. Utilizando este sistema de coordenadas podemos considerar la tensién como funcién de

la longitud de la cuerda, sea T'(s).

Las condiciones de equilibrio de fuerzas, tanto en horizontal como en vertical, en ambos

extremos de una seccién de la cuerda son
T cos® = (T + AT) cos(f + A0),
Tsing = (T+AT)sin(0+ Af) + pgAs,
y aproximando estas ecuaciones por serie de Taylor para As, Af < 1 se derivan

T cosf = T cosh+ AT cosf — T sinf Af + O(ATAH,A92),

Tsinf = T sinf+ AT sinf+T cosO AO+ pg + O(ATAH,A92> ,

que aplicando el limite As, A§ — 0 y la definicién de derivada conducen a

dTl’ . do
0 = ECOSQ—TSIIla%,

dr de
0 = —sinf+T cosd —+pg,
ds ds
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y, finalmente, obtenemos las ecuaciones para las vibraciones transversales de la cuerda como

d
0 = 75 (T cos®),

d
0 = 7 (T sinf) +py,

ds
que estan escritas en funcién de T'(s) y 6(s).

Para describir la forma de la cuerda conviene introducir la coordenada y, con lo que pode-

mos cambiar al sistema de coordenadas (s,y). Para ello tomamos las siguientes identidades

trigonométricas p p p
_ay _ar oYY
tanf = I cosf) = I sin 5
que escribiendo x en funcién de (s,y) de la forma
da\ 2 dy\? dx dy\?
2 2 2
ds dx” + dy~, (ds) +(ds> , s (ds) ) (1.28)

nos permiten obtener directamente las ecuaciones

0 = % (T 1-(3‘2)2) (1.29)

(1.30)

d dy
0 = — (1722 . 1.31
ds( ds)+pg (1.31)

Hemos obtenido un sistema no lineal de dos ecuaciones diferenciales de segundo orden para la
tension T'(s) y la forma y(s) de la cuerda en funcién de su longitud s. Este sistema de ecuaciones
se completa con las cuatro condiciones de contorno
ar dr

—(0) = - (L). (1.32)

Introduciendo la hipétesis adicional de que el desplazamiento transversal de la cuerda es

pequeno,
dy
— 1
ds <5h
obtenemos de las ecuaciones (1.28) que
dx
— =1 =
T , s=uz,
y de (1.29) que
dr
=0, T = const.,

=
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con lo que finalmente obtenemos de (1.31)

Py  pg
d2 T 0, y(()) =0, y(L) =0,

que es una ecuacion diferencial de segundo orden, lineal de parametros constantes, y facilmente

resoluble dando como solucién

que tiene forma parabdlica.

Las ecuaciones no lineales (1.29) y (1.31) se pueden resolver analiticamente, aunque omi-
tiremos dicha solucién, y permiten obtener la catenaria como curva formada por una cuerda
colgante en equilibrio. También se pueden resolver dichas ecuaciones numéricamente.

Utilizando un desarrollo en serie de Taylor de la forma

h2 11! h3
2ot () g

es facil comprobar que las siguientes aproximaciones a una funcién y a su primera derivada,

Fls = h/2) = 1) % F/(5) & + '(5) +o(n).

o) = LM TS0 M) |40y
o) _ ot W) =S =12 | g4a).

respectivamente, son de segundo orden en h.
Definiendo una malla para el intervalo s = [0, L] como un conjunto de N + 1 puntos {s"},
con s" =nh,n=0,1,...,Ny h=L/N, y utilizando la notacién f* = f(s"), podemos escribir

las expresiones anteriores de la forma

JL ! R, 0(i?),
df n fn+1/2 _ fn—1/2
( df)> - h +0(r*),

respectivamente.

Aplicando las expresiones en diferencias finitas anteriores a la ecuacién (1.31), obtenemos

d dy "
= (= (72
0 <ds < dS) +pg>
1 . dy n+1/2 . dy n71/2
(e () (8

Tn+1 +Tn yn+1 _ yn " + Tn—l yn _ yn—l
- +pg.

2 h 2 h
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y para la ecuacién (1.29), obtenemos

- (@)
i (@

:1 Tl L (yn+1_yn>2
h 2 h

En resumen, hemos obtenido el siguiente sistema de dos ecuaciones en diferencias finitas

acopladas para T" e y",

0 = (T +T " —y") = (T"+T" ) (" —y" ) +py, (1.33)
0 = (@)= ey
—(@ T B2 = (- yn1)2) . (1.34)

Este sistema no lineal de ecuaciones debe ser completado con una version discreta de las condi-
ciones de contorno (1.32), que para las de tipo Dirichlet pueden ser 3° = yN = 0, y para la

tensién 70 = TV, y aproximando con primer orden la derivada,
Tt -1 =7N"t TN, (1.35)

como es facil de verificar.

El sistema de ecuaciones resultante ha de ser resuelto mediante un método iterativo, por
ejemplo, el método de Newton. Omitiremos los detalles que son similares a los ejemplos anteri-

ores.

1.6 La notaciéon O de Landau

Con objeto de determinar cuén rapido crece o decrece una funcién, Edmund Landau (1877-1938)

introdujo la notacién de érdenes de magnitud que lleva su nombre. Por ejemplo, el desarrollo



24 Capitulo 1. Introduccion

de Taylor de la exponencial se puede escribir como
2
ewzl—i—:p—l—%—}—O(:cg), x — 0,

donde el dltimo término significa que el término de error del teorema de Taylor es menor, en

3

valor absoluto, que una constante que multiplica a x°, cuando = esté cerca de 0.

Formalmente, dos funciones f(z) y g(x) de variable real son del mismo orden de magnitud,

escrito f(z) = O(g(x)), o mas propiamente,

si y solo si existen dos constantes N y C tales que
|f(@)| < Clg(z)], Vo> N.

Lo que intuitivamente significa que f(z) no crece més rapido que g(z).

En general, si a € IR, escribiremos

si y sélo si existen dos constantes d y C tales que

|f(z)] < Clg(x)], lz —al| < d.

Normalmente, el contexto determina el valor de a o si ésta es co.

Se denomina de orden constante a una funcién O(1), logaritmico si es O(log(n)), lineal si
O(n), cuadratico para O(n?), polinémico para O(nk) con k € IN, y exponencial para O(c"™)

con 0 < ¢ € IR. Es facil comprobar que O(log(n)) = O(log(n)), o que

f(n) =10 log(n) + 5 (log(n))® + 7n 4+ 3n* + 673 = O(n3) .

Ademads de la notacién O grande, Landau también introdujo la notacién o pequena. Infor-
malmente f(z) = o(g(x)) significa que f crece mucho méas lentamente que g y se hace cada vez

mas insignificante respecto a ella conforme x crece.

Formalmente, escribimos f(x) = o(g(x)), para x — oo si y s6lo si para todo C' > 0 existe

una constante N tal que
|f(z)] < Clg(z)|, Vx> N.

En general, se escribe f(z) = o(g(x)), z — a, si y sblo si para todo C' > 0 existe un d tal que

|f(z)] < Clg(z)],  V]z—a|<d
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Cuando a es cero o infinito, y queda claro su valor por el contexto, lo omitiremos.

Es ficil observar que los simbolos O y o son equivalentes a < y <. Hay 3 simbolos mas,
pero sélo presentaremos uno de ellos, el equivalente a =: se dice que f(x) = 0(g(x)) si y sélo
si f(z) = O(g(z)) y g(x) = O(f(z)). Note la gran diferencia entre escribir f(z) = O(g(z)) y

f(x) = 0(g(x)).
En este curso nos limitaremos al uso de la notacién O grande, sobre todo para simplificar

la escritura del término de error en desarrollos de Taylor. No utilizaremos ninguno de los otros

simbolos de Landau.
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