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CAPITULO 2

ARITMETICA DE ORDENADORES Y ANALISIS DE ERRORES

2.1 ;Por qué son importantes los errores numéricos?

Turing! demostré en 1936 que el conjunto de los niimeros calculables o computables mediante
ordenador (tales que existe un programa capaz de calcular sus digitos uno a uno) es de cardi-
nal numerable, como lo es el de los nimeros algebraicos (los que son raices de polinomios), los
racionales (cociente de enteros) o los mismos naturales. El conjunto de nimeros reales es no
numerable, por lo que elegido un niimero real aleatoriamente, éste es imposible de calcular medi-
ante un ordenador. Este hecho quizas parezca sorprendente, teniendo en cuenta que se utilizan
los ordenadores para resolver todo tipo de problemas practicos sin que este hecho sea relevante.
Afortunadamente, el conjunto de los niimeros calculables (igual que el de los racionales) es denso
en el de los reales, es decir, dado un real, existe un niimero calculable tan préximo a éste como
queramos. Ese es el secreto de que los ordenadores sean tutiles en computacion cientifica. Atn

asi, y por ello, los ordenadores siempre cometen errores a la hora de representar un ntimero.

Los ordenadores trabajan con una aritmética que utiliza un nimero finito de digitos. Un
nimero real tiene, salvo pocas excepciones, infinitos digitos. Para representar este nimero en un
ordenador tenemos que elegir un nimero finito de digitos, lo que introduce un error en la repre-
sentacién de dicho niimero. Tener en cuenta estos errores introducidos por el ordenador es muy
importante, sobre todo en aplicaciones en las que se realizan muchas operaciones aritméticas.
Conforme realizamos estas operaciones el error se propaga, se acumula y en algunos casos puede

llegar a crecer exponencialmente, provocando grandes errores en el resultado final. En este tema

! Turing realizé en 1948 uno de los primeros anlisis de propagacién de errores para el método de Gauss para

resolver sistemas lineales que estudiaremos en el tema 4.
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estudiaremos qué errores comete un ordenador, cémo se puede analizar su propagacion, cémo

detectar cuando van a ser perniciosos y, sélo en algunos casos, como evitar sus efectos negativos.

Para empezar, presentamos dos problemas de la vida real que se han debido a la propagacion
de errores numéricos. Mencionaremos algunos conceptos, como representacion en punto flotante,
redondeo, aritmética binaria, etc., que seran introducidos maés adelante en este tema. El lector

puede relegar la lectura de estos problemas hasta el final del tema.

2.1.1 El fallo de un misil Patriot

El 25 de febrero de 1991, durante la guerra del Golfo, una bateria de misiles Patriot americanos
en Dharan (Arabia Saudi) no logré interceptar un misil Scud iraqui. Murieron 28 soldados
americanos. La causa: los errores numéricos por utilizar truncado en lugar de redondeo en el

sistema que calcula el momento exacto en que debe ser lanzado el misil [6].

Los ordenadores de los Patriot que han de seguir la trayectoria del misil Scud, la predicen
punto a punto en funcién de su velocidad conocida y del momento en que fue detectado por
dltima vez en el radar. La velocidad es un nimero real. El tiempo es una magnitud real
pero el sistema la calculaba mediante un reloj interno que contaba décimas de segundo, por
lo que representaban el tiempo como una variable entera. Cuanto mas tiempo lleva el sistema
funcionando mas grande es el entero que representa el tiempo. Los ordenadores del Patriot
almacenan los ntimeros reales representados en punto flotante con una mantisa de 24 bits. Para
convertir el tiempo entero en un niimero real se multiplica éste por 1/10, y se trunca el resultado
(en lugar de redondearlo). El nimero 1/10 se almacenaba truncado a 24 bits. El pequeno error
debido al truncado, se hace grande cuando se multiplica por un nimero (entero) grande, y puede
conducir a un error significativo. La bateria de los Patriot llevaba en funcionamiento mas de
100 horas, por lo que el tiempo entero era un niimero muy grande y el ntimero real resultante

tenia un error cercano a 0.34 segundos.

Veamos el célculo en detalle. El ntimero 1/10 es 1/2% + 1/2% + 1/28 + 1/2% + 1/212 +
1/213 4 ..., es decir, (0.0001100110011001100110011001100- - -)2, que almacenado en un reg-
istro de 24 bits conduce al ntimero (0.00011001100110011001100)2 que introduce un error de
(0.0000000000000000000000011001100 - - -)2, igual en decimal a 0.000000095.

En 100 horas este pequeno error se multiplica y amplifica hasta alcanzar 0.000000095 x 100 x
60 x 60 x 10 = 0.34. Como un misil Scud viaja a unos 1676 m/s, es decir, unos 6000 km/hora,
en 0.34 segundos recorre més de medio kilometro. Esta distancia fue suficiente para que el misil

Patriot no pudiera alcanzar al misil Scud y destruirlo.



2.2. Representacion de niimeros en el ordenador 31

2.1.2 La explosion del cohete Ariane 5

El 4 de junio de 1996, el cohete Ariane 5 de la Agencia Europea del Espacio (ESA) exploté
40 segundos después de su despegue a una altura de 3.7 km. tras desviarse de la trayectoria
prevista [7]. Era su primer viaje tras una década de investigacién que costé més de 7000 millones
de euros. El cohete y su carga estaban valorados en més de 500 millones de euros. La causa del
error fue un fallo en el sistema de guiado de la trayectoria provocado 37 segundos después del
despegue. Este error se produjo en el software que controlaba el sistema de referencia inercial
(SRI). En concreto, se produjo una excepcién software debido al intento de convertir un nimero
en punto flotante de 64 bits, relacionado con la velocidad horizontal del cohete respecto de la
plataforma de lanzamiento, en un entero con signo de 16 bits. El nimero més grande que se
puede representar de esta forma es 32768. El intento de convertir un ndimero mayor causé la
excepcién que provoco que el software de seguimiento de la trayectoria dejara de funcionar y en

ultima instancia el accidente.

2.2 Representacion de nimeros en el ordenador

Para que un ordenador pueda manejar niimeros naturales, enteros, racionales, reales o, incluso,
complejos, es necesario representar estos nimeros en memoria en un formato bien definido y
suficientemente flexible. Ademads, todos los ordenadores tienen unidades aritmético-légicas y/o
coprocesadores aritméticos que realizan las operaciones numeéricas que el ordenador necesita.
La implementacién fisica o hardware mediante circuitos electrénicos de estos dispositivos re-
quiere una representacion numérica adecuada de los ndmeros. Normalmente se utiliza una
representacion estdtica, que utiliza una cantidad fija de memoria, siempre la misma, para repre-
sentar cada tipo de nimero. Esta representacién facilita el diseno electrénico de estos circuitos.
Nosotros estudiaremos en este curso sélo representaciones estaticas. Los lenguajes de progra-
macién de alto nivel, como Fortran o C, y la mayorfa de los lenguajes matematicos, como Matlab

y también Mathematica, utilizan este sistema de representacién de nimeros.

Sin embargo, existen también representaciones dindmicas que utilizan una cantidad de memo-
ria variable en funcién de las necesidades de cada nimero concreto, como ntmeros naturales o
numeros racionales, de longitud arbitraria. El programa matemético Mathematica, y Matlab
a través de la Toolbox simbdlica (basada en Maple), permiten aritmética exacta (con nimeros
racionales) de longitud arbitraria, s6lo limitada por la memoria de la maquina. Sin embargo, su
uso se reserva para aplicaciones muy especificas. Practicamente no se utilizan en computacién

cientifico-técnica.
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Estudiaremos la representacién y el almacenamiento de ntimeros naturales, enteros y reales,
éstos ultimos en punto flotante. También se presentard el estandar IEEE-754 de representacion

de nimeros reales.

2.2.1 Numeros naturales y la regla de Horner

Para escribir nimeros mediante simbolos en una hoja de papel se utiliza una representacién en
un sistema numérico. La forma habitual de representar ntmeros utiliza el sistema decimal o
base 10. En esta representacién un niimero natural se representa por una cadena de digitos de

la forma

Un A1 ... a1 ag = ag + a1 10" + -+ + a,, 10",

donde a; € {0,1,...9} y cada digito se ve afectado por un factor de escala que depende de su
posicién. Por ejemplo,

123=1-102+2-10' + 3 - 10°.

Los ordenadores digitales actuales no utilizan la base 10 para representar niimeros y realizar
operaciones aritméticas sino que prefieren el sistema binario o de base 2. Los digitos en este
sistema son 0 y 1, se denominan bits, y se representan fisicamente mediante los dos estados
de conduccién (on) y corte (off) de un transistor funcionando como conmutador. Un ejemplo

sencillo de representacién de ntimeros enteros en base 2 es
(1101)y =1-23+1-224+0-2' +1-2° =8+ 441 =13.

Utilizaremos notacién (-), para indicar la base b utilizada en la representacién de un nimero,
aunque omitiremos dicha notacién para los nimeros decimales (b = 10). Como vemos, para

representar nimeros en sistema binario son necesarios mas digitos que en sistema decimal.

También se pueden utilizar representaciones en otros sistemas de numeracion como el sistema
octal (base 8, a; € {0,1,...,7}, donde cada digito representa tres bits) y el hexadecimal (base
16, a; € {0,1,...,9, A, B, C, D, E, F}, donde cada digito representa cuatro bits). Los sistemas
octal y hexadecimal, sobre todo éste iltimo, facilitan la escritura de ntimeros binarios grandes
y su conversion al sistema decimal, ya que reducen significativamente el niimero de digitos del

nimero; por ejemplo
123 = (1111011)2 = (001111 011)9 = (173)s

= (01111011)3 = (7B)1.
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La utilidad de los sistemas octal y hexadecimal es muy limitada en computacién cientifica y en

analisis numérico.

Hemos visto como pasar un nimero binario a decimal. La operacién inversa, escribir un
nimero decimal en binario, se realiza dividiendo reiteradamente el niimero entre dos hasta que
el cociente sea la unidad; escribiendo este cociente y todos los restos en orden inverso a como
los hemos obtenidos se obtienen los digitos del ntimero en binario. Por ejemplo, pasemos 123 y
124 a base dos,

12361 3015|731 = (1111011)q,

124162 (3115|731 = (1111100)2,

Oy 0] 1] 1111

donde la primera fila de la tabla representa los cocientes y la segunda linea los restos de dividir

entre dos.

Para evaluar un ntimero en una base b mediante un ordenador el procedimiento mas rapido
es utilizar la regla de Horner (que también se utiliza para evaluar polinomios). Escribiremos el

namero de la siguiente forma

anbn‘Fanflbn_l+"'+(lgb2+alb+a0
Cn—1
=ag+b(ag+blag+---+b(apn—2+b(an-1+bay)) ),

Cn—2

y calculamos de forma sucesiva los coeficientes ¢; de la forma
Cpn = A, ¢ = b1 + ag, i=n—1,n—-2,...,0.

De este forma se necesitan solamente n multiplicaciones y n adiciones, y no hay que calcular

ninguna potencia de b de forma explicita.

El algoritmo 2.1 presenta el pseudocddigo para la aplicacion de la regla de Horner. En la

seccion 2.6 se describe en detalle el pseudocédigo que utilizaremos a lo largo de este texto.

2.2.2 Numeros enteros en binario

Para representar un niimero entero en decimal basta anadir, si es negativo, el signo ortografico

menos; por ejemplo, —23. En binario se puede hacer lo mismo, dedicando un bit para el signo;
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Algoritmo 2.1 Aplicacién de la regla de Horner.

function ¢ = horner (a,b)
% a es un vector de digitos de un nimero
% b es la base
% c es el resultado decimal de evaluar dicho numero
b

n=length(a)

c = a(n)

for i=n-1:-1:0

c=b*c+a
end

end

sin embargo, entonces el cero tiene dos representaciones equivalentes +0 y —0. Para evitar esta
duplicidad, en los ordenadores los nimeros enteros de n digitos se presentan en complemento a

dos o por exceso.

En complemento a dos, el bit mas significativo representa el signo del nimero entero. Si
es 0, el niimero es positivo, si es 1 es negativo. El mdédulo de un nimero negativo se calcula,
complementado a uno el ntimero, es decir, cambiando los bits 1 por 0, y los 0 por 1, y luego
suméandole 1. Por ejemplo, utilizando 4 bits, el nimero (0111)y representa el nimero positivo
7, y el nimero (1010)9 representa el valor —6, ya que sumandole uno a su complemento a uno
obtenemos (0101)y + 1 = (0110)s.

Es facil verificar que en complemento a dos el cero tiene una tnica representacién, todos
los bits a cero; ademas, el intervalo de nimeros enteros representables en complemento a dos
con n bits es [-2771 2771 — 1]; finalmente, en orden creciente de representacién, los niimeros
estdan ordenados de la forma 0, 1, 2, ..., 2»~t —1, —2on=1 _9n=l 41 —2 —1. Como
vemos, la ventaja de esta representacion es que el cero se representa como tal, sin embargo,
tiene la desventaja de que cambia el orden de los niimeros enteros ya que los negativos son “més

grandes” que los positivos.

En casi todos los ordenadores los nimeros enteros se representan y almacenan en comple-
mento a dos. La longitud n en bits de un nimero entero suele ser un miltiplo (par) de 8, y segin
ésta se denominan entero corto (short integer), entero (integer), entero largo (long integer), y

entero muy largo (very long integer), cuando n = 8, 16, 32 y 64, respectivamente.

En algunos casos el orden “incorrecto” de los niimeros representados en complemento a dos
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es un problema grave que hay que resolver. La solucién més simple es utilizar la representacion
en exceso a z, que consiste en sumar al nimero decimal la cantidad z y luego representarlo en
binario con n bits. Normalmente, sélo se utilizan z = 2"~ 0 z = 2""1 — 1. Por ejemplo, con
cuatro bits y z = 2"~ = 23 = 8, el ntimero —8 se representa como (0000)2, el —7 como (0001)2,
el 0 como (1000)2, el 7 como (1111)s, y el 8 no es representable con sélo cuatro bits. Animamos

al lector a determinar cémo se representarfan estos ntimeros con z = 2"~ — 1.

Tomando z = 271

, es facil verificar que el cero tiene representacién tnica, el bit mas
significativo a uno y el resto a cero, y que el intervalo de nimeros enteros con n bits es
[-2n~1 27=1 _ 1] el mismo que en complemento a dos, pero ahora en orden creciente encon-
tramos el orden usual, primero los negativos (cuyo bit més significativo es 0) y luego los positivos

(en los que es 1), es decir, =271 —2n=t 41 ... -2 -1,0,1,2,...,2" 1 —1.

La otra posibilidad es tomar z = 2”71 — 1, con lo que el cero se representa con el bit més
significativo a cero y el resto a uno, el intervalo representable es [-2"~! 4 1,2"71] y el orden es
el usual, o sea, —2" "1 +1,..., =2, —-1,0,1,2,..., 2"t —1, 2n" 1,

2.2.3 Numeros reales en punto flotante

Convencionalmente, para representar los niimeros reales se introduce el punto decimal?. De esta

forma, los niimeros positivos menores que la unidad se representan como
Oaias...ap = a110’1 + a210*2 + - +a,107".

Por ejemplo,

0123=1-10"'+2-1072+3-1073,

y de igual forma

456.123=4-10>+5-10+6+1-10+2-10"2+3-1073.

Dado que los niimeros reales pueden tener un nimero infinito de digitos, los ntimeros reales
se representan en un ordenador mediante un formato denominado de punto flotante, que utiliza

sélo un numero finito de digitos.

2En castellano se suele utilizar la coma decimal, reservando el punto para los millares, por lo que se suele
hablar de niimeros en coma flotante. Sin embargo, dado que la mayoria de los programas y lenguajes de ordenador
utilizados para problemas numéricos utiliza el punto decimal, hemos preferido utilizar el punto decimal en este

curso. Ademads, no utilizaremos la coma para los millares, para evitar confusiones.
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Figura 2.1. Representaciéon de los nimeros flotantes positivos en un sistema
(m,e) = (3,2). Los nimeros con asterisco y circulo son normales

y subnormales, respectivamente.

En general, la representacién de un nimero z en punto flotante en una base general b toma

la forma
d d d
E 1 2 E
r=+(0.dydy...dy,)b" ==+ <b+b2+---+b2> ve,  di #£0,

donde 0.d1 ds . . . d,, es la mantisa M y E es el exponente entero del niimero en punto flotante. La
condicién dy # 0, o de normalizacién del nimero, se impone para asegurar la representacién tnica
de cada ntmero en punto flotante. Dado un niimero real € IR escribiremos su representacion
en punto flotante como fl(z), y denotaremos al conjunto (finito) de todos los niimeros flotantes

como IF, de forma que fl(z) € IF C IR.

La precision, también llamada ntimero de digitos significativos, de un ntimero flotante viene
determinada por el nimero de digitos m de su mantisa. Por ejemplo, una mantisa de 24 digitos
binarios corresponde a unos 7 digitos decimales de precision, y una de 52 a unos 16. Hay que
tener en cuenta que cuanto mayor es la precision utilizada mayor es el almacenamiento necesario

para guardar el niimero y més tiempo de computo es necesario para realizar operaciones con él.

El conjunto de numeros flotantes no estd distribuido de forma uniforme entre el flotante
maximo y el minimo. En la figura 2.1 se representan todos los ntimeros flotantes positivos con
una mantisa de tres digitos binarios y un exponente de dos digitos binarios, es decir, —1 < F < 2.
Como se puede ver en la Figura 2.1, la densidad de los niimeros se reduce conforme nos alejamos

del origen.

2.2.4 El formato en punto flotante IEEE-754

Existen varios formatos para la representaciéon de nimeros flotantes en un ordenador, aunque
el estandar, y por ello el utilizado en la mayoria de los ordenadores, pero no en todos, es el
formato ANSI/IEEE standard 754-1985 [1, 23, que llamaremos IEEE-754 para abreviar. Este

3 ANSI significa American National Standards Institute y es la organizacién nacional de estdndares de EEUU.

IEEE significa Institute of Electrical and Electronic Engineers y es la organizacién cientifica més importante en
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m—1

+ | eresez---e11 | mimamsg - - ms

Figura 2.2. Representaciéon de un nimero flotante en binario con e 4+ m bits
(arriba) y representacién de un nimero en doble precisién o de
e +m = 64 bits (abajo).

estdndar ANSI/IEEE fue preconizado por W. Kahan y utiliza un sistema de representacién
desarrollado previamente por I.B. Goldberg [3]. En este formato los nimeros flotantes se rep-
resentan en sistema binario (base 2), con m y e bits para la mantisa M y para el exponente E,
respectivamente, como aparece en la figura 2.2. De esta forma la representacién de un nimero
flotante requiere de m + e bits, niimero que normalmente es un miltiplo par de 16 (2 bytes). Se
pueden representar nimeros en precisién simple (float), doble (double) y cuddruple (quadruple)

que tienen 32 (e = 8), 64 (e = 11) y 128 (e = 15) bits de longitud, respectivamente?.

Para concretar estudiaremos el formato de doble precisiéon, hoy en dia el méas utilizado, que
tiene m = 53 bits de mantisa y e = 11 bits de exponente. Como el primer digito de la mantisa,
que esta normalizada, debe ser necesariamente di; = 1, se aprovecha este bit para almacenar
en su lugar el signo de la mantisa. Este formato permite representar +0 y —0, lo que a veces
puede ser ventajoso. Se reservan e = 11 digitos binarios para el exponente y su signo. Este
niimero entero se representa en exceso a 27! — 1 = 1023, por lo que se pueden representar sélo
los ntimeros enteros en el rango [—2¢71 + 1,271 = [~1022,1024]. El exponente méximo 1024,
se reserva para representar los niimeros excepcionales +o0o y NaN (Not a Number). Los primeros
se representan cuando la mantisa es 0 y se producen cuando una operacién aritmética genera un
nimero mas grande que el maximo representable, es decir, se produce un desbordamiento por
exceso u overflow. NaN se genera en operaciones aritméticas de resultado no determinado, como

0/0, 0o — 00, 0o/00, etc.

De esta forma, dados el bit de signo S, los 52 digitos binarios de la mantisa M y el exponente

E representado como decimal positivo, el nimero flotante resultante es

(=1)% x (1.M)y x 2871023, (2.1)

Es facil observar que hay ntimeros binarios de 64 bits que representan ntimeros flotantes con

el mundo de la ingenieria eléctrica.
4En el sistema IEEE-754 existen otros tipos de niimeros, los extendidos, que no estudiaremos.
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E en binario E Valor numérico

(00000000000)2 0 +0, si m; =0,V

(00000000000)2 0 :l:(O.m1m2m3 ce T7’L52)2 x 21022

(00000000001)2 1 i(l.mlmgmg N -m52)2 X 271022

(00000000010)2 2 :t(l.mlmgmg .. -m52)2 x 21021

(01111111111)5 | 1023 | £(L.mymoms - - - msz)s x 2°

(10000000000)2 | 1024 || £(1.mymaoms---msz)e x 2!

(11111111110)5 | 2046 || F(1.mymams---msg)a x 21023

(11111111111)9 | 2047 Fo0 si m; =0, Vi,

(11111111111)5 | 2047 NaN si 3, m; # 0.

Tabla 2.1. Formato binario de todos los niimeros flotantes de doble precision.
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Parametro

simple

doble

cuadruple

posibles niimeros (2"1¢)

~ 232 = 4.295 x 107

~ 264 — 1,845 x 1019

~ 2128 — 3,403 x 1038

precisiéon (m bits)

24

53

113

épsilon maquina

2723 =1.192 x 1077

2752 =929220 x 10716

2-112 — 1 926 x 10734

digitos decimales ~ 7 ~ 16 ~ 34
exponente (e bits) 8 11 15
exponentes posibles [—126,127] [—1022, 1023] [—16382,16383]
maximo normal 3.403 x 10%® 1.798 x 10308 1.190 x 104932
minimo normal 1.175 x 10738 2.225 x 107398 3.362 x 1074932
minimo subnormal 1.401 x 10745 4.941 x 1073% 6.475 x 104966
en FORTRAN REAL*4 REAL*8 REAL*16
en C float double long double
en Matlab NO ST NO

Tabla 2.2. Resumen de los pardmetros de los numeros simple, doble y

cuddruple en formato IEEE-754.

(©Copyright 1985 by The In-

stitute of Electrical and Electronics Engineers, Inc. [1]

exponente 0 que no se utilizan en el sistema descrito hasta ahora, ya que la mantisa siempre esta

normalizada. Para aprovechar dichos valores se definen los niimeros subnormales, y se denomina

normales a los que tienen la representacién (2.1). Los nimeros subnormales no tienen la mantisa

normalizada y permiten representar ntimeros mucho mas pequenos, en valor absoluto, que los

que se obtienen con los niimeros normales. El valor representado por un nimero subnormal con

signo S, mantisa en binario M y exponente decimal siempre £ =0 es

(=1)% x (0.M)y x 271022,

En la tabla 2.1 se muestra la representacion en binario de todos los niimeros flotantes en

doble precisién, incluyendo cémo calcular su valor numérico en decimal.

Se denomina épsilon de la maquina ¢ al valor asociado con al iltimo digito representable en
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la mantisa cuando el exponente es cero, es decir, se define como

e=min{e € F: fl(l+e€)#1}.

La representacién binaria (no normalizada) de este ntimero es la siguiente

10 51
—_— P —
0 | (011---11)5 | (000---0001),

+| E=0 M= (1)

que nos da su valor en doble precisién ¢ = 2752 = 2.22 x 10716, El lector puede determinar

como ejercicio la expresion normalizada del épsilon de la maquina en doble precisién.

En la tabla 2.2 se presenta un resumen de los pardametros mas significativos de la rep-
resentacién flotante tanto de los nimeros en precision doble, como simple y cuadruple. En
concreto se presenta una estimacién del nimero total de posibles niimeros, la precisién de éstos
o numero de bits de la mantisa, el épsilon de la maquina, la precisién en decimal aproximada, el
numero de bits del exponente, el rango de exponentes enteros posibles, el nimero normal més
grande, el nimero normal mas pequeno, el niimero subnormal méas pequeno, y cémo se repre-
sentan estos tres formatos en los lenguajes FORTRAN y C. En Matlab sélo se puede utilizar el

formato de doble precisién, que de hecho es el méas utilizado de todos.

Algunos ejemplos de niimeros representados en flotante aparecen en la tabla 2.3. Con objeto
de abreviar la tabla, asi como de practicar con el formato IEEE-754 de simple precisién, hemos
utilizado éste en lugar del de precisién doble. Es un ejercicio recomendable para el lector el

pasar dichos nimeros a dicho formato.

Dado que existe un nimero finito de nimeros flotantes, como indican las tablas 2.2 y 2.1,
y que existe un numero flotante méas pequenio, minimo subnormal en la tabla, cuando en una
operacion aritmética se produce un nimero ain més pequeno, y por tanto no representable, se
dice que se ha producido una excepcién por desbordamiento por defecto o de tipo underflow.
Por otro lado también existe un nimero flotante mayor, maximo normal en la tabla, y cuando se
produce un ntmero ain mayor se eleva una excepcion por desbordamiento por exceso o de tipo
overflow. Para evitar abortar la ejecuciéon del programa cuando se producen excepciones por
overflow, en el formato IEEE-754 se utilizan los ntimeros oo para representar los estados de
desbordamiento por exceso, y para evitarlo en excepciones por underflow, en el formato IEEE-
754 se generan numeros subnormales cada vez méas pequenos que finalmente alcanzan el valor
+0.
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Mantisa

23 bits

Ntumero Signo Exponente
1 bit 8 bits
7/4 0 01111111
—34.432175 1 10000100
—959818 1 10010010
+0 0 00000000
-0 1 00000000
€ 0 01101000
real_min 0 00000001
real_max 0 11111110
+00 0 11111111
NaN 0 11111111
27128 0 00000000

11000000000000000000000

00010011011101010001100

11010100101010010100000

00000000000000000000OCOOQO

00000000000000000000O0O00O

0000000000000000O00000OOO0O

0000000O0O00000OOOCOOOOOOOO

117111111111111111111111

117111111111111111111111

11010100101010010100000

01000000000000000000000

Tabla 2.3. Algunos ntmeros y su formato binario en simple precisién [8].
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2.3 Errores, condicionamiento y estabilidad numérica

Los nimeros reales representados en punto flotante son los més utilizados, con diferencia, en
computacion cientifica. Como hemos observado al normalizar un nimero real se comete un
error. Incluso nimeros con una representacion finita en decimal, como 0.1, o 27.9, tienen una
representacion binaria infinita, tienen decimales binarios periddicos. Por ello, cuando estos
numeros se almacenan en punto flotante se debe “cortar” este ntimero a una cantidad finita de
bits, y se incurre en un error de representacion flotante. Estos errores, de truncado o redondeo,
son inevitables en toda computacién cientifica. Tenemos que estudiar cuanto valen estos errores
y cémo medirlos. Ademads, cuando un ordenador realiza operaciones elementales como sumar o
multiplicar nimeros también incurre en un error adicional, que como veremos es similar al de

normalizacion.

Un método numérico conlleva la realizacién de gran nimero de operaciones aritméticas,
todas y cada una de ellas incurren en errores pequenos. KEstos pequenos errores se pueden
acumular y crecer catastréficamente conforme aumentan el nimero de operaciones conduciendo
a un resultado final de muy baja exactitud. Estudiaremos como medir los errores de un método
numérico como un todo, asi como de qué manera determinar si un método sufre crecimiento de

los errores (es numéricamente inestable) o no (es numéricamente estable).

Una manera de medir si un método es inestable es estudiando su sensibilidad o condi-
cionamiento a los errores. Veremos cémo se puede calcular una medida de este concepto. A
veces, operaciones muy sencilas, como la suma o la resta, pueden incurrir en una gran pérdida

de exactitud en el resultado. Como ejemplo presentaremos el caso de la cancelacién catastrofica.

El condicionamiento de un algoritmo numérico para resolver un problema dado, su estabi-
lidad numérica, estd relacionado con la propia estabilidad del problema original. Un problema
inestable conducira a métodos numéricos inestables. Pero para un problema estable también es
posible que algunos métodos sean inestables. De ahi que el condicionamiento y la estabilidad

numérica de un método sean factores importantes a estudiar.

2.3.1 Errores relativos de truncado y redondeo

Un punto importante a no olvidar es la diferencia entre precisién y exactitud. Al representar un
numero real en un ordenador se comete un error. Este error se denomina precisiéon del niimero
y depende sélo del formato de representacién que se utilice. Cuando se obtiene un resultado
tras aplicar un método numeérico, el error de este resultado nos da la exactitud del mismo. El

resultado puede, como numero representado, tener una precision alta aunque su exactitud sea
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baja. La exactitud depende de como se han acumulado los errores en el resultado. Ademas, se
puede obtener un resultado de mayor exactitud que la precisiéon con la que se opera, por ejemplo,
cuando se utiliza para simular aritmética de mayor precisién, o se utiliza aritmética de precision

infinita.

Para medir este error hay dos procedimientos posibles, calcular su error absoluto y su error

relativo (también llamado porcentual).

El error absoluto e, de un ntimero b como aproximacién a otro numero a es la diferencia
entre ellos, e, = b—a, luego b = a+e,. A veces se define este error en valor absoluto, e, = |b—al.
Por ejemplo, si b aproxima a a = 22.43 con un error absoluto e, = 0.01221, entonces b = 22.44
coincide con a en aproximadamente 4 digitos. Sin embargo, con ese error absoluto, pero con
a = 0.02243, el ntimero b = 0.03464 no coincide con a en ninguno de sus digitos. Aunque un
error de 0.01 pueda parecer pequeno, lo sera sélo si el nimero original es grande. Por ello, el

error absoluto no nos permite decidir correctamente si un error es grande o no lo es.

El error relativo e, de un niimero b como aproximacién a otro a se define como

h—
er = a, b=a+ea=a(l+e,).
a

A veces se define utilizando valores absolutos. El lector observara que para a = 0, el error relativo
es infinito, lo que es correcto, ya que todo nimero, por muy pequeno que sea, es infinitamente

grande comparado con cero, y todos sus (infinitos) digitos pueden ser diferentes de cero.

Tlustremos el error relativo con el ejemplo anterior. Sea b un niimero que aproxima con un
error relativo e, = 0.01221 a a = 22.43, entonces b = 22.70 cuyos dos digitos mas significativos
coinciden con a. Para a = 0.02243, con el mismo error relativo, tenemos b = 0.02270, que
también coincide en dos digitos significativos con a. De esta forma vemos que el error relativo nos

indica claramente el niimero de digitos en los que coinciden el niimero original y su aproximacién.

Podemos interpretar el error relativo de forma porcentual, si lo multiplicamos por 100. Por
ejemplo, el error relativo e, = 0.01 significa un error del 1%. Cuando decimos que dos ntimeros

se aproximan hasta en un 5% queremos decir que su error relativo es de 0.05.

Para representar un ntimero real en un ordenador hay que elegir un niimero en punto flotante
adecuado. A priori, se deberia elegir el mas cercano, sin embargo esto no es posible siempre
salvo que conozcamos todos los digitos de dicho niimero y eso no es posible en muchos casos.
En la préactica necesitamos un procedimiento que sélo requiera, como mucho, un tnico digito
mas de los necesarios para representar el nimero. Utilizando esta condicién tenemos que hay

dos posibilidades, el truncado y el redondeo.
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Supongamos que queremos representar un nimero real x con una mantisa de m digitos.
El truncado consiste en escoger los m digitos méds significativos de x. No se necesita conocer
ningun digito més del nimero real a representar. El redondeo, por otro lado, necesita conocer el
digito siguiente, el (m + 1)-ésimo, y segun este digito esté en {0,1,2,3,4}, o en {5,6,7,8,9}, el
resultado es diferente. En el primer caso se cogen los m primeros digitos directamente, como en
el truncado. En el segundo caso, se le suma una unidad al digito menos significativo, el m-ésimo,
a los m primeros digitos, y el resultado es lo que se representa. Consideremos los nimeros reales
2/3 = 0.6666---, y 0.25977 -, que tiene un numero infinito de digitos en el sistema decimal.
Consideremos una representaciéon en punto flotante sencilla con una mantisa de m = 3. El

redondeo y el truncado conducen a

redondeo(2/3) = (0.6666 . ..) = 0.667, redondeo(0.25977...) = (0.2597...) = 0.260,

truncado(2/3) = (0.6666...) = 0.666, truncado(0.25977...) = (0.2597...) = 0.259.

;Cudl de los dos procedimientos es el mejor? Obviamente, el redondeo que, para 2/3 incurre en
un error aproximado de 3 x 10~% cuando el de truncado es de —6 x 10~*, aproximadamente el
doble, y para 0.25977...son de —2 x 10~* y 7 x 1074, respectivamente. El redondeo incurre en

un error menor por lo que es la operacién usada habitualmente.

Consideremos una mantisa con m = 3. El error de truncado maximo ocurre para los
numeros cuya expresiéon decimal acaba en 9 periddico, como 0.667 = 0.6669999 - - -, y es igual a
0.9999 --- x 10~% = 10~%. Por ello, el error relativo maximo de truncado es igual al dltimo digito

representable (0.001 en el ejemplo previo).

El error de redondeo maximo se produce con los niimeros que tienen una expresion decimal
acabada en un 4 maés infinitos digitos 9, como 0.6665 = 0.66649999 - - -. Estos nimeros, como no
se pueden calcular sus infinitos digitos, son redondeados con el error maximo 4.999--- x 1074 =
5 x 107%. Por ello, el error relativo maximo de redondeo es igual a la mitad del dltimo digito
(0.0005).

Estas conclusiones obtenidas en el sistema decimal son igualmente ciertas en el sistema
binario. Considerando de nuevo m = 3 pero en base 2, el error de truncado maximo ocurre
para los nimeros que en binario acaban en (1) periédico, como (0.01011111 - - )2, que se trunca
a (0.010)2, con un error maximo de (0.00011111--+)s, es decir, (0.001)2, que es igual al ultimo
digito representable. El truncado de niimeros representados en el sistema IEEE tiene como error

maximo exactamente el épsilon de la maquina. Con m digitos es igual a 27,

En binario, cuando redondeamos el nimero (0.01011111---)2, obtenemos (0.011)2, que es

un valor exacto. El error de redondeo maximo lo podemos observar al redondear el niimero
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(0.01001111 - - +)9, que nos da (0.010)2, con error (0.00001111---)5 = (0.0001)2, que es la mitad

del valor del dltimo digito. Para una mantisa con m digitos, serd 271,

En resumen, hemos mostrado cémo el error relativo maximo cometido al truncar un niimero
es igual al épsilon de la méquina, e, y al redondearlo es la mitad, £/2. Este tltimo valor se
denota u, y se denomina unidad de redondeo, u = £/2. Es la cantidad més til asociada a
un formato de representacién flotante, y la méas ubicua en el mundo del andlisis de errores de
redondeo, por ello aparecerd en todos los andlisis de errores que presentaremos en este curso.
En el sistema IEEE-754 de doble precisién el error maximo de redondeo o unidad de redondeo

es igual a 2753,

2.3.2 Operaciones aritméticas basicas en punto flotante

Las operaciones basicas de la aritmética tienen su equivalente en los ordenadores en las llamadas
operaciones en punto flotante, que tienen en cuenta los errores en la representaciéon de los
nimeros. Ilustraremos estas operaciones en un formato de representacién numérica en decimal.
Lo méas importante a observar es que estas operaciones siempre incurren en error, que habra de

ser tenido en cuenta en los andlisis de errores que realizaremos a lo largo de este curso.

Suma (adicién) y resta (sustraccién). Para sumar (restar) nimeros flotantes se igualan los

exponentes, se suman (restan) las mantisas y luego se normaliza el resultado (se representa como

numero flotante).

Veamos un ejemplo del modus operandi. Sean z = 0.235 = 0.235 - 10°, e y = 0.00123 =
0.123 - 1072, entonces

fllz +vy) = £1(0.235 - 10° + 0.00123 - 10°) = 0.236 - 10°  0.23623 = x + y.

Como vemos, el resultado tiene error, en este caso, un error absoluto de 0.00023, que corresponde

a un error relativo de 9.7 x 10™4, que indica que todos los digitos del resultado son correctos.

Tomemos otro ejemplo, sean x = 1867 = 0.1867 - 10%, e y = 0.32 = 0.3200 - 10°, se tiene
fl(x +y) = f1(0.1867 - 10* + 0.000032 - 10*) = 0.1867 - 10* # 1867.32 = = + v,

que como vemos también tiene error.

De hecho, aunque no haya error en la representacién flotante de los operandos, z = fl(x)
e y = fl(y), como ilustran los anteriores ejemplos, casi siempre hay error en el resultado de su
suma = +y # fl(x +y). Por ejemplo, en el segundo ejemplo el nimero més pequeinio no se ha

tenido en cuenta; sin embargo, el resultado es tan exacto como los operandos.
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Como 1ltimo ejemplo tomemos dos nimeros préximos entre si y consideremos su resta.
Sean dos nimeros de 6 digitos de precisién, x = 0.467546, e y = 0.462301, que podemos
representar sélo con cuatro digitos como fl(z) = 0.4675, y fl(y) = 0.4623, y que al ser restados
nos dan fi(x —y) = 0.0052. Como vemos aunque el resultado es exacto para la suma de los
numeros flotantes, de cuatro digitos de precision, no asi con respecto a los ntimeros originales,
que tenian seis digitos. De hecho el resultado ha perdido digitos, sélo tiene dos digitos de
precisién, cuando los operandos tenian cuatro. Este fenémeno de pérdida de digitos de precisién
se denomina cancelacién, o diferencia cancelativa, y puede ser peligroso (cancelacién catastréfica)
si el resultado de la resta es utilizado posteriormente en otras operaciones, pues para ellas, uno
de los operandos tiene sélo dos digitos de precision. Estudiaremos el fenémeno de la cancelacién

en detalle méas adelante.

Producto (multiplicacién) y cociente (divisién). Para multiplicar (dividir) nimeros flotantes

se multiplican (dividen) las mantisas, se suman (restan) los exponentes y luego se normaliza el

resultado.

Veamos un ejemplo sencillo. Sean x = 1867 = 0.1867-10%, e y = 0.201 = 0.201-10°, entonces

fl(zy) = f1(0.1867 - 10* x 0.2010 - 10°) = f1(0.0375267 - 10%) = 0.3753 - 10> # z v,

fl(z/y) = f1(0.1867 - 10*/0.2010 - 10°) = f1(0.928855. .. - 10*) = 0.9289 - 10* # 2 /y.

En relacién a las operaciones aritméticas en coma flotante es importante notar varios puntos.
Primero, siempre se cometen errores cuando se realizan operaciones aritméticas con ordenadores,

es decir,

) £z, fllety) #xty, fley) #xy,  flz/y) #x/y.

Aunque el resultado sea exacto, se puede haber producido una pérdida de digitos significativos,
como en el caso de las diferencias cancelativas, que a todos los efectos podemos interpretar como

un error.

Segundo, todos los coprocesadores matemdticos estan disefiados para cometer un error
maximo igual a la unidad de redondeo, u = €/2, al realizar cualquiera de las operaciones elemen-
tales (incluidas la evaluacién de raices cuadradas, logaritmos, trigonométricas, etc.). Para ello,
muchos procesadores utilizan los llamados digitos de reserva, digitos adicionales que se utilizan
internamente durante los célculos que permiten garantizar que el resultado de una operacién con
numeros flotantes tiene como resultado un nimero flotante redondeado de forma exacta (por

ejemplo, los coprocesadores Intel ix87 utilizan internamente 80 digitos para operar con niimeros
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en doble precisién de sélo 64 digitos). Un estudio de los efectos de los digitos de reserva en los

errores estd fuera de los objetivos de este curso.

Tercero, las operaciones de suma y multiplicacién flotantes son conmutativas, pero no son
asociativas ni distributivas. Por ejemplo, aunque x +y+ 2z = (x +y) + z = 2 + (y + 2), se tiene
que

Az +y) +2) # filz + fi(y + 2)),

y por tanto el orden con el que se opera es importante por cuanto afecta a cémo se acumulan
los errores. Un orden adecuado puede llegar a reducir los errores en el resultado final. Y por el

contrario, un orden inadecuado puede incrementar éstos.

Y cuarto, en algunos libros se denotan las operaciones flotantes rodeando su simbolo con
un circulo, es decir, @, ©, ® y @ representaran la suma, resta, multiplicacién y cociente,

respectivamente, de niimeros flotantes, de forma tal que

rey=filety), woy=flvy),

Esta notacion puede ser més clara en algunos casos, pero en este curso seguiremos utilizando la

notacién fl que se debe a Wilkinson [14].

2.3.3 Errores progresivos, regresivos y estabilidad numérica

Sea ¢ una aproximacién numérica a y = f(x) calculada con una aritmética flotante de precisién
(unidad de redondeo) u, donde f es una funcién escalar de variable escalar. ;Cémo podemos

determinar la “calidad” de g7 [9] Lo méas directo es estudiar los errores absoluto y relativo de g,

X Y=y

A estos errores se les denomina errores hacia adelante o progresivos (forward errors). En el
caso ideal desearfamos que § tuviera un error relativo muy pequeno, e,(J) = u, pero esto en la

practica es muy dificil de conseguir.

Podemos interpretar ¢ como la evaluacion exacta de la funciéon f sobre un dato inicial
perturbado, § = f(x+ Axz). En general, si existe tal Az, nos gustaria que fuera lo més pequeno
posible. El minimo de todos estos valores se denomina error hacia atras o regresivo (backward
error). El error regresivo fue introducido por Wilkinson [14] en la década de 1960 para analizar

la propagacién de errores en problemas de algebra lineal numérica [9].

Aunque puede parecer que el error regresivo es mas dificil de calcular que el progresivo,
Wilkinson demostré que en realidad se da todo lo contrario, y en muchos problemas es més facil

estimar este error.
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Se dice que un método para calcular y = f(z) es estable a errores regresivos (backward
stable) si para todo x produce un valor calculado § con un pequeno error hacia atras, es decir,
g = f(x 4+ Ax) para algin Az pequeno. La definicién de “pequeno” depende del contexto. No

todos los métodos para resolver un problema son estables a errores hacia atras.

En algunos problemas no es posible determinar el error regresivo, pero se puede determinar

un error mixto progresivo-regresivo de la forma
g+Ay=flz+Az), |Ayl<elyl, |Az|<nlzl,

donde € y 1 son suficientemente pequenos. También se puede definir el error mixto progresivo-

regresivo mediante errores relativos
g1+ 6y) = f(z(1+6z)),  [dy|<e, [ox|<n. (2.2)

Estas definiciones incluyen como casos particulares al error progresivo y al regresivo.

En general, se dice que un método numérico es numéricamente estable® si es estable en el
sentido del error mixto progresivo-regresivo. Por ello, un método estable a errores regresivos es

numéricamente estable.

2.3.4 Numero de condicionamiento

La relacién entre los errores progresivos y regresivos en un problema estd gobernada por el
condicionamiento de éste, es decir, por la sensibilidad de la soluciéon a cambios en los datos

iniciales.

Consideremos el problema de evaluar y = f(x) mediante un método que conduce a una
solucién aproximada ¢§ que es numéricamente estable a errores mixtos progresivos-regresivos,
definimos el nimero de condicién o condicionamiento de dicho método como el cociente entre
los errores relativos del resultado y de los datos,

WA@Y = 3L i1+ dy) = S0+ 60)). (2.3

Es importante notar que el nimero de condicién se refiere a un método para evaluar la funcidn,
y que varios métodos distintos pueden tener nimeros de condicién muy diferentes. A veces,

estimaremos el nimero de condicién utilizando cotas de los errores relativos (2.2), k{f(z)} ~ ¢/n.

SLa palabra estable y el concepto de estabilidad numérica se utilizan en métodos numéricos, y por ello apare-
cerdn en este curso, con varios sentidos y significados ligeramente diferentes. El lector debe tener cuidado en

diferenciarlos claramente segtn el contexto.
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El concepto de ntimero de condicién también se puede aplicar a funciones vectoriales de variable

vectorial, dejamos al lector como ejercicio la formalizacién de esta definicién.

Cuando el método para evaluar la funcién f(x) es estable a errores regresivos, y = f(z+Ax),

y ademds f(z) es doblemente diferenciable®, podemos escribir por Taylor

A 2
§—y=fle+Ar) = f(2) = f@) Do+ [z +0Ax) S, 6€(0,1),
que acotando el miembro derecho de esta expresion, el error absoluto cometido, da
y—vy zf /(33)) Az 2
= — + O(Az?),
= () ot

de donde obtenemos nimero de condicién como

r{f(2)} =

También podriamos haber escrito
g-—y=flz+Az) - f(z) = flle + pAz) Az,  pe(0,1),

para obtener

~

2 fi@+pde)| o f(@)
f() f@) |

En general, para un método numérico que no sea numéricamente estable, se puede definir el

r{f(2)} =

nimero de condicion dado un error relativo, acotado por €, como el valor absoluto del cociente
entre los errores relativos del resultado y los datos, cuando éstos son perturbado con error
relativo acotado por €. En nuestro caso, perturbaremos el argumento de la funcién con €, lo que

nos dara el nimero de condicién,

L e = e e (R

De nuevo podemos calcular el niimero de condicionamiento de una funcién doblemente diferen-

ciable, f(x) € C?, utilizando su desarrollo de Taylor

fle+e) = f(z)+ f'(x) e+ O(e?),
estimando su nimero de condicionamiento mediante la expresion aproximada,

F@ye+ 0 | o)
/(@) f@)

r{f(2)} =

STambién se llama funcién de clase dos.
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es decir, que el nimero de condicionamiento es el cociente entre el cambio en la funcién, medido

por su derivada, y el cambio relativo en el argumento, medido por el cociente f(x)/x.

Un numero de condicién grande indica que la funcién cambia mucho al experimentar
pequenas variaciones en sus argumentos, y por tanto serd muy sensible a los errores de redondeo
cometidos al sustituir un numero concreto por su representacién en punto flotante. Cuando
el nimero de condicionamiento es mucho mayor que la unidad se dice que el problema esta
mal condicionado; en caso contrario, se dice que el problema estd bien condicionado. Como el
numero de condicién depende de z, el condicionamiento de un método para evaluar una funcién

depende también de su argumento.
Ejemplo 2.1 Considere la funcion f(z) = logx.

Su ntumero de condicién es
1

K@) = |

que es muy grande para x ~ 1. Ello significa que un pequeno cambio en x produce un cambio

)

muchisimo mayor en logx para x cercanos a la unidad.
Ejemplo 2.2 . Considere la suma de n nimeros [11],

s=x1+ 22+ + ap.

Su condicionamiento se puede estudiar perturbando ligeramente cada uno de los datos, sea
con un error relativo de |7;| < e. Operando con aritmética exacta obtendremos para la suma
aproximada

s=x1(1+m)+wa(L+m)+-- -+ 0 (14 na).

Para calcular el nimero de condicién de la suma es necesario estudiar el error relativo de la

suma respecto del error relativo de los datos, sea su cota, €. El error absoluto de la suma es
S—s=x1m+x2m2+ 4 Ty M-

Tomando valores absolutos y acotando los errores relativos de los sumandos, obtenemos
5= s| < (Joa| + [wa] + - + [zal) €,

que conduce a la siguiente expresiéon para el error relativo, y con él para el ntimero de condi-
cionamiento de la suma,

_ |z1| + |2 4+ - - + |z
lv1 + a2+ ]
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Este nimero de condicionamiento puede ser grande, indicando una pérdida de exactitud en el
resultado de la suma. Las diferencias cancelativas son un claro ejemplo de niimero de condicién

grande, ya que para ellas, |z1| + |z2| > |z1 + 22|, con 92 < 0 < z7.

La importancia del nimero de condicién no estd sélo en que nos acota (muchas veces de
forma muy pesimista) el error relativo del resultado en funcién del de los datos, sino que nos
indica posibles causas por las cuales la evaluacion de la funcién es susceptible de sufrir grandes
errores. Estas causas, a veces, pueden ser evitadas con una reescritura conveniente de la funcién
a evaluar, con el correspondiente incremento en exactitud para el resultado. Por ejemplo, para
la suma, sumar por un lado todos los operandos positivos, y por otro los negativos, y luego
restar el resultado conduce a una reduccién en el nimero de condicionamiento y por tanto un

menor error en el resultado final.

Hay una regla empirica observada casi siempre entre el error progresivo, el regresivo y el

numero de condicionamiento cuando éstos se definen de una forma consistente entre si [9],
error progresivo < nimero de condicién X error regresivo,

donde muchas veces se da la igualdad. Esta regla empirica significa que la solucién calculada
para un problema mal condicionado puede tener un gran error progresivo, incluso si tiene un

error regresivo pequeno.

2.3.5 Cancelacion catastréfica

En secciones anteriores hemos observado que al sumar (restar) ntimeros de diferente (igual)
signo, y de médulo muy parecido, se produce una pérdida de digitos significativos en el resul-
tado, incluso cuando éste es exacto. Este fendmeno se denomina cancelacién. En principio,
la cancelacién no es algo malo. Sin embargo, si el resultado de ésta se utiliza en operaciones
sucesivas, la pérdida de digitos significativos puede generar la propagacion de errores que pueden

reducir fuertemente la exactitud del resultado final, y se produce una cancelaciéon catastrofica.

Ejemplo 2.3 llustremos la diferencia entre cancelacion y cancelacion catastréfica.

Sean =z = 0.732112, y = 0.732110. Con aritmética de 5 digitos de precisién (tamano de la

mantisa), éstos y su diferencia se representan como sigue
fi(z) = 0.73211, fi(y) = 0.73211,

fllx —y) =0 # 2 —y = 0.000002 = 0.2 x 1075,
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Como vemos en este caso limite, se han perdido todos los digitos significativos en el resultado,
sin embargo, éste es el valor exacto de la resta de los nameros flotantes. Esta cancelacién no es

realmente peligrosa. Sin embargo, si utilizamos este resultado en una operacién posterior, como

Afllz —y)*xy) =0# (x —y) *y = 0.14642 x 1075,

el resultado es completamente inexacto. Todos los digitos son erréneos, se ha producido una

cancelacién catastréfica.
Ejemplo 2.4 Consideremos la funcion f(z) =1 — cos(z).

Incluso en la evaluacién de una funcién tan sencilla como ésta, se pueden producir cancelaciones
catastréficas. Como f(0) = 0, para numeros pequenos, |z| =~ 0, se producird una pérdida
de digitos significativos. EIl niimero de condicién de esta funcién nos permite comprobar esta

situacién, ya que
x f'(x)
f(x)

que para |z| < 1 nos da un nimero de condicién que crece hacia infinito.

x sin(x)

r{f(2)} =

)

1 — cos(x)

El lector observard que para |z| — 0, podemos aplicar Taylor para evaluar el nimero de
condicién, con lo que obtenemos
2

{f@)} =2- %+ 0(),

que indica que el problema esta bien condicionado. ;Cémo es posible ésto? En realidad, al aplicar
Taylor estamos cambiando el método numérico para evaluar la funcién f(x) lo que implica que
el nimero de condicién puede cambiar. Si evaluamos la funcién f(z) cerca de 0 mediante serie

de Taylor obtenemos

que claramente no tiene diferencia cancelativa alguna. El ntmero de condiciéon que hemos
obtenido mediante el desarrollo en serie de Taylor nos informa que aplicar Taylor a la funcién

nos permite evitar la diferencia cancelativa.

Este ejemplo muestra como, en muchos casos, es posible evitar las diferencias cancelativas
con una re-escritura adecuada de la funcién a evaluar para los valores para los que éstas se
dan. También ilustra que para evitar diferencias cancelativas es necesario determinar para qué
valores del argumento se producen éstas, y aproximar la funcién para valores cercanos utilizando

desarrollo en serie de Taylor. En algunas ocasiones es posible evitar el caracter aproximado del
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desarrollo de Taylor utilizando una reescritura apropiada de la funcién, sin embargo, esto no
es posible siempre y, en su caso, requiere cierta practica e intuicién, como ilustra el siguiente

ejemplo.
Ejemplo 2.5 Cdlculo de las raices de una ecuacion cuadrdtica.

Las raices de una ecuacién cuadritica (o de segundo grado) se pueden obtener mediante la

formula clésica

B bt Vb2 —4ac
a 2a '

Para b?> > 4ac hay dos raices reales. Sin embargo, para b®> > 4ac, se puede producir una

az? +br+c=0, T4

cancelacion catastrofica para la raiz x4 si b > 0, o para la raiz x_ si b < 0; en cada caso la otra

raiz no sufre problema alguno.

Tlustremos este fenémeno con un ejemplo [13]. Paraa = 1, b = —10° y ¢ = 1, que cumple

que b? > 4ac, las raices exactas redondeadas a 11 digitos decimales son
x4+ = 99999.999990, x— = 0.000010000000001,

sin embargo si utilizamos la férmula y una calculadora con 11 digitos decimales obtendremos,

como el lector puede comprobar ficilmente a mano,
x4+ = 100000.00, z_ =0,

donde vemos que la primera raiz se ha obtenido con gran exactitud, pero la segunda es comple-

tamente inexacta. Esta raiz ha sufrido una cancelacién catastroéfica.

Consideremos el caso b > 0. Como en el ejemplo anterior, utilizando Taylor adecuadamente,

podemos evitar este problema,

—b+Vb? —4dac _b‘i_b\/l_%

2a 2a
1 2ac c 1 rac\2
~— | — 1——4+.-- = —- — == .
g (e (1)) =5+ 0 (R (5R))

Maés aun, incluso sin utilizar Taylor, operando de la siguiente forma, también podemos evitar

Ty =

la cancelacion,

Ty = .
2a 2a (—b—\/b2—4ac> b+ Vb2 —4ac
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Fl caso b < 0 se trata exactamente igual. De hecho, se puede utilizar la formula siguiente

o — —(b+sign (;))a\/b2 - 4ac). (2.4)

Una vez determinada una de las raices de la ecuacion, la otra se puede obtener facilmente,

ya que
a(x—x1) (z — z2) :axQ—a(:cl—i-xg)x—i-axlmg =0,
conduce a
c
= —. 2.5
2= (2.5)

Aplicando las expresiones (2.4) y (2.5) al ejemplo numérico anterior, obtenemos

1 = 100000.00, T_ = S 0.00001000000,
a ]

donde ahora las dos expresiones tienen una exactitud bastante buena.

Ademss de la cancelacién que hemos observado, existe otra para b> ~ 4ac, que se da
para el caso de raices reales dobles. Sin embargo, esta cancelacidon no es catastréfica, como el
lector puede observar facilmente. El hecho de que no todas las diferencias cancelativas sean

catastroficas, es decir, correspondan a problemas mal condicionadas, es algo a lo que el lector

debe prestar especial atencién. Por ello, mostraremos un ejemplo maés.

Ejemplo 2.6 Diferencia cancelativa no catastrdfica.

Como indicado previamente, el cardcter catastréfico de una cancelacion sélo aparece cuando el
resultado de ésta se utiliza en operaciones sucesivas; si no es asi, no hay problemas con el uso

de la misma. Consideremos la evaluacién de la funcién
f@) =VIFT-Va,

para |z| > 1. Se produce claramente una cancelacién, que se puede evitar aplicando Taylor,

f(:c):ﬁ(m_l):ﬁ<1+21x+0<;>_1>

—\/E+O<\/§>,

2x x?
o si se prefiere, sin aplicar Taylor, como

@) = Vitz—va)(VI+ao+ V) 1
Vitz+ .z Vita+yz
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Calculando el nimero de condicién de la funcién f(x), para lo que requerimos su derivada

1 I Vo—Vi+z

f(m):2\/1+m_2\/§_2\/m(l+x)
obtenemos
V=Vt x B x _‘1 x
Tl2valta) Vite—va| |2yz(+2)| [2V1+z]

Como vemos, el nimero de condicionamiento para x > 1 es

r{f ()} =

)

N =

con lo que este problema estd bien condicionado, a pesar de que se produce una diferencia
cancelativa. Ello indica que esta diferencia cancelativa no es catastréfica, aunque implica una

pérdida de digitos significativos en el resultado.

En general, debemos indicar que la evaluacion de funciones mal condicionadas puede producir
pérdidas significativas de digitos en el resultado, una reduccién en la exactitud del mismo; sin
embargo, a diferencia de muchas cancelaciones catastréficas, normalmente no es posible reescribir

la expresién de la funcién de forma tal que se evite este mal condicionamiento.
Ejemplo 2.7 Condicionamiento del polinomio de Wilkinson.

Como ejemplo final vamos a considerar el polinomio debido a Wilkinson [14],
plx)=(—-1)(z—2) - (z—19) (z —20) =2 —2102" + - -,

cuyos ceros son los ntmeros 1, 2, ..., 19, 20. Wilkinson utilizando aritmética binaria con una
mantisa de 90 digitos de precision, encontré que las raices del polinomio ligeramente perturbado
p(z) +272 219 tenfan un gran error (de hecho algunas eran pares de niimeros complejos con-
jugados). Esto es indicativo de que el célculo de las raices de un polinomio es un problema mal

condicionado.

Para calcular el niimero de condicién de un método para calcular las raices de este polinomio,

supondremos que sélo se produce error en el segundo coeficiente,

p(z,0) =22 —az! 4+,

cuyas raices son la funcién que queremos evaluar, por tanto su nimero de condicién es

g@az

r{z(a)} =

x da’



56 Capitulo 2. Aritmética de ordenadores y analisis de errores

Derivando la ecuacién p(z, ) = 0 con respecto a «, obtenemos

Ip(z, @) Oz N op(zr,a) 0 Jx  Op/oa

or Oa da ’ da Oplox

Necesitamos conocer la derivada del polinomio dp/dz. Deduciremos la férmula inductivamente,

comenzando con n = 2, la derivada del polinomio es

pr)=(x—1)(x-2), paz)=(r—1)+(xr-2),

y para n = 3,

ps()=(@-1)(z-2)(x—-3), p)=@-2)@@-3)+@@-1)@-3)+@-1)(z-2)

Estas expresiones se pueden generalizar facilmente para el caso general,

IR | (RN ) (F)

i=1 i=1 j=1
J#

Para nuestro polinomio con n = 20, obtenemos finalmente

Oz Op/da _ !9
da Op/Ox 20 20 ’
(z—J)
i=1 j=1
J#i

que evaluado en cada raiz x; de p(x;,a) = 0, nos da el nimero de condicién para cada una de

ellas,

Z'19

K{xi:i}:%?, i=1,2,...,19,20.

IG5

j=1
J#i
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Evaluando sélo la derivada dx/da en las raices nos podemos hacer una idea del tamano de este

numero,

raiz  0r/00|z=;

1 —82x107!8

2 82x1071

16 2.4 x 109

19  —3.1x 108

20 4.3 x 107

con lo que observamos que el nimero de condicién es grande para las raices de mayor moédulo.
Ello implica que cualquier método numérico para determinar las raices de polinomios conducira

a grandes errores cuando se aplique a polinomios mal condicionados como el de Wilkinson.

2.4 Analisis de la propagacion de los errores

Dado que en todas las operaciones computacionales con ordenadores se cometen errores, es

necesario analizar como se propagan éstos cuando se aplican sucesivamente muchas operaciones.

Para estimar los errores cometidos en un algoritmo numérico se pueden utilizar cualquiera

de los siguientes procedimientos:

1. Usar un analisis de propagacion de errores hacia adelante o progresivo.
2. Usar un analisis de propagacion de errores hacia atras o regresivo.

3. Desde un punto de vista practico, realizar el cédlculo con precisiéon simple y luego con
precisién doble (o cuddruple) y comparar los diferencias (errores) entre los resultados

obtenidos.

4. Usar aritmética por intervalos en la que se sustituyen los nimeros x por intervalos [z —
€,T + €] y realizar todas las operaciones aritméticas con los intervalos en lugar de los

numeros.
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5. Utilizar aritmética “infinita” (ntimeros racionales), en la que se preservan todos los digitos

significativos en las operaciones aritméticas simples.

6. Usar métodos estadisticos en los que se asume que los errores son variables aleatorias

independientes.

En este curso estudiaremos sélo las técnicas bésicas para el andlisis de la propagacion de
los errores, el analisis hacia adelante y el andlisis hacia atras. La aritmética por intervalos, la

aritmética “infinita” y los métodos estadisticos estan fuera de los contenidos de este curso.

2.4.1 Modelo estandar para la aritmética flotante

A la hora de realizar una anilisis de la propagacién de errores es necesario realizar una se-
rie de hipotesis sobre la exactitud de las operaciones aritméticas bésicas. Estas hipdtesis son
dependientes del tipo de formato de representacion flotante que se utilice y de los detalles de
la implementacién del coprocesador en punto flotante de la maquina en la que se ejecute el

algoritmo.

El modelo mas habitual para describir el comportamiento del error en las operaciones basicas

se denomina modelo estandar y nos dice que para todo x,y € IF,

fl(z op y) = (z op y) (1 +9), 6] <wu, op €{+,—, %/}, (2.6)

donde u es la unidad de redondeo, la mitad del épsilon de la maquina. Normalmente se asume
que (2.6) se cumple también para la operacién de extraccién de la raiz cuadrada. Este modelo

es valido cuando se utiliza aritmética con el estandar IEEE-754, de ahi su nombre.

El modelo estandar nos dice que el error relativo del valor calculado de = op ¥y es igual al
error relativo de redondear el valor exacto. El lector notard que este modelo no requiere que el

error relativo sea 6 = 0 cuando el resultado exacto sea representable correctamente, z op y € IF.

A veces se facilita el andlisis de errores si se usa una versién ligeramente modificada pero

equivalente del modelo estandar,

ropy
14+45°

fix op y) = 0] < u. (2.7)

El lector puede comprobar facilmente que esta expresién es equivalente a (2.6), por ello, durante

este curso utilizaremos ambas expresiones indistintamente.
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Algoritmo 2.2 Producto interior o escalar de dos vectores.

function s = productoInterior (x, y)
% %X, y, son vectores de nimeros flotantes
% s es su producto interior
h

n=length(x)

s =0

for i=1:n

s = s + x(i)*y(i)
end

end

2.4.2 Analisis de errores para el producto interior y el exterior

Como ejemplo de andlisis de errores vamos a presentar los analisis de propagacién de errores
progresivo (o hacia adelante) y regresivo (o hacia atras) para la operacién de calcular el producto

interior de dos vectores. Sean x,y € IR", queremos calcular

n
+
Sp =T Y= g TiYyi=21Y1 +T2Y2+ -+ TpYn.
i=1
Para calcular esta expresién procederemos paso a paso, siguiendo el método,

S1 =1 Y1, SiZSi—1+93iZ/i7 7::2)37”"”7

que aparece en pseudocddigo en el algoritmo 2.2.

Utilizando el modelo esténdar (2.6), obtenemos para el primer sumando
si=fllziy) =ziyn (1+61), |01 <,
para el segundo
So = fl(s1 +z2y2) = (51 + 2292 (1 4+ 02)) (1 + 0s,1)
= (z1y1 (14+61) +z2y2 (14 02)) (1 +6s,1)

=z1y1 (1 +01) (L +651) + 2292 (1 +02) (1 + ds1), |02, [0s.1] <,
para el tercero

53 = fl(s2 +x3y3) = (52 +23y3 (1 +93)) (1 + 0s2)
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=T1Y1 (1 + 51) (1 + 53,1) (1 + 53,2)
+ 2292 (1 +02) (1+9s1) (1 + ds2)

+x3y3 (14 03) (1 + ds.2), 03], |9s,2] < u,

y asi sucesivamente se obtiene finalmente

é\n:$1y1 +51 H1+6sz

|
—

n

+ T2 Y2 (1 +(52) (1+55,i)

.
I
—

i
L

+ a3y (1+03) | | (14 ds4) +

i

Il
)

+ Tn—1Yn—1 (1 + 571—1) (1 + 58,71—2) (1 + 68,71—1)
+ Zn Yn (1 +6n) (1 + dsn-1), 1011, 03], 1054 <w, ©=2,3,...,n.

Para interpretar correctamente esta expresion es conveniente simplificarla un poco. Introduz-

camos los coeficientes
1+6, = (1 + 51) (1 + 5371) (1 + 5372) cee (1 + 5s,n71)7
1+6, =(1+0)(1+651)(1+8s2) - (14 6sn-1),

1461 =(14063)(1+6s2) -+ (1 +dsn-1),

1+6035=(146-1)(1+6sn2)(1+6sn_1)
1+02 = (1+46,) (1+0sn-1),
con lo que obtenemos
Sn=x1y1 (14+0n) +22y2 (1 +0),) + 2393 (1 + Op1) + -+ + 2 yn (1 + 02). (2.8)

Esta es una expresién del error regresivo o hacia atras en el producto interior, y se interpreta
como sigue: el producto interior calculado es igual al obtenido utilizando aritmética exacta pero

con un conjunto de datos perturbado, es decir, x1, y1 (14 6,), x2, y2 (1 +0.), 23, y3 (1 + 05 —1),
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.y Tn, Yn (1 + 02). También se podria haber perturbado los valores de x; y dejar los y; sin
perturbar, sean x1 (1 + 6,), y1, 22 (1 +6)), y2, x3 (1 + 6p—1), y3, ..., zn (1 + 62), y,. Estos dos

casos son equivalentes.

Para interpretar correctamente el significado de la expresién (2.8) es necesario acotar el
tamano de los numeros 6;, que se denominan errores relativos hacia atras. Esta acotacién nos
dird qué términos introducen més error en el resultado final, y ademdas nos indicara si son

pequenos, lo que garantizard la estabilidad numérica de la operacién.

Para intuir qué tipo de cota esperamos obtener, vamos a considerar el caso mas sencillo
1+ 02 == (1 + 5n) (1 + 5S,n—1) =1+ (5n + 55,71—1) + 571 55,71—1‘

Como los errores relativos |d;], |0si| < u, y u? < u (en doble precision u ~ 10716 y u? ~ 10732),

podemos acotar de forma aproximada
02| < |6r, + 05 n—1| + |00 05 n—1| <2u+ O(u2) ,
donde u es la unidad de redondeo. De forma del todo similar, el lector observara que
03] < 3u+ O(u?), e 10, <nu+ O(u?), 00| <nu+ O(u?).

Como vemos el subindice indica el niimero de las unidades de redondeo que aparecen en la cota
(no rigurosa) que hemos obtenido. Esta cota nos indica que los primeros sumandos introducen
mas error que los ultimos, por lo que el error final es menor si se ordenan los sumandos de la

forma z; y; < ;41 yi+1- En la practica, ordenar los sumandos de esta forma no es facil.

Dado que el producto interior forma parte de muchos algoritmos numéricos mas complejos,
muchos coprocesadores numéricos implementan directamente en hardware esta operacién, de tal
forma que el resultado tenga un error menor que u. Para ello, estos procesadores tienen que
retener internamente un niumero suficiente de bits adicionales (llamados bits de reserva) para
la mantisa. En muchos coprocesadores con unidad aritmética encauzada (pipeline) se opera
internamente con registros de 80 bits y se redondea el resultado final a la mantisa de 53 bits
que se utiliza en doble precisiéon. En estos procesadores el modelo estandar que hemos utilizado

como base de nuestro andlisis no es aplicable. Omitiremos un analisis de este tipo en este curso.

El error relativo 6,, de cada sumando en la expresiéon (2.8) es muy pequeno, lo que indica

que el producto interior es estable numéricamente en el sentido de los errores regresivos.

Podemos obtener una cota rigurosa de una manera sencilla. Como para 0 < z < 1, se tiene

por el teorema de Taylor que

2

1+:z:§exp(a:):1+x+%, 0<n<u,
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y |1+ 6;] < (1 + u), haciendo J;,, = 0; para abreviar, tenemos que

n

0] = H(l +05i) =1 < (14+u)" =1 <exp(nu) —1
i=1
nu

<nu (L+nu+t(nu)’+(nu)’+ ) = ——.

En resumen, se cumple la cota rigurosa

siempre y cuando nu < 1. Esta iltima hipdtesis se cumple virtualmente siempre que se utiliza
aritmética IEEE tanto en doble como en simple precisién. En este curso, utilizaremos la notacion

0, v vn en reiteradas ocasiones.

De hecho, se puede obtener una cota rigurosa mas préxima a nuestro andlisis no riguroso
en el que se desprecian términos cuadraticos. Imponiendo la condicién nu < 0.01, podemos

escribir [9]

[[A+6) =146,  |6n] <1.01nu=nda,
=1

donde 4 se denomina unidad de redondeo ajustada. La demostracion de este resultado es sencilla,

n

|0n| = H(l +054) =1 < (14+u)" =1 < exp(nu) —1

i=1
< 1+nu+(nU)2+<nu>3+ nu
= 2 2 2 1—nu/2
nu
< < 1.01nwu.
0.995 e
Note que este resultado es mas fuerte que la cota correspondiente que habiamos obtenido pre-
viamente”
nu nu
Op| < ——— < —— =1.0101--- nu.
001 < T < 0.9 e

Estas acotaciones, rigurosas y no rigurosas, nos indican, en resumen, que en todos los anélisis
de errores se asume tacitamente que el tamafio del problema es suficientemente pequeno (nu <
0.01) como para que las cotas no rigurosas de la forma 6,, < n u se puedan sustituir rigurosamente

por 0, < nu donde @ es la unidad de redondeo ajustada, @ = 1.01 u.

"Como nota histérica hemos de indicar que Wilkinson en 1965 introdujo la unidad de redondeo ajustada con

nu < 0.1 como @ = 1.06 u. Nos parece més acertada la versién que presentamos, debida a Higham [9].
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Volvamos de nuevo al producto interior. Hemos observado que la expresién (2.8) se cumple
para cualquier ordenacién posible de los sumandos. Utilizando notacién vectorial, podemos

escribir sintéticamente
Al'y)=(@+Az) y=2" (y+Ay), |Az|<ylzl, [Ay<wlyl, (29

donde x " la traspuesta matricial del vector x, es decir, un vector columna, |z| denota el vector
cuyos elementos son |z;|, y las desigualdades entre vectores (mas tarde utilizaremos también

matrices) se cumplen componente a componente.

Una cota de error progresivo o hacia adelante se puede obtener facilmente a partir de (2.9)

Ccomo
n
Ty = iz ")l <y lal "yl = Yzl
i=1

T2 (es decir, y = ), el resultado obtenido

Este resultado muestra que para el cdlculo de ||z||? =
tiene un gran exactitud relativa. Sin embargo, ese resultado no es cierto siempre, ya que no esta

garantizada la gran exactitud relativa si |2 y| < |z| T |y|.

Hemos observado que el producto interior de vectores es numéricamente estable. Podemos
estudiar qué pasa con el producto exterior A = zy', donde z,y € IR"™, y el resultado es una

matriz cuadrada. El andlisis es muy sencillo. Los elementos del resultado cumplen
aij = xiyj, G =riy; (1405), |6 <wu,
con lo que, en notacion matricial con desigualdades componente a componente,
A=zy' +AA, IAA| <ulzy'|

Como vemos el resultado es muy exacto, sin embargo este célculo no es estable a errores regre-
sivos, ya que no existen Ax y Ay pequenos tales que A= (x + Az) (y + Ay) T, como el lector

puede comprobar facilmente.

La distincién entre los productos interior y exterior ilustra un principio general del anélisis de
errores: un proceso numérico es mas posible que sea numéricamente estable a errores regresivos
cuando el tamano del resultado es pequeno comparado con el tamano de los datos de entrada,
de tal manera que hay un gran numero de datos entre los que repartir el error hacia atras. El
producto interior tiene el tamano minimo posible como salida (un niimero) para su entrada (2n
numeros), mientras que el producto exterior tiene el méximo posible (dentro del dlgebra lineal)

como salida (n?).
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2.4.3 El propésito del andlisis de errores

Antes de presentar andlisis de errores de otros problemas es necesario considerar la utilidad de
dicho tipo de anélisis, cuyo propdsito es mostrar la existencia de cotas a priori para medidas
apropiadas del efecto de los errores de redondeo en un método numérico. Lo importante es
que dicha cota exista, no asi, el valor exacto de las constantes implicadas. Muchos analistas
numéricos calculan dichas cotas de forma no rigurosa, utilizando la notacién O de Landau. El
valor de dichas constantes suele ser una estimacion muchos érdenes de magnitud por encima de

su valor exacto.

En el caso ideal esperamos que las cotas de error sean pequenas para cualquier eleccién de
los datos de entrada al algoritmo numérico. Cuando no lo son, estas cotas revelan caracteristicas
del problema que caracterizan su potencial inestabilidad, y sugieren como dicha inestabilidad
puede ser corregida o al menos evitada. Por supuesto, hay algoritmos inestables para los que no
existen acotaciones utiles del error. Detectar estos algoritmos es importante para evitar su uso

en aplicaciones précticas.

Cuando se desean acotaciones “buenas” del error cometido hay que trabajar a posteriori,
es decir, calcular estas cotas junto con la aplicacién del algoritmo, conforme el resultado se
va calculando. A este tipo de andlisis se le denomina andlisis de error a posteriori. Como
ejemplo, estudiaremos este tipo de andlisis para el producto interior, basado en el algoritmo 2.2.
Escribiendo las sumas parciales calculadas como 5; = s; + ¢;, y utilizando el modelo estandar

modificado para los errores, ecuacién (2.7), obtenemos

R s
zi = fl(ziy:) = #ygi, 0] < w,
de donde
Zi = 2 Yi — 0; Zi» (1+0654) 5 = 5i—1 + 2, 05,4 < u,

que se puede escribir como
si+ei+0si8 = 8i—1+ei—1+xy — iz,
que nos permite calcular el error cometido
e; = €1 — 05,5 — 0; Zi,

que podemos acotar facilmente

o
IA

lei—1] +u[si] + ulzi],
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Algoritmo 2.3 Producto interior con estimacion del error progresivo.

function s = productoInteriorErrorProgresivo (x, y)
% x, y, son vectores de nimeros flotantes
% s es su producto interior mds su error progresivo
h

n=length(x)

s = 0; mu=0

for i=1:n

N
Il

x(1)*y (1)

s + z

n
]

mu = mu + |s| + |z]|
end
s =s +mu

end

luego, como ¢y = 0, tenemos |e,| < u py,, donde
pi = pi—1 + [sil + |z, o = 0.

De esta forma podemos obtener una estimacién a posteriori del error progresivo |fl(z " y) —
xz" y| < wp, en la que se basa el algoritmo 2.3, que da como resultado s = s,, + e, con error

progresivo acotado por |e,| < w fiy,.

Una cota de error calculada a posteriori normalmente es mucho mas pequena que la cota
obtenida a priori, y nos permite estudiar el comportamiento de un algoritmo desde una per-
spectiva “préactica”’. De hecho, la idea general en este andlisis es utilizar la siguiente forma

modificada del modelo esténdar (2.6),

|z op y — fl(z op y)| < ulfl(x op y)|.

Este tipo de andlisis es muy facil de incluir en un algoritmo numeérico y nos permite estudiar
empiricamente el comportamiento de sus errores y su estabilidad numérica. Wilkinson, el padre

del andlisis de errores, utilizdé mucho esta practica en los primeros anos de la computacion.

2.4.4 TUnos lemas tutiles en analisis de errores

Un lema muy utilizado en andlisis de errores, que serd referenciado varias veces en el resto de

este curso, y que escribimos siguiendo a [9], es el siguiente.
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Lema 2.8 Sean |0;| <wu y p; = £1, para todo i =1,2,....,n. Sinu <1, entonces

n

[[a+6)" =1+6,,

i=1

donde

n
bnl < 7

Ademas, si nu < 0.01, se cumple que

|0n] <1.01lnu=na.

Demostracién. Vamos a demostrar este teorema por induccién en n. El caso base n =1 es
obvio. Supongamos como hipdtesis de induccién que se cumple para n — 1 y estudiemos el caso
n-ésimo. Tenemos dos posibilidades claramente diferenciadas, que p, = +1 o que p, = —1. En
el primer caso,

|'9n’ < = ‘Gn—l + 571 (1 + 0n—1)| ;

n—1
(1+06,) JT@+6)”
=1

aplicando la hipétesis de inducciéon obtenemos

(n—1)u (n—1)u . (n—=1u u B nu
Onl = T Ty T <1+1_<n_1>u>— —(n-Du 1-(n-Du 1-(n—Du

de donde obtenemos el resultado deseado

10, < nu < N .
l-(n—1u~" 1-nu

Para el segundo caso,

1 14651
Op) < |—— 1+6;)° 1.
o < |, L0 1) = [
Las siguientes relaciones
1 1 1

1—u<1+4,<1 < <
B G pi S e

1_’7n—1<1+0n—1<1+7n—1
14w — 146, = 1—-u

L=1 <140, 1 <1+,
implican que

1+‘9n—1
146y,

6,] < ‘
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Ahora bien, como se cumple
1 1
< )
I-mn-1Nu)(l-u) ~ 1—nu
finalmente obtenemos el resultado deseado (dado que nu < 1)

1
1—nu

l-nu<l-—nu+(n—1)nu?

nu

IA

= Y.

0, < =
|n_‘ 1—nu

La segunda parte del teorema, el caso nu < 0.01, se lo dejamos como ejercicio al lector.

Lema 2.9 Sean k y j numeros naturales, y {0x} un conjunto de nimeros reales acotados por

10k] < v =ku/(1 —ku). Se cumplen las siguientes relaciones [9]

(1+60k) (1 +05) =1+ Okyy,

1—|—9j

1+ 0p25, J>Fk,

y ademds la aritmética de v, cumple

Ve tu < Yest,

IN

J Yk Vi ks

YeVi < Ymin{k,j}
VetV VY S Vet

La demostracion de este lema se le ofrece como ejercicio al lector, quien notard que a pesar
de la regla segunda del lema anterior, se cumple siempre que
k +1
[T (1 +6i)
(1 +0:)%!

pero, que bajo las hipdtesis del lema, sélo se puede demostrar el resultado que aparece en el

=1 +0k‘+ja

enunciado.

2.4.5 Analisis de errores para el producto matricial

Conocido el analisis de errores del producto interior es ficil estudiar los productos matriz-vector
y matriz-matriz. Sea A € R"™*", x € IR", e y = Ax. El vector y estd formado por m productos

interiores y; = a, x, i = 1 : m, donde a, es la i-ésima fila de A. Aplicando (2.9) obtenemos

:/y\,i: (ai+Aai)T$, |Aal| S'Yn’a2|v
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y por tanto, la acotacién del error regresivo o hacia atrés
y=(A+AA)z, |AA| < v, |A], AeR™",
que implica la cota de error progresivo o hacia adelante

=yl < |Al|z].

En el andlisis de errores es més facil obtener acotaciones componente a componente que

mediante normas®.

Consideremos ahora el producto de dos matrices, C' = A B, donde A € IR™*" y B € R"*P.
Podemos calcular cada columna de C' utilizando c; = Ab;, donde b; es la j-ésima columna de

B. De esta forma,
Gi=(A+AA)b;,  |AAl <7, |AL

Como vemos la j-ésima columna de C' tiene un error regresivo pequeno, es la columna de una
matriz obtenida perturbando ligeramente la matriz A. Sin embargo, no se puede decir lo mismo

de C como matriz completa?.
Se puede obtener una cota de error progresivo también “pequena” de la forma
|C = C| < |A]|B.
El lector notaré que este resultado no esté lejos del resultado ideal |C' — C| < 7, |C|, que indica

que cada una de las componentes de C' se calcula con una exactitud en error relativo alta.

2.4.6 Analisis de errores para la suma

Una de las operaciones méas importantes y utilizadas en computacién numérica es la suma de n

numeros,
n
s = § Ly,
i=1
que podemos calcular mediante el algoritmo 2.4, llamado suma recursiva,

so =0, Si = Si—1 + x5, 1=1,2,...,n.

8El concepto de norma de un vector y de una matriz serd introducido en el préximo tema.
9Se puede demostrar que @ = (A + AA) B donde |AA| < v, |A||B||B~'|, que no es una cota pequeiia si
|B||B~!| es muy grande. El mismo resultado se puede escribir simétricamente & = A (B + AB). Omitimos la

demostracién de estos resultados [9]
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Algoritmo 2.4 Algoritmo recursiva para la suma de nimeros.

function s = sumaRecursiva (x)
% x, es un vector de nimeros flotantes
% s es su suma
YA

n=length(x)

s = 0;

for i=1:n

s =s + x(i)
end

end

La exactitud de la suma (y su error) depende del orden de los sumandos. De hecho existen
otros algoritmos que ordenan los sumandos antes de sumarlos. Por ejemplo, el resultado de la
suma es diferente si se ordenan los sumandos de forma creciente, |z1| < |za] < -+ < |z,

decreciente, |z1| > |xa| > -+ > |zy).

Usando el modelo de aritmética estdndar (2.7), podemos realizar un andlisis de errores para

la suma. La ¢-ésima suma acumulada tiene el error

81t

iz 114 16| <u, i=1,2,...,n—1,

con lo que el error final es
n—1
E,=s5,—35,= § d; 54,
i=1
y la cota més pequena de este error es
n—1
i=1
Es facil comprobar que
i
Is:| < E |zj| + O(u) , i=1,2,...,n—1,
j=1
con lo que obtenemos como cota de error progresivo

|En| < (n—1Du |z + O(u?) .
=1
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A partir de aqui podemos obtener ficilmente una cota de error regresivo, sumando de forma

exacta los nimeros x; (1 4+ 6;_1) donde |6;_1| < v;—1.

El resultado que hemos obtenido es ficil de interpretar. Debemos sumar de manera que los
sumandos intermedios |s;| sean lo més pequenos posibles. Aunque aparentemente esto es facil
de conseguir, no siempre es asi. Para nimeros no negativos, x; > 0 el mejor orden es el orden
creciente en el sentido de que conduce a la menor cota de error progresivo posible. Sin embargo,
cuando los niimeros son positivos y negativos, el mejor orden es dificil de obtener. De hecho, el
orden creciente puede llegar a ser el peor. Consideremos los ntmeros {1, M,2 M, —3 M} donde
fl(l+ M) = M, es decir, M > 1/u, con u la unidad de redondeo. Sumando en orden creciente
obtenemos

AL +M+2M —3M) =0,

con un error relativo maximo, y en orden decreciente
A(-3M+2M+M+1)=1,

sin error. La razoén son las diferencias cancelativas catastroficas que se producen en los sumandos
intermedios. El orden decreciente es el mejor cuando se produce un gran nimeros de diferencias

cancelativas en la suma, es decir, cuando

n n
Z T < Z |z
i=1 i=1

Como vemos, elegir el orden mas adecuado para sumar nimeros es una decision que no es facil,

salvo en los casos mas simples.

Existe un algoritmo descubierto por Gill en 1951, la suma compensada, que estima el error
cometido durante la suma, y lo aniade al final de ésta, permitiendo reducir fuertemente el error
final. Presentaremos la version desarrollada por Kahan en 1965. La idea es sencilla, y la vamos
a ilustrar con un ejemplo practico. Sean x = 0.235 = 0.235 - 10°, e y = 0.00134 = 0.134 - 10~2;

su suma flotante toma la forma,
fl(z +y) = f1(0.235 - 10° 4 0.00134 - 10°) = 1(0.23634 - 10°) = 0.236 - 10°,

con un error de e = 0.34 x 1072, Si restamos a la suma, sucesivamente, el primer argumento y

luego el segundo
A(fl(z +y) —x) = f1(0.236 - 10° + 0.235 - 10°) = £(0.001 - 10°) = 0.100 - 1072,

Az +y) —z) —y) = f(0.100 - 1072 — 0.134 - 1072) = fI(—0.034 - 1072) = —0.340 - 102,
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Algoritmo 2.5 Algoritmo de suma compensada para la suma de nimeros.

function s = sumaRecursiva (x)
% x, es un vector de nimeros flotantes
% s es su suma
b
s=0
e=0
for i=1:n
temp=s
y=x(i)+e
s=temp+y
e=(temp-s)+y % debe evaluarse en este orden
end

s=s+e

obtenemos exactamente —e. De hecho, podemos obtener e exactamente utilizando la expresién

e = fl(fila— fila+0))+b) = ((@a© (a b)) ®b),

que en nuestro ejemplo nos da
fl(z — filz +y)) = £(0.235 - 10° — 0.236 - 10°+) = —f1(0.001 - 10°) = —0.100 - 1072,

ffi(z — fi(z+y)) +b) = fI(—0.100- 1072 + 0.134 - 1072) = £1(0.034 - 1072) = 0.340 - 1072

Aunque omitimos los detalles de la demostracién se puede demostrar que el error calculado € es
una buena estimacion al error verdadero (a +b) — fl(a+b). Més atin, en una aritmética en base
2 con redondeo se tiene que a + b = 5+ ¢ de forma exacta. La demostracién para la aritmética
IEEE se encuentra en el libro de Knuth [10].

El algoritmo de suma compensada de Kahan emplea la correccién e en cada paso de la suma
recursiva, lo calcula y corrige la suma acumulada antes de anadir el siguiente término. Este

algoritmo aparece descrito en detalle en algoritmo 2.5.

El error estimado € obtenido en el algoritmo de suma compensada no coincide con el error
real e; sin embargo, se puede demostrar un andlisis de errores conduce a una cota de error

regresivo mucho mds pequena [10]

n
Sn=> (U +m)zi, gl <2u+ O(nu?),
=1
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que es casi la cota de error regresivo ideal. Si ademds acabamos la suma con s=s+e, entonces se
puede probar que

il <2u+ O((n—i+1)u?).

La cota de error progresiva correspondiente a las cotas regresivas anteriores es
n
2
Bal < Qut O(nu?)) 3 Jail,
i=1

que indica que para nu < 1, la constante obtenida es independiente de n, lo que supone una
mejora muy significativa respecto a las anteriores cotas que dependen linealmente de n. Sin
embargo, el lector debe notar que la suma compensada no garantiza que el error relativo del

resultado sea pequeno cuando
n

> | >

i=1

n
E Tl .
i=1

2.5 Relacién entre condicionamiento y estabilidad

El lector, probablemente, ha estudiado en cursos anteriores la estabilidad de soluciones de ecua-
ciones diferenciales ordinarias y de ecuaciones en diferencias finitas, y su aplicacién, por ejemplo,
al diseno de sistemas de control en tiempo continuo y en tiempo discreto. En esos contextos, se
entiende por estabilidad de un problema en el sentido de Hadamard, cuando pequenos cambios
en los datos del problema, sean los coeficientes de la ecuacién, o sus condiciones iniciales o de

contorno, conduce a pequenos cambios en su solucion.

La estabilidad del problema estd muy relacionada con su estabilidad numérica, y ésta con
su condicionamiento numérico. La estabilidad numérica describe la sensibilidad del problema a
errores en sus datos, que en el caso del problema de evaluacién de funciones son los argumentos
de la funcién, y los tnicos errores que se cometen son errores de redondeo. Por ello, estabilidad
y condicionamiento numéricos son conceptos equivalentes en un sentido amplio. Un problema
bien condicionado es estable, y uno inestable estd mal condicionado. En muchos casos se habla

de problemas bien (mal) condicionados en el sentido de Hadamard.

Ejemplo 2.10 El concepto de estabilidad de Hadamard para ecuaciones diferenciales ordina-

r1058.

Recordaremos el concepto de estabilidad para ecuaciones diferenciales ordinarias considerando

el problema de valores iniciales para la ecuacion diferencial lineal

d2y
z-y=1L  y0)=0 y'(0) = —1,
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cuya solucion general es facil de obtener
ylr) = -1+ Ae*+ Be™ *,
y aplicando las condiciones iniciales
y(0)=—-1+A+B =0, y'(0)=A—-B= -1,

permite obtener

—1+24=y0)+4(0)=-1 = A=0,

—-1+2B=y(0)-%(0)=1 = B=1,

lo que indica, finalmente, que la solucién es

y(lx)=—-1+e "

Consideremos ahora el mismo problema pero anadiendo pequenos errores en las condiciones
iniciales,

d%y

dx?

En este caso, la aplicacion de las condiciones iniciales a la solucién permite obtener

—y=1 y0)=ea, YO)=-l+e

€1 + €2

—14+2A=¢—-14+e = A= 5

€1 — €2

—1—1—2B:€1—|—1—62 = B=1+ 5 s

con lo que la nueva solucion es

y(x) = -1+ #ex%— <1 + ; 62) e ",
——

En este caso se puede observar que el término subrayado es exponencialmente creciente al menos
que €1 + €2 = 0. Si esta condicién no se cumple, el problema serd inestable y se dice que el

problema no esta bien condicionado en el sentido de Hadamard.

La inestabilidad de un problema no se puede evitar siempre. Hay problemas fisicamente
inestables, que implicaran modelos matematicos inestables y, a su vez, métodos numéricos ines-
tables. FEn estos tdltimos no es posible evitar su inestabilidad intrinseca. Sin embargo, estos
métodos no son necesariamente inutiles, aunque requieren un tratamiento especial, que en este

curso no podemos estudiar en detalle.
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Ejemplo 2.11 Una explosion atémica como ejemplo de problema fisico inestable intrinsecamente.

La ley fundamental de la desintegracién radioactiva indica que el nimero de nucleos que se

desintegran es proporcional al niimero existente y al intervalo de tiempo,
dN = —A N dt,

donde A > 0 es la constante de desintegracién que depende de la vida media del nticleo en

cuestion. Integrando esta expresion diferencial obtenemos como solucién
_ —At
N = N() (& 5

que nos muestra que la desintegracion radiactiva es un proceso fisicamente estable.

Sin embargo, hay isétopos que sufren una reaccién de fisiéon en cadena mediada por neu-
trones (n(l)), proceso que es fisicamente inestable, predicho originalmente por Zeldovich y Yariton
en 1939. Por ejemplo, para el isétopo Ugg’S, el més abundante del uranio en la naturaleza, el

proceso de fisién puede tomar la forma
2 1 2 1
Ug® +ng — Ugs' + 2y,

donde el Ug§7, también inestable, se desintegrard a su vez. En las bombas y en los reactores

nucleares se prefiere el isdtopo U§§5, s6lo presente en el 0.95% del uranio natural, que puede

Seguir reacciones en laS que se generan hasta 3 neutrOHeS, COImo €en
235 1 144 89 1
U92 + no — B356 + Kr36 + 3 n0,

donde los productos resultado también son radiactivos. De esta forma, en una reacciéon en

cadena, un neutrén produce 3, que a su vez producen otros 3, y asi sucesivamente.

El proceso de reaccion en cadena se modela como la desintegracion radiactiva natural pero

introduciendo el coeficiente de multiplicacién k£ = —X > 0, lo que conduce a la ecuacién diferen-
cial
dN

para el numero de nucleos que se desintegra, y cuya solucion es
N = NyeFt.

La energia liberada es proporcional a este niimero y, por tanto, también crece exponencialmente.

Hemos de indicar que este proceso fisico inestable no puede durar indefinidamente, ya que el

numero de nucleos inicial Ny se consume rapidamente, por lo que nuestro modelo matematico
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(inestable) s6lo describe el comportamiento inicial de la reaccién en cadena, que eventualmente

acabara parandose.

Aproximando numéricamente la ecuacion (2.10) mediante el método de Euler hacia adelante

(véase el tema 1) se tiene, conocido Ny,

Nn—i—l - Nn
——  =aN, 2.11
At " (211)
donde At es el paso de tiempo. Esta ecuacion se puede escribir como
Npt1 =N, (1 4+ aAt),
luego iterando su solucién es
N, = Ny (1 + aAt)”.
Para que esta solucién sea estable es necesario que
I1+aAt] <1,
es decir,
—-1<l4+alAt<l = aAt<0 = a<0,
la misma condicién que para el problema fisico. Pero ademas, si a = —b, para tener b > 0,
también

—1<1-bAt = bLAL<2 = At<%,

el paso de tiempo sufre una restriccién adicional de origen estrictamente numérico. Es decir,

que incluso cuando el problema matemético es estable (desintegracién radiactiva), el método

numérico puede ser inestable si no se elige adecuadamente el paso de tiempo.

Cuando el problema matemadtico es inestable (reaccién en cadena), el problema numérico

también lo es. Sin embargo, esto no impide que la solucién numérica se aproxime a la solucién

analitica cuando el paso de tiempo se reduce a cero, es decir, cuando para un tiempot =t, = nk

fijado se introduce un nimero de pasos de tiempo n que tiende a infinito, en cuyo caso

t
lim N, = Ny lim (1+ak)" =Ny lim (1 + 4
n—oo n—o00 n—oo n
1 pat
= Np lim <1+n> = Npe*'.
s ()

Ejemplo 2.12 Calcularemos las siguientes integrales definidas [13]

1
En:/x”ezldx, n=12....
0
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Este problema estd mateméticamente bien condicionado, ya que pequenios errores de redondeo
en el integrando afectan muy poco al resultado, como el lector puede comprobar facilmente. Para
obtener un algoritmo numérico iterativo para evaluar estas integrales podemos usar integracién

por partes

1 1

_ 11 1 e

/ e ldr = 2" e” 1|0—/ na" te tdx
0 0

lo que conduce a la siguiente ecuacién en diferencias
E,=1—-nkE,_1, n=23...,

donde facilmente se calcula E; = 1/e. Si se usa aritmética flotante con 6 digitos decimales, se

obtienen los siguientes resultados tras 9 iteraciones

Ei ~0.367879,  Fo ~ 0.264242,
Es ~0.207274,  E4~ 0.170904,
E5 ~0.145480,  Fg ~ 0.127120,
E; ~0.110160,  Es ~ 0.118720,

Ey =~ —0.0684800.

Se observa que FEy es negativo, lo que es un resultado sorprendente, ya que el integrando z™ e*~!

es positivo en todo el intervalo (0,1) y por tanto debe ser siempre FE,, > 0.

La causa de este error tan grande ha sido la propagacién del error cometido en F; al aprox-
imar 1/e con 6 digitos decimales. Este error se ha propagado catastréficamente, ya que ha sido
multiplicado por (—2)(—=3)---(—9) = 9! = 362880, por lo que el error en F;, aproximadamente
4.4 x 1077 se ha convertido en un error de 3.6 x 105 x 4.4 x 1077 ~ 0.16. Esta estimacién
del error cometido es tan buena que nos permite corregir el valor obtenido para Fg y obtener

0.16 — 0.06848 = 0.092, que es el valor correcto con dos digitos decimales.

Para evitar la inestabilidad numeérica de este algoritmo es necesario encontrar otro algoritmo

que sea estable. Por ejemplo, la iteraciéon hacia atras

1-F
E, 1= - oy n=...,32,

tiene la ventaja que el error de redondeo original decrece conforme se itera. Para obtener un

valor inicial para esta iteracion se puede usar,

1 1
1
En:/ x”exldwgf " dx = . (2.12)
0 0 n+1
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Con lo que se observa que E, tiende a cero cuando n — oo. Si se considera Foy = 0 y se calcula

FEg con el algoritmo estable
E5 ~ 0.0000000, E19 =~ 0.0500000,
E15 =~ 0.0500000, FEy7 =~ 0.0527778,
E16 =~ 0.0557190, E15 =~ 0.0590176,
Ei4 = 0.0627322, E13 =~ 0.0669477,
E19 =~ 0.0717733, E11 = 0.0773523,

E10 ~ 0.0838771, E9 ~ 0.0916123.

A partir de E15, el error inicial en Ey se ha disipado gracias a la estabilidad del algoritmo vy,
por tanto, los valores obtenidos para FEis, ..., Fg son exactos hasta los 6 digitos de precisién con
los que han sido calculados, salvo errores de redondeo en el ultimo digito. De hecho, tomando
la cota (2.12), por ejemplo, para Ej4, podemos calcular ficilmente E9 mediante el algoritmo

estable

E14 =~ 0.0666667, E13 ~ 0.0666667,
E19 =~ 0.0717949, E11 = 0.0773504,

E10 ~ 0.0838772, E9 ~ 0.0916123,

obteniendo de nuevo el resultado correcto con 6 digitos.

Se anima al lector a realizar como ejercicio un anélisis de errores progresivos y regresivos
de los dos algoritmos presentados en este ejemplo, con objeto de confirmar los resultados que

hemos comentado.

En este ejemplo hemos visto como un problema mateméticamente bien condicionado (estable)
requiere un algoritmo numérico también estable, ya que los resultados de un algoritmo inestable

no son fiables en manera alguna.

2.6 Pseudocddigo utilizado en los algoritmos

En andlisis numérico es necesario presentar algoritmos que expresen de forma clara y sencilla la

aplicacién de los métodos numéricos a la hora de resolver un problema. En lugar de elegir un
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lenguaje de alto nivel, como Fortran, C o C++4, o un lenguaje de propédsito especifico, como Mat-
lab 0 Mathematica, en este curso utilizaremos un lenguaje en forma de pseudocédigo. Suponemos
que el lector ha estudiado previamente algin curso de programacién en algin lenguaje de alto

nivel, incluyendo la especificacién de algoritmos en algin tipo de pseudocédigo.

El pseudocédigo que utilizaremos en este curso es similar al utilizado en muchos cursos de
andlisis numérico [12, 9, 11], y se caracteriza basicamente por la notacién de indices que Moler
incorporé al lenguaje Matlab y que también usan otros lenguajes, como Fortran90. Esta notacién

es actualmente estandar para la descripcién de técnicas numéricas.

Las variables en nuestros algoritmos seran utilizadas sin declaracién previa y sin indicacion
explicita de su tipo. Para los vectores y matrices utilizaremos la notacién v(i), y A(i,j),
respectivamente. Los vectores, sin indicacién previa de lo contrario, se suponen vectores columna
(matrices de n x 1). El tamano de los vectores y matrices vendré determinado por el contexto,
entre los pardmetros de las funciones o calculada mediante la funciéon length que devolvera
la dimensién de un vector o de una matriz cuadrada. Por ejemplo, length(A) devolvera la
dimensién de la matriz cuadrada A.

Para facilitar el acceso a componentes de un vector o de una matriz, incluyendo el acceso

TS}

a sus filas y columnas, utilizaremos la notacion de para rangos de Matlab. Un <rango>
se especifica como i:j, que representa la sucesién de ntmeros i, i+1, i+2, ..., j, salvo
que i>j, en cuyo caso representa el rango vacio (vector vacio). Excepcionalmente utilizaremos
la notaciéon i:d:j, que incluye un incremento o salto, de forma que representa la sucesion
i, i+d, i+2*xd, ..., i+k*d, donde i+k*d<=j pero i+(k+1)*d>j. Permitiremos que d sea

negativo si i>=j.
Sea v un vector de n componentes, podemos acceder a sus primeras 3 componentes con

v(1:3), a sus componentes impares con v(1:2:n), y a su ultima componente con v(n).

Sea A una matriz de n X m componentes, podemos acceder a un elemento mediante A(i,j),
a toda la fila i-ésima con A(i,:) (que es un vector fila, matriz de 1 x n), a toda la columna j-
ésima con A(:,j) (que es un vector columna, matriz de n x 1), y con A(1:3,2:5) a la submatriz

formada por las componentes de las columnas 2 a 5 y de las filas 1 a 3 de la matriz.

Nuestro pseudocddigo tiene las sentencias de control més usuales. La sentencia de condicion
if, la sentencia de iteracién for y la sentencia de iteracién condicional while. Para indicar

comentarios se utilizara % que indicara el comienzo de un comentario.

La sintaxis de la sentencia if es la siguiente:

if (<condicion>)
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<bloque de sentencias>
else
<ultimo bloque de sentencias>

end

donde el bloque else es opcional.

Observe los dos ejemplos a continuacién

if (s=0) s=s+1 else s=s-1 end
a=32
if (a<45)

a=a-3

end

La sentencia for tiene la siguiente sintaxis

for i=<rango>
<bloque de sentencias>

end

donde para <rango> utilizaremos la notacién de dos puntos de Matlab. Cuando éste corresponda

a un rango (vector) vacio no se ejecutara el bloque de sentencias.

Veamos un par de ejemplos

n=3
for i=n:-1:2

x(D=x(1)-x(i) % resta a x(1) la suma de x(2:n)
end
for i=1:n

for j=1:i

B(i,j)=A(j,i)/x(1)
end

end

Finalmente, la sentencia while tiene como sintaxis
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while (<condicion>)
<bloque de sentencias>

end

y ejecuta el bloque de sentencias mientras se cumpla la <condicion>.

Para describir procedimientos o funciones utilizaremos una notacién similar a la de Mat-

lab [12], cuya sintaxis es la siguiente

function [<variable>] = <nombre> (<argumentos>)
<bloque de sentencias>

end

donde <nombre> es el nombre de la funcién, <argumentos> es una sucesién de variables separadas
por comas, y [<variable>] es la serie de variables de salida que retornara los valores de la
funcién y que van entre corchetes. Cuando sélo se devuelve una tnica variable, los corchetes se

omitiran. En el bloque de sentencias se debera asignar un valor a las variables de salida.

Veamos una funcién que devuelve el producto escalar o interno de dos vectores

function ¢ = productolnterior (x, y)
c=0
n=length(x)
for i=1:n
c=c+x (1) *y (1)
end

end

Una funcién que calcula el producto de una matriz por un vector y devuelve el vector de

salida y su mdédulo, tomara la forma

function [y, ymod] = productoInterior (A, x)
n=length(A)
y(1:n)=0
ymod=0
for i=1:n
for j=1:n

y(i)=y(i)+A(i, ) *x(j)
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ymod = ymod + y(i)~2
end
end
ymod = sqrt(ymod)
end
En los algoritmos a veces utilizaremos el producto de matrices a través de la notaciéon “:”.
También utilizaremos algoritmos previamente definidos en el curso. Por ejemplo, el algoritmo

anterior se puede reescribir como

function [y, ymod] = prodMatrizVector (A, x)
n=length(A)
y(1:n)=0
for i=1:n
y(D)=y(1)+A(1, ) *x(:)
end
ymod = sqrt( productoInterior (y,y) )

end

aunque intentaremos no abusar de estas caracteristicas.
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