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cAPITULO 4

METODOS DIRECTOS PARA LA RESOLUCION DE ECUACIONES
ALGEBRAICAS LINEALES

4.1 Aplicaciones en Ingenieria

Son muchas las aplicaciones en ingenieria de la resolucién de sistemas lineales. Veamos algunos

ejemplos concretos.

Circuito eléctrico pasivo. En la figura 4.1 aparece un circuito eléctrico con una fuente
de tension y tres resistencias. Aplicando las leyes de Kirchoff de los nudos y la ley de Ohm,
el voltaje es el producto de la resistencia por la corriente (V' = RI), obtenemos facilmente el

sistema de ecuaciones lineales

Ry I, = R3 I3,
V — R 11 = Ry I,

I =1+ I3,

que se puede escribir de forma matricial como

1 -1 -1 I 0
R1 RQ 0 IQ = VvV
0 Ry —Rsg I3 0

Andlisis estatico de una estructura. En la parte izquierda de la figura 4.2 aparece una

estructura formada por enlaces inextensibles unidos por bornes fijos, que se asemeja a un puente
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Figura 4.1. Circuito eléctrico simple sélo con resistencias.

con un extremo fijo y otro libre para realizar desplazamientos horizontales y sometida a dos
fuerzas (pesos) aplicados en dos de sus nodos. Se pueden calcular las tensiones a las que estan
sometidos los enlaces de la estructura cuando ésta esta en equilibrio aplicando la ley de Newton
de accion y reaccién en los nodos de la estructura, en los que sabemos que la suma de fuerzas

serd nula.

Considere un nodo como el que aparece en la parte derecha de la figura 4.2. El equilibrio de

fuerzas verticales y horizontales conduce a las siguientes expresiones

cos g By +cos g Ba + P =0,

sin § By = sin g By + Bs,

respectivamente. De manera similar para los otros dos nodos obtenemos

cos § By +cos g Bs + P = 0,

sin%B4 = Sin%B5 + Bs,

cos g By + cos ¢ By = 0,

Sin%Bg+B7:Sin%B4+Bg.
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ey

Figura 4.2. Estructura similar a un puente con un extremo libre.

De esta manera se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales

By

BB 0 0 0 0 0 -P
By

%—%—100003 0
3

0 0 0 ¥ B o o0 —P
By | =

o 0 -1 & -2 0 0 0
Bs

0 ¥ o0 ¥ o0 0 0 0
Bg

o & 0 -3 0 -11 0
By

Red de distribucién de agua. En la figura 4.3 aparece una red distribucién de agua de un
aljibe, cuya bomba de salida tiene una presién de P;, que estd conectado a tres lineas que estéan
sometidas a diferentes presiones (F;). En cada nodo la suma de flujos entrantes debe ser igual
a los que salen de éste. Ademds, suponiendo que el flujo es laminar y sigue la ley de Poiseuille,
con lo que la distribucién de velocidad en cada tuberia es parabdlica, sabemos que la diferencia
de presién entre los extremos de cada tuberia es proporcional a la derivada temporal de la masa

m. De esta forma se obtiene un sistema lineal de ecuaciones como el que sigue

P — P = ajmy,
Py — Py = ag o,
Py — Py = a3 g,

My = My + 1o + M3,
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Figura 4.3. Una estructura de tuberias para flujo de Poiseuille.

que se puede escribir de forma matricial como

a; 0 0 0 My P -P
0 ay 0 O mi P - P
0 0 a3 O Mo B P - Py
1 -1 -1 -1 rh 0

En este tema vamos a presentar diferentes métodos para la resolucién de este tipo de sis-
temas de ecuaciones cuando el nimero de incégnitas no es excesivamente grande o la matriz de
coeficientes del sistema tiene una estructura en forma de banda. Estos métodos se denominan
directos y obtienen una solucién exacta en aritmética exacta, aunque en aritmética flotante estan
sujetos a propagacion de errores cuando el namero de operaciones aritméticas a realizar es muy
grande. En este tultimo caso se pueden utilizar técnicas iterativas de correccién residual que

veremos en el ultimo apartado.

4.2 Sistemas de Ecuaciones Especiales

En esta seccién estudiaremos métodos para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales que
tienen pocas ecuaciones, es decir, cuya matriz de coeficientes tiene muchos ceros. Estos sistemas

con estructura permiten métodos numéricos muy eficientes para su resolucion.

Para cada método presentaremos un algoritmo para su resolucién, contaremos el niimero de

operaciones que involucra, y realizaremos un andlisis de errores, tanto hacia atras, como hacia
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adelante. Estos andlisis de errores nos permitiran introducir el concepto de condicionamiento

del sistema, de gran importancia practica.

4.2.1 Sistemas de Ecuaciones Diagonales

El sistema de ecuaciones lineales més simple de resolver es el que tiene una matriz de coeficientes

diagonal,

Dz =0b, D e R™", x,b € R",

donde D es la matriz de coeficientes diagonal, x es el vector (columna) de incégnitas y b el
vector no homogéneo del sistema. Este sistema tendra solucién tnica si todos los elementos de

la diagonal principal de la matriz D son no nulos, dir, #0, k=1,2,...,n.

La solucién de este sistema es muy sencilla,

i

= , k=1,2,...,n.
Ay,

T

Su coste computacional es exactamente de n operaciones flotantes (divisiones). Utilizando el

modelo estandar modificado de la aritmética el vector flotante calculado es

flag) = 7 = — 2%

= b, d F 0l <
dor (1407 e dik €, [0k] <,

donde u es la unidad de redondeo (la mitad del épsilon de la méquina). Este algoritmo es estable

a errores hacia atrés, ya que

b ~
ﬁ(azk) = ~7k, dkk = dkk (1 + 5k)7
dk

resultado que se puede escribir (matricialmente) como

Dz=b, D=D(+6D), |6D|<u,

donde ¥ = fl(x), y la desigualdad se interpreta componente a componente. Utilizando errores

absolutos obtenemos,

DZ=b, D=D+AD, |AD|<u|D|

Estos resultados nos confirman que este algoritmo es numéricamente estable.
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Algoritmo 4.1 Resolucion de un sistema triangular superior por sustitucion regresiva.

function x = resuelveRegresiva (U,Db)
% Resuelve U x = b donde
% U es una matriz triangular superior de n x n
% b y x son vectores de n componentes
b
n=length(b);
x=zeros(n,1);
x(m)=b(n)/U(n,n);
for k=n-1:-1:1,
x(k)=(b(k)-Uk,k+1:n)*x(k+1:n))/U(k,k);
end

end

4.2.2 Sistemas de Ecuaciones Triangulares

Un sistema de ecuaciones lineal con una matriz de coeficientes triangular superior, U x = b,

toma la forma
U1 &1 +ui2 X2 + - + Uy Ty = by,

U2 T2 + -+ + U2y T = ba,

Unn Tn = bp.

Resolver este sistema es muy fécil utilizando el algoritmo 4.1 de sustitucién hacia atras o regre-

siva,
by,
Tn = —),
Unn
1 n
= — | bp — g urj ) | k=n-1,n-2,...,1.
Ukk

j=k+1

Un sistema de ecuaciones lineal con una matriz de coeficientes triangular inferior, L x = b,

toma la forma

lir 1 = by,
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Algoritmo 4.2 Resolucion de un sistema triangular inferior por sustitucion progresiva.

function x = resuelveProgresiva (L,b)
% Resuelve L x = b donde
% L es una matriz triangular inferior de n x n

% b y x son vectores de n componentes

n=length(b) ;

x=zeros(n,1);

x(1)=b(1)/L(1,1);

for k=1:n-1,
x(k)=b(k)-L(k,1:k-1)*x(1:k-1);
x(k)=x(k)/L(k,k);

end

end

lo1 21 + lag 22 = by,

lnixy +lp2xo + - + lpp T = by

Resolver este sistema es muy facil utilizando el algoritmo 4.2 de sustitucién hacia adelante o

progresiva,
by
Tl = 7,
I
1 k—1
T = 7 bk— lkm- y k:2,3,...,n.
lkk ]z::l J J)

El nimero de operaciones aritméticas para las sustituciones regresiva y progresiva es exacta-
mente el mismo. Consideremos la primera. El niimero de divisiones necesarias para la sustitucién

regresiva es de Cy7(n) = n, y el nimero de sumas y productos coincide y es igual a!

C’SU(n):CpU(n):1+2+---+(n—1):n<n2_1).

LE] lector conoce de cursos anteriores que
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Algoritmo 4.3 Algoritmo de sustitucion progresiva.

function y = sustitucionProgresiva (c,a,b)
% Evalua y=(c-a(l:k-1)*b(k-1))/b(k)

% donde a es un vector de k-1 componentes

b b es un vector de k componentes
yA c, y son escalares
h

k = length(b);

8 = C;

for i=1:k-1;

s = c - a(i)*b(i);
end
y = s/b(k);

end

Con ello, el nimero total de operaciones

Cy(n) = Cay(n) + Csu(n) + Cpu(n) = n* = O(n?).

Al estudiar la estabilidad numérica y el comportamiento ante errores de redondeo de es-
tos algoritmos, basta estudiar uno de ellos. Consideraremos la sustitucion progresiva o hacia

adelante (solucién de Lz = b). Necesitaremos el siguiente lema.

Lema 4.1 Considere la evaluacion en aritmética flotante de

k—1
C — E aibi
=1

T7 C,Gi,bi EF,

y:

utilizando el algoritmo 4.3. Entonces el resultado calculado cumple

k-1

by (1+0k) =c— > aibi (1+6;),
=1

donde |0;| < vi = iu/(l —iu) = iU, u la unidad de redondeo, y u es la unidad de redondeo

ajustada.

La demostracién es sencilla utilizando los resultados obtenidos en el tema 2 para el error en

el producto interior de dos vectores en el marco del modelo estandar de la aritmética. Llamando
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5 a la suma parcial en el paso i-ésimo, tenemos

SONI

59 = A3 — fiai b)) = BV —aibi (1+ &) (1 +6),

donde |¢;| < u, es el error relativo en el producto y |d;| < u, el de la suma. Iterando sucesivamente

obtenemos
k—1
S = c(1461) (1 482) -+ (1+6k—1) = >_aibi (1+€) (1+6;) (1+8iy1) -+ (1+ 6p—1),
=1

de donde obtenemos finalmente,

~ 5(k=1) 5(k—1)
:fs\(k):ﬂ< br; )Z by, (1 + k), [0k| < u.

De esta forma, dejando c¢ sin perturbar, se tiene

. k—1
bry

(1+61) -- (1—|—5k

(1+¢)
1"‘(51 t (1+(57, 1)

Pﬂ

=1
expresion, que utilizando los lemas tutiles del tema 2, nos permite concluir la demostracién

deseada

k-1
b (1+6k) =c—> aib (1+6,), 10:] < i
i=1

El lema anterior se aplica directamente a la sustitucién progresiva

T = lkk Zlkﬂ zj |,
sustituyendo
Y= Ty, c = by, aj = 7j, bj = i,
con lo que
k-1
~ k ~ k k .
lkkxk(lJrg]E:)):bk*ZlkJLEJ(leej( )), |0]( )|§’7j:ju.
j=1

Hemos obtenido un andlisis de errores hacia atrés, ya que perturbando los elementos de L de la

forma
Iy = Iy (1+ 08,

operando con aritmética exacta, obtenemos el resultado en aritmética flotante. En resumen,

hemos obtenido el siguiente lema.
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Lema 4.2 La sustitucion progresiva para la resolucion de un sistema triangular inferior conduce

a la siguiente cota de errores regresivos

(L+AL)Z=0b,  |Aly] <75l

es decir,
1111] 0 0 0
llo1| 2l2] O 0
AL @ | 1| 2|ls] 3|l 0
31| 2|l32] 3 |l33] 1 |l |

Este resultado se cumple para la ordenacién de las operaciones que aparece en el algoritmo 4.3.
Cuando se utiliza una ordenacién cualquiera [4], este resultado se puede reemplazar por? |AL| <
Vn | L.

Un andlisis similar se puede realizar para la sustitucién regresiva, conduciendo al siguiente

lema.

Lema 4.3 La sustitucion regresiva para la resolucion de un sistema triangular superior conduce

a la siguiente cota de errores regresivos

nlunn| (n—1) uz| (n—2)ug] - |uin]

0 (n—1)uz (n—2)uss| - [uzn]

(U+AU)T = b, |AU| <1 0 0 (n—2)|ugs| -+ |usn
0 0 0 ]unn|

En resumen, para una ordenacién cualquiera se puede demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.4 La resolucion de un sistema triangular inferior T x = b, donde se utiliza susti-

tucion progresiva si T = L o regresiva si T = U, garantiza que existe un AT tal que

(T+AT)T=b,  |AT| <3 |T]

2Pensandolo un poco, este resultado es razonable, sin embargo, una demostracién rigurosa es engorrosa, aunque
no dificil [4].
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Este teorema nos demuestra que la resolucién de sistemas triangulares es un problema
numéricamente estable. Sin embargo, la estabilidad numérica no garantiza que los errores hacia

adelante o progresivos de la solucién sean pequenos.

4.2.3 Condicionamiento de la solucion de sistemas lineales

Para analizar el comportamiento de los errores progresivos es necesario estudiar cémo afecta a la
solucién una perturbacién, o error, en la matriz de coeficientes [5]. Consideremos un problema
general Ax = b con det(A4) # 0, perturbando la matriz de coeficientes con un error relativo

acotado por €, tenemos

(A+AA)Z=b, A <cAl, |d<1,
donde = z + Az. Como

b=Az=(A+AA)Z, T—x=AT1AAZ,

y aplicando normas

N |z — || _ _
HMMZATEW*SHAlﬁAHSdM-WHML
Ahora bien, hemos acotado el error relativo de T, sin embargo, nos gustaria acotar el de x.

Utilizando la desigualdad triangular inversa
1oz Izl = [|z = =[| = [IZ]] — ][l

con lo que
(= [l6z) 1zl < ll=[-

Si tuviéramos que ||6Z|| < 1, entonces (1 — ||dZ]|) > 0, y podemos escribir

~

[ — ] [z =l oz

x|l = < S LI — —
loall = ™ = T sam @l ~ - 1ozl

Por tanto, exigiendo que ||[A~' AA|| < 1, lo que es cierto si € es suficientemente pequefio, como
|6Z]] < ||A~' AA]|, obtenemos el resultado deseado

7l o _[lATTAA]
[zl 1—[[ATTAA]

Para interpretar mejor estas cotas, las debilitaremos un poco,

~ T—x _ AA
ozt = =l < jactnaay = ey bogl -

- w(A) [0A],
El |
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donde a k(A) = ||[A7Y|||A||, se le denomina ntimero de condicién®Informame por correo el dia

concreto y hora a la que vas a venir a mi despacho (por si me surge algiin imprevisto):

Despacho 1-323-D, sito en el Antiguo Edificio de Informaética, se entra por el Edificio de la
Politécnica (mirando a la plaza del ejido con la catedral a la espalda es el blanco colocado a la
izquierda); se recorre un pasillo y, casi al final, a mano derecha se sale a un patio, enfrente esta
el edificio de Informaética, de color crema; se sube cinco peldanos de escalera, se entra, a mano
derecha se va hacia el ascensor, se sube a la tercera planta, se sale del ascensor; se tuerce a mano
izquierda y por un pasillo al fondo, lejos del ascensor, tras doblar una esquina con tablones con

notas, esta el despacho 1-323-D.

Pregunta en conserjeria (a la entrada de la Politécnica, o a la entrada del Antiguo Edificio

de Informaética), por Francisco Villatoro y el despacho 1-323-D, y te indicardn con mas detalles.
Saludos

PACO de la matriz A. Similarmente, si ||[A~! AA| = ex(A) < 1, el error relativo de la

solucién perturbada es
[z —al o w(A)]I5A]
[zl = 1= r(A) [0A]

16| =

El nimero de condicién de la matriz A nos mide aproximadamente el cociente entre el error
relativo del resultado [|dz|| y el de los datos ||0A||. El nimero de condicién es siempre mayor
que la unidad ya que

L< ||| = A7 A < [|ATH I A] = w(A).

Cuando este nimero es grande x(A) > 1, el error relativo de la solucién puede ser extremada-
mente grande comparado con el de los datos, por lo que se dice que matriz estd mal condicionada.
Para calcular este niimero se puede utilizar cualquier norma, dado que en R™ todas las normas
son equivalentes y algo grande en una norma lo serd también en cualquier otra. Sin embargo,

normalmente se utilizan las normas infinito o uno,

ioo(A) = A oo [[Alloo,  #1(A) = [IAT |1 4]

Si se conocen los autovalores, Ax = Az, se puede estimar el nimero de condicién facilmente.
Como
[Az|l = [All=l < Al =[],

A7 2]l = o llzll < 1AMl

Ly
B

3Fue introducido por Alan Turign en 1948 utilizando la norma de Frobenius.
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tenemos que

_ 1
1Al >N, A 1Hzm, VA= Aa,
y, por tanto, para los valores méximo y minimo,
_ _ Al
A) = A A~ > p(A) p(A-1) = 22X [Aal
(4) = A A7) 2 p(d) (™) = TEE

De esta forma observamos que una matriz singular tiene un ntmero de condicién infinito.

En la practica se puede aplicar una regla empirica que nos dice que el orden de magnitud
del niimero de condicién indica cuantos decimales de precisién perderemos en el resultado. Esta
regla no se puede demostrar rigurosamente, pero se considera razonable en la practica. Si A
tiene t digitos decimales de precision,

[AA]

A = =

107,

y el nimero de condicién es x(A) = 10*, entonces el error relativo en la solucién

~

[z — |
]

es decir, T aproxima a la solucién correcta con t — k digitos de precision.

16z = <1070k

En el caso de un sistema triangular, el teorema 4.4 garantiza que
(T+AT)Z=0b,  |AT| < |T,

con lo que tenemos ||z|| =~ ||Z]|,

[z =z o s(T))
x| 7 1= r(T)
Se dice que la matriz estd mal condicionada si su niimero de condicién es un nimero muy
grande respecto a la unidad. Incluso en un sistema lineal triangular la matriz de coeficientes
puede estar muy mal condicionada. Por ejemplo [4], para la matriz triangular superior U(«)

cuyos elementos estan dados por

1, =7,
(U(a))ij =
—a, 1<],

cuya norma es ||A|lcc =1+ na, el lector puede comprobar, por induccién, que su inversa es
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con norma dada por
[A o =14+a(l+(1+a)+ -+ (1+a)"?) = (1+a)" "
Por tanto, el nimero de condicién es
fioo(A) = [|Allso |47 loo = (1 +na) (1 +a)" " = O(na™),

que es muy grande para « > 1. Sin embargo, el lector observard que hay sistemas lineales
sencillos para los que el condicionamiento de la matriz de coeficientes no influye en los errores
del resultado. Por ejemplo, la solucién para el problema U(a)x = e,, donde e, es el n-ésimo

vector de la base candnica de R", se calcula con total exactitud x = e,.

Este comportamiento, en el que un sistema aparentemente mal condicionado, realmente no
lo estd, se denomina mal condicionamiento artificial. De hecho, en la practica se encuentra que
este caso no es ni mucho menos excepcional. Normalmente, el nimero de condicién matricial
sobreestima pésimamente el comportamiento de los errores. De esta forma, si una matriz esta
bien condicionada, el problema de resolver el sistema lineal correspondiente también lo estara.
Sin embargo, si la matriz estd mal condicionada, el problema puede estarlo o no. De hecho,
como hemos visto, en el ejemplo del parrafo anterior, el condicionamiento del problema también

depende del vector no homogéneo b.

Para conseguir un ntimero de condiciéon que mida mejor el mal condicionamiento de la resolu-
cion de sistemas lineales, hay que introducir los nimeros de condicién componente a componente
como hacemos en el siguiente teorema, que nos relaciona el error relativo en la solucion del

sistema lineal con una cota del error relativo en la matriz de coeficientes y el vector no homogéneo.

Teorema 4.5 Sea el problema Ax = b, cuya solucion perturbada satisface
(A+AA)T =1, |AA| < el|A],

asumiendo que € |||A7!|Al|l < 1, entonces se cumple que

7 — 2l € AT Al ]zl _ € cond(A, z)
[zlloo T 1= el[A7H[A]llo [l 1 — cond(A)’

donde hemos definido el nimero de condicion de Skeel*, componente a componente para el pro-

blema, como

AT Al
]l 0o

y el numero de condicion de Skeel, componente a componente para la matriz, como

cond(A, x)

)

cond(A) = [[|A7Y] |A][|oc-

4Skeel los introdujo en 1979.
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La demostracion es sencilla, y sigue la linea de los resultados presentados previamente. El

error cumple la ecuacién

AAxr = —-AAzx— AA Az,
donde aplicando valores absolutos componente a componente
|Az| = |AT AAz + A7 AA Azl
< AT |AA] |z + AT |AA[|Az|
<elA7N|Al]z| +€|AT|A] |Ax].

Introduciendo normas en el miembro derecho, obtenemos

22l _ MAT ANl NATHIAIZ = 2lloc

[ 241

)

que es cierta para todas las componentes en el miembro izquierdo, luego también lo serd para

la componente maxima, para la que

17 = 2lloo AT IA]l2llloo e
[#lloe = 1= €llJAT[A[]] [|2]loo”

que es el resultado que queriamos demostrar. Este teorema no sélo es valido para la norma

infinito, sino también para otras, aunque la demostracion general es mas larga.

Se puede demostrar que cond(A4) < k(A). Ademas, en algunos casos cond(A, x) < cond(A).

Tomemos el siguiente ejemplo debido a Kahan [4],

1 1
_ 0 — -
2 1 1 9 9
1 1 /1 1 /1
A= _ A= -2 Z(Z-2) Z(=+2
1 € € ) 9 4(6 ) 4<6+) )
1 1 1 1+2 1 /1 9
€ 2 4 \e 4 \e

para el que koo(A) = 2(1 + 1/¢), indica que la matriz estd mal condicionada para |¢] < 1.

Ademas, como

- 1
AT A = L+ 11|
€
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tenemos que cond(A) = 3+ 1/(2¢), que también indica mal condicionamiento. El lector puede

comprobar facilmente que cond(A) < k(A). Sin embargo, al resolver el sistema Az = b, con

2(1+¢) €

y cond(A, z) = 5/2 + €, que indica que este problema estd bien condicionado, aunque la matriz

de coeficientes no lo esté.

Hemos observado como el condicionamiento del problema Ax = b no sélo depende del
numero de condiciéon de A, sino también del vector b, asi como que este problema puede estar
bien condicionado incluso si A estd mal condicionada. M4ds atn, el condicionamiento de una

matriz no estd directamente relacionado con el de su traspuesta, como muestra el siguiente

ejemplo,
1 10
T 2
T=190 ¢ ¢ |, k(T) =5, K(T):1+E'
0 01

Es decir, el problema basado en la matriz traspuesta puede estar mas o menos mal condicionado

que el problema original.

4.2.4 Mas sobre condicionamiento. Los errores en b

En la seccién anterior hemos estudiado los efectos de errores en la matriz de coeficientes A
utilizando la teoria de perturbaciones. Dicha teoria también nos permite estudiar el efecto de

los errores en el término no homogéneo b, y los errores simultdneos en A y en b.

Para el primer caso, consideraremos el sistema lineal perturbado
Ay =0b+ Ab,

cuya solucién perturbada es

T=ux+ Azx.

El error absoluto Az = 7 — z es solucién del siguiente sistema lineal

AAz=Ab, Az =A"1Ab,
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por lo que aplicando normas a estas dos expresiones

|AD]
1Al

1Az = |ATHAD| = Az] < AT Ab],

[A[[[Az| = |ab]l = |Az] =

y como para la solucién exacta del sistema lineal se cumple que

161l
[Allzll = floll = [l = =
IA]
lzll = A7 0 = el < [IA7H ],
obtenemos para el error relativo las siguientes acotaciones
|Az| _ [Ab| _  Ab
- - —1 A bH?
el Nl LAl [[A=H AL
1Azl _ [ATHIADBI _ [[AZH][1AD]
el = =zl 7 llell/1A]l

De esta forma hemos acotado superior e inferiormente el error relativo de la solucién uti-

lizando el error relativo en el término no homogéneo

|86 _ Ae] 1A
- - —1 b .

bl [l [ ATAH] o]

Esta acotacién nos conduce de nuevo al niimero de condicién de la matriz de coeficientes A,

1A A=

k(A) = [A[IIATY.

Para el segundo caso, el estudio de los errores simultdneos en A y en b, podemos considerar

el sistema lineal
(A+AA) (z+Ax) =Ax+ AAz+ (A+ AA) Az = b+ Ab,

donde Ax = b, con lo que
AAx+ (A+ AA) Az = Ab. (4.1)

Para acotar esta expresiéon necesitamos recurrir al siguiente lema.

Lema 4.6 Sea A una matriz no singular, y su inversa A~'. Si B es una matriz tan prézima a

A como
1
A= Bl < g
A=
entonces dicha matriz tiene inversa y ademds se cumplen las siguientes acotaciones
- IA~
1B~ < -
L=l A= A= Bl
- - |A~]|A - B]]
IA™ =B~ < = :
1— (A=Y ]|A - B
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Antes de demostrar este lema, debemos indicar que para toda A siempre existe alguna matriz
B tan préxima a A como indica la hipdtesis del lema. Definiendo D = A=Y(A — B), se verifica
que

B=A—-(A-B)=AI-A"1'A-B))=A(I-D).
Por hipétesis sabemos que
1> [|[A7Y A= B|| > A7 (A= B)| =Dl

por lo que 1 > ||D|| > p(D), el radio espectral de D, y se puede probar que existe (I — D)~!.
Por reduccién al absurdo, si su determinante fuera nulo, det(/ — D) = 0, entonces existirfa al
menos un x # 0 tal que (I — D)z = 0, por lo que 1 seria un autovalor de D (con Dz = z) lo

que es imposible ya que p(D) < 1. Por tanto, |I — D| # 0, y existe la inversa (I — D)~!.

De esta forma, también existe la inversa de B, sea
-1 -1 4-1
B =({I-D) A,

que podemos facilmente acotar como

1 1A~

-1 < -1 o -1 < -1
1B < A = D) < 147 =y < T A A= B

donde se ha utilizado la desigualdad triangular inversa
I =Dl = 1= |D][| =1—|[DI],
ya que ||D| < 1.
Finalmente podemos acotar la diferencia entre las dos inversas de la siguiente forma
At —Bl=4"1(B-A4)B™!

A~ ]1A - B

ATl —BY <A |A-B|||B7Y < ,
| <A~ B~ 1—[A-1|A— B

y con ello queda demostrado el lema.

Volvamos a nuestro sistema perturbado en A y en b. Asumamos que el error en la matriz de
coeficientes es suficientemente pequeno como para que se pueda aplicar el lema anterior,
1

AAl| < ———
1841 <

entonces poniendo B = A+ AA, obtenemos por el lema anterior que existe la inversa (A+AA)~!
y su norma estd acotada por

A
= AT 4]

I(A+AA)TY| <
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Por otro lado, la expresién (4.1), que recordamos es
AAx+ (A+ AA) Ax = Ab,
nos da para el error absoluto de la solucién
Az = (A+AA)~L (Ab— AAx),
que ahora estamos en condiciones de acotar facilmente

1Az] < [I(A+ AA)TH |Ab — AAz]

Sl
< Abl| + ||AA|] ||z
oAy ey (1400 + 184) fel)
) (1880 1LY,
1= w(A) [AAT /AT \ 4] 4]

Ya que Az =0, ||A]| > ||b]|/||z]|, por lo que podemos acotar el error absoluto como

w(A) lab A4
Adl| < (|x + el ,
laoll < Ty paanan =1 e 110

que conduce a la siguiente cota para el error relativo

[Az]] K(A) |Ab] . [|AA]
HwH<<1—H@®HAAWWA\<!W!+_HAH>

= (o)) (i = ar)

Si los errores relativos en A y en b son pequenios podemos despreciar los términos de segundo

orden (sus productos), y podemos escribir

™ (nAbn HAAH)
< k(A _t — .
el = A U A

Es decir, el error relativo en la solucién estd acotado por la suma de los errores relativos de los

datos (b y A) multiplicados por el nimero de condicionamiento de la matriz de coeficientes.

Estos resultados nos muestran que el nimero de condicionamiento permite cuantificar el
efecto de errores no sdlo en los elementos de la matriz de coeficientes, si no también en el
vector no homogéneo b. Aun asi, el lector no debe olvidar que el condicionamiento del problema
A x = b depende del de la matriz A pero también del vector no homogéneo b, como nos muestra

el nimero de condicion de Skeel.
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4.3 Eliminacion de Gauss y Factorizacion LU

Hay varios métodos que el alumno habrd estudiado en cursos anteriores para la resolucién
e sistemas lineales con matrices densas. La regla de Cramer es un algoritmo poco utilizado
numéricamente dado su alto coste computacional. La eliminacion de Gauss es el algoritmo méas
utilizado para matrices densas generales, aunque su coste limita su aplicabilidad a sistemas
de como mucho miles de incognitas, salvo que la matriz de coeficientes tenga alguna estructura
especial que reduzca su coste, como que sea una matriz dispersa (sparse) en banda. Estudiaremos

como caso especial las matrices tridiagonales por su importancia en las aplicaciones numeéricas.

4.3.1 Regla de Cramer

La regla de Cramer para resolver sistemas de ecuaciones algebraicas lineales ya se ha estudiado
en cursos anteriores. Para un sistema

Az =b

donde A es la matriz de coeficientes de orden n x n, x es el vector (columna) de n incégnitas y
b el vector no homogéneo. Si el determinante det(A) # 0, A no es singular, y las n componentes
x; del vector solucién x se calculan mediante

det([4b)
T T det(4)

donde la notacién [A; b;] denota la matriz que se obtiene cuando se sustituye la columna i-ésima

de la matriz A por el vector b.

Para calcular estos determinantes podemos utilizar la regla de los menores que nos dice que
el determinante de una matriz se obtiene multiplicando los elementos de una fila (i) o de una
columna (j) por los determinantes de los menores asociados a estos elementos. El menor A
asociado al elemento a;; es una matriz de orden (n — 1) x (n — 1) que se obtiene de la matriz

original eliminando la fila 7 y la columna j. Escrito en simbolos,

det(A) =Y ag det(Agr) (1) =3 " ag; det(Agy)) (—=1)FH).
k=1 k=1

En la regla de Cramer tenemos que calcular n+ 1 determinantes y realizar n cocientes, luego

el coste total en niimero de operaciones es

C(n) =n+(n+1)Ca(n),
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donde Cy(n) es el coste de evaluar un determinante de n x n. En uno de los ejercicios resueltos se
demuestra que el niimero de operaciones en el cdlculo de un determinante mediante el desarrollo
en menores principales requiere un coste computacional de Cy(n) = O(n!), por lo que el coste
total de la regla de Cramer es de C'(n) = O((n + 1)!), que es enorme incluso cuando n no es

muy grande. Por ejemplo, para n = 100, (n + 1)! = 9.3 x 1017,

Ademsds, este gran ntimero de operaciones puede provocar la propagacién ”perniciosa”’ de
gran numero de errores, especialmente por el gran niimero de posibles cancelaciones catastréficas
que pueden aparecer en la evaluacién de los determinantes. Estos errores pueden conducir a un

resultado completamente sin sentido.

Estos resultados desaconsejan el uso de la regla de Cramer para resolver sistemas lineales

con muchas ecuaciones e incégnitas.

4.3.2 Eliminacién de Gauss

En cursos anteriores, para la resolucion de sistemas lineales, el alumno ha estudiado el algoritmo
de eliminacién de Gauss, que consiste en transformar la matriz de coeficientes del sistema lineal
en una matriz triangular superior realizando combinaciones lineales adecuadas de las ecuaciones

del sistema. En esta seccién estudiaremos dicho algoritmo desde el punto de vista numérico.

Sea el sistema lineal A x = b escrito de la forma
a1 1 +apx2+ -+ aip Ty = by,

a1 1 + a2 T2 + - - - + agp Ty = bo,

Ap1 T1 + A2 T2 + -+ + Gpp Tp = by,

Para transformar la matriz A en una matriz triangular superior, se procederda paso a paso,
columna a columna. Para la columna i-ésima se realizardn combinaciones lineales entre la
ecuacion i-ésima y cada una de las restantes ecuaciones j-ésimas, con j =i+ 1,94+ 2,...,n, de
tal forma que se hagan ceros los elementos a;;, correspondientes a la columna i-ésima. Estas

combinaciones lineales de ecuaciones afectan tanto a la matriz A como al vector b.
Veamos el proceso en detalle. Como primer paso (k = 1), partimos de la matriz original

AW = A vy (M) = b, es decir,

agjl) = Qjj, bgl) = bi, 1 < i,j <n.
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El segundo paso (k = 2) es hacer ceros en los elementos subdiagonales de la primera columna,

obteniendo el sistema A®) z = b2,

o1+ ozt o+ o =2,

ag) To+ - +a§i) Ty = ng),

a%)xg—i----—kagg T, :bg).

Para ello, dejamos la primera fila inalterada,

N I B I gt O

para la i-ésima fila, ¢ > 2, la multiplicamos por

o)
mi = -4~  2<i<n,
ey
11
y se la restamos a la primera fila

o =al —maaV =0, 2<i<n,
az(‘JQ‘) = az(’jl') — mj aﬁ-), 2<4,j<n,
bz@) = bgl) —mj1 bgl), 2<i<n.

A los m;; se les denomina multiplicadores y los elementos a,gz) pivotes. Para que este procedi-

miento sea aplicable, los pivotes han de ser no nulos, agz) #0.

Supongamos que tras el k-ésimo paso hemos hecho cero en los elementos subdiagonales de
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las primeras (k — 1) columnas, obteniendo la matriz A®) cuyos elementos a);

0

k
agl)

(k)

Ay
0 a,(j{)
0 ay)
0 afﬁg

(k)

alj

(k)

A1

i

(k)

Ann

Para hacer ceros en la k-ésima columna operaremos como sigue

Mgk =

(k+1)
ij

(kD)

Finalmente, en el paso k = n, la matriz resultante U = A Uijj = a

A,

ag

k+1<i<n.
al), 1<i<k,
alf) —magalt), k+1<ij<n,
0, k4+1<i<n,
bk, 1<1<k,
B —mp bV, k+1<i<n,

(k)
ij

(n)

ij

son

, serda una matriz

triangular superior. Una vez que tenemos un sistema lineal con una matriz triangular superior

U es facil obtener la solucién del sistema U 2 = b(™ por sustitucién hacia atrds o regresiva.

Podemos contar facilmente el niimero de operaciones aritméticas realizadas en la eliminacion

de Gauss, que sumaremos a las O(n2) de la eliminacién hacia atras para resolver el sistema

Uz =b. En la eliminacién de Gauss tenemos

n—1
Caln)=(n-1)+Mm-2)+---+2+1=> L
k=1
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divisiones entre los n — 1 pivotes, y

n—1
Cp(n):C’S(n):n(n—l)—i-(n—1)(n—2)+---+6+222k(k+1),
k=1

productos y sumas, respectivamente, donde también se han tenido en cuenta las operaciones

realizadas sobre el vector b. Sumando estas expresiones®
nn-—1
Cy(n) = (2)
—1 -1H(2n—-1 1 ~1
Cun) = Cy(ny = M=)  nn=H)@n=1) _ (n+hne=-1)

2 6 3

es decir, el numero total de operaciones es

n(n— n n3
Crtn) = Culn) + o) + Cyf) = “=D LD (25,

para n > 1. El coste de la eliminacién hacia atras, O(nz), es despreciable por lo que el nimero

de operaciones de la eliminacién de Gauss es del orden de

= o(22).

El coste computacional cubico, aunque mucho menor que el orden de complejidad de la regla de
Cramer, es relativamente alto y limita las aplicaciones de la eliminacién de Gauss para matrices

densas de no mas de 1000 incognitas.

El procedimiento de eliminacién de Gauss que hemos descrito tiene dos problemas basicamente.

El primero es la aparicién de pivotes nulos, a,(!z) =0, o muy pequenios O(u), que pueden incurrir

en la aparicion de overflow. El segundo es la aparicion de multiplicadores m;; muy grandes, que

.2 4o .. . k k
provocan una cancelacién de digitos significativos en al(-j) — Mk aé j),
(k) o . .
i se pueden perder. La pérdida de estos digitos puede suponer un cambio

ya que los digitos menos
significativos de a

relativo muy grande en los coeficientes de la matriz A. El ejemplo més simple es la matriz

A A RETC B ,
11 0 1—1/e

SEn cualquier libro de tablas y férmulas mateméticas el lector puede encontrar que

X, nm+1)@2n+1)
= g ,

Jj=1

lo que puede verificar facilmente por induccion.
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en la que para € < u, fl (a(222)) = —1/e, que implica resolver la matriz que tiene aga = 0, en lugar

de a9 = 1.

Estos problemas se pueden minimizar si se utiliza una estrategia de pivotaje. Si en el paso
k-ésimo, en lugar de elegir como pivote al elemento a,(!};), intercambiamos las filas k-ésima y

r-ésima, tomando

k) _ (k)
|ark | = krgflgxn |aik |

entonces aseguramos que
Imik| < 1, i=k+1,k+2,...,n.

A esta técnica se le denomina pivotaje parcial y requiere O(nQ) operaciones. Se puede utilizar
también una técnica mas costosa, el pivotaje completo, en el que se intercambian tanto filas
como columnas, buscando el mejor pivote posible. En el paso k-ésimo, intercambiamos las filas

k y r,y las columnas k y s, donde

k)| _ (k)
|a1("s)‘ = kg?’én |aij |

Como esta técnica requiere O(n?’) operaciones, se utiliza mucho menos en la practica. Sin em-
bargo, como veremos més adelante, tiene varias ventajas desde el punto de vista de la estabilidad

numérica.

El algoritmo 4.4 muestra un algoritmo para la resolucién de un sistema lineal utilizando

eliminacién de Gauss con pivotaje parcial.

4.3.3 Factorizacién LU de Doolittle y Crout

El procedimiento de eliminacién de Gauss se puede escribir de forma matricial, lo que nos
permite interpretarlo como una factorizacién de la matriz A en el producto de una matriz

triangular inferior L por una triangular superior U.

La eliminacién de los ceros en la primera columna de A = A, se puede obtener mediante

el producto matricial

A® =1, 4D
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Algoritmo 4.4 Resolucion del sistema lineal Ax = b mediante eliminacion de Gauss con piv-

otaje parcial

function x = GEPPsol (A,b)

b
b
b
b
b

Resuelve A x = b mediante eliminacion de Gauss
A es una matriz de orden n x n
b y x son vectores de n x 1

31 A es singular, retorna x=NaN

eps = 27(-52); % epsilon de la maquina
n=length(b);

x=zeros(n,1); % declara x como vector columna
Ab = [A b]; % matriz aumentada [A|b]
for k=1:n-1,

mayor=abs (Ab(k,k)); % >Cudl es el pivote en columna k-ésima?
kpivote=k;
for r=k+1:n,
if (abs(Ab(r,k))>mayor), mayor=abs(Ab(r,k)); kpivote=r; end
end
swap=Ab(k,:); % Intercambia filas k- y kpivote-ésima
Ab(k, :)=Ab(kpivote,:);
Ab (kpivote, :)=swap;
if (abs(Ab(k,k)) <= nxeps), % >Es el pivote nulo?
x=NaN; % Devuelve: matriz singular
else
for i=k+1:n,
m=Ab(i,k)/Ab(k,k); [i k], % multiplicador (elemento de L)
Ab(i,k:n+1)=Ab(i,k:n+1)-m*Ab(k,k:n+1); % calcula fila de la matriz U
end
end
end
x(n)=Ab(n,n+1)/Ab(n,n); % Resolucion del sistema tringular U x =P b
for k=n-1:-1:1,
x(k)=(Ab(k,n+1)-Ab(k,k+1:n)*x(k+1:n))/Ab(k,k);

end



4.3. Eliminacién de Gauss y Factorizacién LU 153

donde la matriz triangular inferior L; toma la forma

1 0 0 0
—my; 1 0 - 0
(1)
a:
L1: —msq 01 --- 0 y mi1 = Zl.
(1)
a1y
—mpy; 0 0 - 1
Llamando m; € R™ al vector cuyas componentes son (0, ma1,msg, ... ,Mn1) ', y a ey al primer
vector de la base candnica de R", podemos escribir,
L1 =1- mi e]—.
De igual forma, para el siguiente paso, tenemos
AB) =1, A
donde
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
T ag)
LQZI—m2€2: 0 —m3s 1 --- 0 y mo = ms3o y miQZﬁ.
o)
0 —MMn2 o --- 1 mMnp2
y eg es el segundo vector de la base candnica.
De esta manera, la etapa k-ésima corresponde a hacer
AK) =L A(k_l), L, =1—my e;—, my = (0,...,0,mk+1,k,...,mnk)T,

y la matriz triangular superior U obtenida tras el iltimo paso es

U=1Lp - LoliA=T—=mu 1€ 1) (I—mgeg) (I —mye])A.

La matriz A se puede escribir como el producto de matrices

A=L{Lyt - LN U
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La inversa de las matrices triangulares L; es facil de obtener, basta invertir el signo de los

multiplicadores, L,;l =14+ my e;, ya que e; mg = 0y por tanto
(I —mpel) (I +mpel)=1—mpe) mpel =1.

T

Més atn, como e; mj = 0 para k > 1, el producto de las inversas de las matrices triangulares

es una matriz triangular

n—1
L=T+mie])T+maeg) - (I+mp_1e ;) :I—i—Zmie:,
i=1
que en componentes se escribe facilmente como
1 0 0 0
ma1 1 . 0 0
o)
a
kk
Mp1 Mp2 - Mpp-1 1

El lector observara que nuestro desarrollo tiene el siguiente corolario. La inversa de una ma-
triz triangular inferior (superior) es también una matriz triangular inferior (superior). Ademas,

si la matriz triangular era (con diagonal) unitaria, su inversa también lo serd.

En resumen, hemos demostrado por construccion que la eliminacién de Gauss equivale a
factorizar la matriz de coeficientes A = LU como el producto de una matriz triangular inferior
unitaria L y una triangular superior U. A esta factorizacién LU se la denomina de Doolittle.
También se puede factorizar la matriz A = LU en una matriz triangular inferior L y una matriz
triangular superior unitaria U , procedimiento que se denomina factorizaciéon LU de Crout. De-
jamos al lector interesado los detalles de esta tltima factorizacién que equivale a una eliminacion
de Gauss, pero con ligeros cambios. Finalmente, se puede factorizar la matriz como A = LDU
donde D es una matriz diagonal, y L y U son sendas matrices triangulares inferiores y superiores,

respectivamente, unitarias.

La resolucién del sistema de ecuaciones Ax = b por eliminacién de Gauss matricialmente

corresponde a resolver el sistema triangular

Uz=L"1p, U=L"1A,
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aunque cuando se conoce la factorizacion LU es mas eficiente resolver los dos sistemas triangu-

lares con matrices de coeficientes L y U, en este orden, es decir,

LUx=b = Ly=0b, Uz =y.

Ejemplo 4.7 Para el sistema Ax = b, donde

4 -9 2 2
A=1 92 4 4 |, b=1 3 |,
1 2 2 1

aplicaremos el procedimiento de eliminacion de Gauss y su equivalencia con la factorizacion LU.

El primer paso en el procedimiento de eliminacién de Gauss es multiplicar la primera fila

por —2/4 y sumarla a la segunda, y la primera por 1/4 y sumarla a la tercera. Definiendo

1 0 0
Li=1 —05 1 0 |
+0.25 0 1
tenemos que
4 -9 2 2
Ai=LiA=10 05 3 |- by = L1b= 2
0 —-0.25 25 1.5

En el segundo paso del método de eliminacién de Gauss multiplicamos la segunda fila por 1/2

v la sumamos a la tercera, por lo que tenemos

1 0 0
Ly=10 1 o0 |
0 +05 1
tenemos que
4 -9 2 2
As=L2A1=1| 0 05 3 |- by = Lyb= 2



156 Capitulo 4. Métodos directos para la resolucién de ecuaciones algebraicas lineales

Con lo que hemos obtenido una matriz triangular superior
U= L2A1 = L2L1A.

La matriz triangular inferior

1 0 0 1 0 0 1 0 O
Lo=1Ly L1 = -05 1 0 0o 1 0 ||=] -05 1 0 [>
+0.25 0 1 0 +05 1 0 05 1
tiene como inversa
1 0 0 1 0 0
L=Lg'=Li'Ly'=| 05 1 0 0 1 0
—-0.25 0 1 0 —-05 1
1 0 0
= 0.5 1 0
—-0.25 —-0.5 1

De esta forma hemos obtenido una descomposiciéon LU de la matriz A,

A=L;'U=LU.

4.3.4 Cadalculo directo de la factorizacion LU

El procedimiento que hemos seguido, que utiliza una eliminaciéon de Gauss previa a la factori-

zacion se puede evitar realizando ésta directamente.

Consideremos, primero, la factorizacién LU de Doolittle, en la que L tiene diagonal unitaria,

liy =1,

1 0 0 --- 0 Ul U2 w13t Ulp
121 1 0 - 0 0 U22 U223 -+ U2p
A=l lg 1 - 0 0 0 ‘wuzz -+ wusy
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Para determinar directamente la expresién de los coeficientes de L y de U en funcién de los de
A basta multiplicar dichas matrices y comparar sus coeficientes con los de A. Multiplicando la

primera fila de L por todas y cada una de las columnas de U se obtiene
u; = aj, 1<7<n.

Multiplicando todas las filas de L por la primera columna de U, obtenemos

a1 a1 .
liuin =an = lpn= =—, 2<i<n.
Uil ain

Multiplicando la segunda fila de L por las columnas de U, y utilizando los coeficientes ya
calculados, se obtiene
a1

litutj +ugj = agj = ugj = agj — lj1uy; = agj — - aij, 2<j<n.

Multiplicando las filas de L por la segunda columna de U, y utilizando los coeficientes ya
calculados, se obtiene

linuii + ligugi = aia, =l = ulgl (aiz — lin u1;), 3<js<n
Los resultados que se van obteniendo son muy similares a los obtenidos por el procedimiento
de eliminacién de Gauss. Operando sucesivamente de la misma forma se llega a la siguiente

expresion general para calcular los coeficientes de L y U,

i—1
U5 = Q55 — lek: Uy, 1<i< ] < n, (4'2)
k=1
1 -
= — ai =S lpug; |, 1<j<i<n—1, 4.3
0 \ M kzﬁlkum S -

que se aplicard alternativamente, primero para la fila ¢ de U y luego para la columna j de L.

Consideremos ahora, la factorizacion LU de Crout, en la que U tiene diagonal unitaria,

Usis = 1,
lll 0 O ce 0 1 u12 u13 PR uln
log loa 0 -+ 0 0 1 woz - ugy,
A= ls31 l3g2 I3z --- O 0 O 1 - ug,
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Como antes, determinar la expresién de los coeficientes de L y de U es relativamente facil. Para

la primera columna de L,

lzl a;1, 1< < n,
y para la primera fila de U,
ayj aj
lnulj:alj, = ulj:—j:—J, 2<3<n
i1 an

7j—1
lz] Qg lek Uk, 1<j<i<mn,
k=1
1 i—1
uzj—F aij Zlikuk] , 2<ji<i<n
(4 k’:].

Como hemos visto, la factorizacién LU equivale al procedimiento de eliminacién de Gauss
y para la resolucién de sistemas lineales requiere, de hecho, el mismo coste computacional
0(2 n3/3), aunque no detallaremos esta demostracion. Sin embargo, la ventaja fundamen-
tal de esta factorizacion aparece cuando hay que resolver muchos sistemas lineales con la misma
matriz de coeficientes A y diferentes términos no homogéneos, b, en cuyo caso basta almacenar
las matrices L y U una sola vez, siendo el cédlculo de las sucesivas soluciones realizado con el
coste de la resolucién de dos sistemas triangulares, que es del orden de O(nz), muy inferior al

de la factorizacién.

Hemos de indicar que algunos autores utilizan una factorizacién A = L DU, en la que las
matrices L y U tienen diagonal unitaria y D es un matriz diagonal. No presentaremos mas

detalles de este tipo de factorizacion, que por otra parte no reviste mayor dificultad.

También hemos de indicar que normalmente las matrices L y U no se almacenan con sus
elementos nulos, sino que se almacenan las dos matrices en una tnica matriz LU con objeto
de reducer el coste en memoria. Ademds, se puede observar que en la iteracién k-ésima del
algoritmo no se requiere el conocimiento de los valores de a;; con 1 < 4,5 < k, por lo que los
valores ya calculados de las matrices L y U se pueden sobreescribir sobre los valores originales
de la matriz A. Eso si, siempre y cuando no importe que los valores originales de la matriz A se
pierdan, lo que se puede aprovechar en la mayoria de las ocasiones. De esta forma se reduce el

coste en memoria a la mitad.

El algoritmo 4.5 muestra un algoritmo para la resolucién de un sistema lineal utilizando

factorizacion LU con pivotaje parcial.
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Algoritmo 4.5 Resolucion del sistema lineal Ax = b mediante factorizacion LU con pivotaje

parcial.

function x

YA
b

LUPPsol (A,b)

Resuelve A x = b mediante factorizacion L U =P A
A es una matriz de orden n x n (contendra L y U)
b y x son vectores de n x 1

Si A es singular, retorna x=NaN

eps = 27(-52); % epsilon maquina

n=length(b);

kr=1:n; % vector que representa P

for k=1:n-1,
mayor=abs (A(k,k)); % >Cudl es el pivote en col. k-ésima?
kpivote=k;

for r=k+1:n,
if (abs(A(r,k))>mayor), mayor=abs(A(r,k)); kpivote=r, end
end
swapk=kr (k) ; swap=A(k, :); % Intercambia filas
kr (k)=kr(kpivote); A(k,:)=A(kpivote,:);
kr (kpivote)=swapk; A(kpivote,:)=swap;
if (abs(A(kr(k),kr(k))) <= n*eps), % >Es el pivote nulo?
x=NaN; % Matriz singular
else
for i=k+1:n,
A(i,k)=A(1,k)/A(k,k); % Elementos de L
A(i,k+1:n)=A(i,k+1:n)-A(i,k)*A(k,k+1:n); % Elementos de U
end
end
end
y=zeros(n,1); y(1)=b(kr(1)); % Resuelve L y
for k=2:n,
y(k)=b(kr(k))-A(k,1:k-1)*y(1:k-1);

Pxb

end

x=zeros(n,1); x()=y(n)/A(n,n); % Resuelve U x

for k=n-1:-1:1,
x(k)=(y(k)-A(k,k+1:n)*x(k+1:n))/A(k,k);

]
<

end
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El lector se puede preguntar bajo qué condiciones mateméticas una matriz A cuadrada tiene

una factorizacion LU tnica. El siguiente teorema contesta dicha pregunta.

Teorema 4.8 La matriz A € R™" tiene factorizacion LU de Doolittle unica si y sélo si sus
menores principales Ay, para k =1,2,...,n— 1, son no singulares. Si alguno de estos menores
es singular, la factorizacion puede existir, pero entonces no es unica. El mismo resultado se

obtiene para la factorizacion de Crout y la LDU.

Concretarermos la demostracion para el caso de la factorizacién de Doolittle. Los menores
principales Ay son las submatrices A(1 : k,1 : k). La demostracién por induccién es sencilla.
El caso base k = 1 es trivial. Supongamos que Ag_; tiene factorizacién LU tunica, sea Ap_1 =
Lj,_1 Ui_1, entonces podemos escribir el menor principal A; de la forma

Akz—l b Lk—l 0 Uk:—l u
A = = = Ly U,
el apk Mo 0 Uk

que sera cierta si se cumplen las siguientes ecuaciones
T _ 5T T
Li_1u=05, c =1"Ug_1, apr =1 u+ ugp.

Las matrices Ly_1 y Ug_1 son no singulares ya que 0 # det(Ag_1) = det(Li_1) det(Ux_1), luego
las ecuaciones anteriores tienen solucion unica. Esto completa la demostracién del “si”.

Hay que probar la parte del “sélo si”. Lo més fécil, es el caso en que A es no singular.
Supongamos que la factorizacion LU existe. Entonces Ay = Ly Ui, k = 1,2,...,n, lo que nos
indica que

det(Ag) = det(Ug) = uqq ugg - - - Upk,
pero como det(A) = uqy -+ upy # 0, automaticamente det(Ag) # 0, para k =1,2,...,n—1. El

caso de que A sea singular se lo dejamos al lector.

La no unicidad de la factorizacién cuando la condicién anterior no se cumple es facil de

comprobar, por ejemplo,

= Y va?

= , a-0#1.
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4.3.5 Técnicas de pivotaje y factorizacion LU

Como ya hemos indicado previamente, el gran problema de la eliminacién de Gauss es la
aparicién de pivotes nulos o pequenios, efecto que se puede minimizar si se utiliza una técnica

de pivotaje.

En el pivotaje parcial, en el k-ésimo paso de eliminacion, en lugar de elegir directamente el

elemento a,gk), buscamos el elemento de dicha columna de mayor médulo, sea el r-ésimo,

k) _ (k)
g | = moax |ag|

e intercambiamos las filas k-ésima y r-ésima, de tal manera que dicho elemento pasa a ocupar
la, posicion a,gk), y serd usado como pivote. El pivotaje parcial, que requiere O(nQ) operaciones

de comparacion, nos garantiza que los multiplicadores son menores que la unidad,

|| < 1, i=k+1,k+2,...,n.

La técnica de pivotaje parcial también se puede aplicar al algoritmo directo de factorizacion
LU de Doolittle (Crout), de forma que evitemos la aparicién de elementos uyi (Ixr) nulos o

pequenos. Para ello, intercambiaremos, en el caso de Doolittle, las filas k-ésima y r-ésima,
donde

|uri| = krggl\uik\,

(de forma similar en el caso de Crout).

El intercambio de las filas k-ésima y j-ésima de una matriz se realiza mediante la pre-

multiplicacién por una matriz de permutaciéon P = Py;, que es la matriz identidad con las filas
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k-ésima y j-ésima intercambiadas, es decir,

1 0 (k) ) 0
0
(k) 0 0 1
0 1
Py =
1 0
(4) 1 .. 0 0
0
0 e 0 1

Las matrices de permutacién son ortogonales, P~' = PT, y cumplen P~! = P. Ademas, tienen

determinante unitario, det(Py;) = 1.

En el algoritmo de eliminacién de Gauss con pivotaje parcial, antes de premultiplicar por
las matrices L; de multiplicadores, es necesario realizar una permutacién de filas Py, en la que

se permutan la fila k-ésima y la rp-ésima, por lo que obtenemos
U=Ly 1Ly, 2P, 2---Ly Py L1 P A,

donde hemos omitido P,_; = I. Desde el punto de vista del analisis numérico de este método
es necesario notar que se pueden realizar todas las permutaciones antes de aplicar el algoritmo.

Veamos en particular el caso n = 4, para el que
U=L,1L3sP3LyP, L1 P A,
se puede escribir de la forma

U=LyLs P3LoP; P3Py L1 Py Py P3P, P A,
——
£, [ PA

es decir,
U=LsLsLsL; PA,

donde L; son matrices triangulares con ceros en los mismos elementos que L;, y P = Ps P, P,

es el producto de varias matrices de permutacién, que es también una matriz de permutacién
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P~! = P. En este sentido la factorizacién LU con pivotaje parcial se puede interpretar como
la factorizacion LU normal aplicada a la matriz permutada P A, es decir, PA = LU. Por
supuesto, de antemano no conocemos la matriz de permutacion P adecuada, por lo que esta

interpretacion soélo tiene utilidad desde el punto de vista tedrico.

El lector notard que para almacenar la matriz P, basta dar el nimero r; de la fila a permutar
con la k-éxima, ya que ésta iltima estd implicita. Por ello, la matriz de permutacién P producto
de las P, algunas veces se representa mediante un vector cuyas componentes son los valores ry,

de las filas permutadas por la k-ésima en la matriz Pj.

Ejemplo 4.9 Apliquemos eliminacion de Gauss con pivotaje parcial a la resolucion del sistema

To+x3 = 1,
r1+2z9+32z3 = 0,
T1+x2+23 = 2.

Obviamente, el primer pivote es nulo, aunque el determinante de la matriz de coeficientes
sea 1 y el sistema tenga solucién. Intercambiando las filas 1 y 2, mediante la siguiente matriz

de intercambio

0 10
Po=|(10 0 |[;
0 0 1
obtenemos el sistema
1 2 3 1 0
PoA=10 1 1 zy | =Prb=1| 1|,
11 1 T3 2
por lo que aplicando eliminaciéon de Gauss
1 2 3|0 1 2 3|0 1 2 310
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y, finalmente, las soluciones al sistema son

T3 = —3, o =1—1x3 =4, r1=—-3x3—2x2=1.

Si hubiéramos aplicado factorizacién LU de Doolittle con pivotaje parcial, obtendriamos
PA:LU, donde P:P12,

1 0 0 1 2 3
L=10 1 0 |- U=1o01 1
1 -1 1 00 —1

Obviamente, la solucién del sistema es la misma de antes.

La técnica de pivotaje completo consiste en buscar el pivote de la etapa k-ésima de elimi-
nacién entre los valores mds grandes de la submatriz que resta por considerar de la matriz A®*).
Para ello se intercambian tanto filas como columnas. En el paso k-ésimo, intercambiamos las
filas k y 1, v las columnas k y s, donde

k
|a,(fz)3k| = max \az(.)|.
k<ij<n "
Esta técnica tiene un alto coste computacional, y requiere O(n3) operaciones de comparacion,
por ello se utiliza mucho menos en la practica. Ademds, aunque, como veremos mas adelante,
tiene varias ventajas desde el punto de vista de la estabilidad numérica, en la practica las dos

técnicas se comportan de forma parecida.

Para intercambiar dos columnas, sean la k-ésima y la j-ésima, se multiplica por la derecha
(o post-multiplica) por la matriz de permutacién de filas Py;, como es facil de comprobar. De
esta manera, el intercambio simultdneo de filas y columnas se realiza de la forma Py; A Py; y el

sistema resultante queda

Pii A Py P,;jl z = Py, b.

Es importante notar que la aplicacién de pivotaje completo a la factorizacion directa de Doolittle

y Crout no es ni mucho menos obvia, y requiere cambiar el sustancialmente dichos algoritmos.

Como el pivotaje parcial, el completo se puede interpretar como una permutacion inicial de
la matriz A de la forma P AQ, donde P y @ son matrices de permutacion para las filas y las

columnas, respectivamente.



4.3. Eliminacién de Gauss y Factorizacién LU 165

Ejemplo 4.10 Aplique eliminacion de Gauss con pivotaje completo al sistema

011 1 1
1 2 3 z2 | =] O
111 T3 2

Se deben intercambiar las filas 1 y 2, y las columnas 1 y 3, para obtener como pivote el
mayor valor posible (a3 = 3). El intercambio de filas lo haremos multiplicando por la izquierda

por Pis v el de columnas multiplicando por la derecha por P;3, donde

010 0 0 1
Po=1|10 0|, Ps=101 0|,
0 0 1 1 00

y el sistema se escribe
Py APizy = Pb, y =Pz,

es decir,

3 21 0 3
PpAP3=A1=| 110 |, Peb=bi=| 1], Pia=]| 4

1 1 1 2 1

Aplicando eliminaciéon de Gauss obtenemos
3 2 1|0 3 2 1|0

<A1 b1>: 1 1 01 - 01 —-11]3 :(A2 b2)~

1 1 1|2 01 216

Ahora la técnica de pivotaje completo indica que se deben intercambiar las filas 2 y 3, y las
columnas 2 y 3, para poner el elemento méas grande (age = 3) como segundo pivote. El intercam-
bio de filas lo haremos multiplicando por la izquierda por Pa3 y el de columnas multiplicando

por la derecha por P»3, donde
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y el sistema se escribe

A3 z = P23 AQ P23 zZ = P23 b= b3, zZ = P2_31 Yy = Pzgl P1_31 Z,

es decir,
3 2 1 0 T3
Az=1fo0 2 1|, =6 ]| 2=| x
0 -1 1 3 T

3 2 110 3 2 110
<A3 b3>: 0 2 1]6 - 0 2 1|6 :<A4 b4>7
0 -1 1|3 0 0 3|12

3 2 1 Z1 0
0 21 zo | = 6 )
0 0 3 23 12

cuya solucién es
23 =12/3 =4, z9 = (6 —23)/2 =1, 21 = (223 —x2)/3 = =3,
y la solucién original x = Py3 Pe3 2z es

1‘1:2’2:1, .%‘2223:4, a:3:21:—3.

4.3.6 Analisis de errores regresivos

El analisis de errores de la eliminaciéon de Gauss es una combinacién de los analisis ya presentados

para el producto interior y para la resolucién de sistemas triangulares®. La observacién més

importante a tener en cuenta es que todas las variantes de este algoritmo son matematicamente

5La eliminacién de Gauss fue el primer algoritmo numérico para el que se hizo un anélisis de propagacién
de errores. El norteamericano Harold Hotelling (1895-1973) en 1943 hizo un andlisis muy pesimista, muchas de

cuyas conclusiones eran erréneas. El hingaro Johann Louis von Neumann (1903-1957), quien cambi6 su nombre
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equivalentes, realizan las mismas operaciones aunque en un orden diferente, y por tanto satisfacen
una cota de error comun. Por ello, nos limitaremos a analizar los errores en el algoritmo de
factorizacién LU de Doolittle. Més atin, basta analizar el método sin pivotaje, ya que éste, tanto

parcial como completo, equivale a aplicar el método a una matriz convenientemente permutada.

Las asignaciones (4.2) y (4.3) toman la forma del algoritmo de sustitucién progresiva o hacia
adelante cuyos errores se analizaron en el teorema 4.4. Aplicando este teorema directamente,
sin importar el orden con el que se evalten los productos interiores, la matrices L (con /l\kk =1)

y U calculadas satisfacen

k—1 k
g — > ity — | < Y Nl @), 5>k,
=1 i=1

k
air — > gl < e > gl el i>k,
j=1 j=1

donde ~; = k4, como siempre. Estas desigualdades nos dan directamente el andlisis de errores

hacia atras para la factorizacién LU.

Teorema 4.11 La factorizacion LU de la matriz A € R™™ tanto por eliminacion de Gauss
como por el algoritmo directo de Doolittle o Crout, si acaba con éxito, conduce a dos factores L

y U que satisfacen la cota de error regresivo

LU=A+AA,  |AA| <, |L||0].

Para obtener una andlisis de errores hacia atras para la resolucién de un sistema lineal por
eliminacién de Gauss o por factorizacién LU basta sumar al resultado de este teorema los errores
implicados en la inversion de los dos sistemas triangulares. Utilizando los teoremas 4.4 y 4.11
obtenemos

LU=A+AA;,  |AA)| <, |L||0],

(L+AL)G=b, |AL| <, ]|L],

~

U+A0)Z=7, |AU| <7 0],

a John, y el norteamericano Hermann Heine Goldstine (1913-) en 1947 estudiaron el caso de matrices simétricas
definidas positivas. El inglés Alan Mathison Turing (1912-1954) hizo el primer anélisis de errores general en
1948, donde introdujo el concepto de nimero de condicién. El inglés James Hardy Wilkinson (1919-1986) estudié
empiricamente en 1954 el comportamiento del factor de crecimiento, lo que le llevé siguiendo ideas de Turing
a introducir el andlisis de errores hacia atras y atacar con él la eliminacién de Gauss en 1961. Los resultados

presentados en este capitulo ya se conocian en 1963.
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con lo que
(A+AA)T=b=(L+AL)(U+AU)Z,

AA=AA + LAU + ALU + AL AU,

que se acota facilmente como

|AA] < 39 [LIU] + 5 LU

Hemos obtenido como cota de error ¢, |L| |U], donde la constante ¢, es de orden lineal, O(n),
que es el mejor resultado que podiamos esperar dado que cada elemento de A sufre del orden
de O(n) operaciones. El valor exacto de la constante de error no es importante. De hecho se
puede demostrar facilmente que se puede reducir a ¢, = 2+,. En lugar de aplicar el teorema 4.4,

podemos aplicar el lemas 4.1, que es méds preciso, obteniendo
|AL| < diag(yi-1) L], |AU| < diag(yn—it1) U],

donde diag(z;) representa la matriz diagonal cuya diagonal toma los valores d;; = x;. De esta

forma,
ILAU + ALU + ALAU| < diag(yi1 + Yn—it1 + Yie1 Ya—i+1) | L] [U] < L] U],

donde hemos usado que vy + v; + V7 < Vk+j, Propiedad que presentamos en el tema 2. En

resumen, hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 4.12 La resolucion por eliminacion de Gauss, o por factorizacion LU de Doolittle o
Crout, si acaba con éxito, conduce a una solucion cuyo error cumple la siguiente cota de error

reqresivo’

(A+AA)Z=b,  |AA| <2, |L||T).

Este teorema se interpreta ficilmente. Lo ideal serfa obtener una cota |[AA| < w|A], sin
embargo, como cada elemento de A sufre del orden de O(n) operaciones no podemos esperar
una cota mejor que |AA| < ¢,u|A|, donde ¢, = O(n). Una cota de este tipo se obtiene si

\E| |(7 | = |E U|, es decir, cuando los elementos de L y U son no negativos, ya que entonces
ILIU| = [LU| = [A+ AA] < [A[ + 7 [L| U],
con lo que obtenemos

(A+AA)F=b, |24 < 12_”; Al (L0 =0).

Si el lector lo prefiere, sustituya 2+, por 34, + 72. Lo tnico importante para nuestro anslisis es que la

constante ¢, = O(yn)
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Como observamos de los teoremas anteriores, la estabilidad de la eliminacion de Gauss esta
determinada por el tamano de la matriz |E \ ][7' | y no por el tamano de los multiplicadores. Esta

matriz puede ser pequena cuando los multiplicadores (I;;) son grandes, y grande cuando éstos

son del orden de la unidad (como cuando usamos pivotaje).

La estabilidad numérica de la eliminacién de Gauss requiere que |||L| |U|||/||A|| sea pequena.
Sin embargo, cuando no se utiliza pivotaje este cociente puede ser arbitrariamente grande; por

ejemplo, para la matriz

1 1 1—--
€

[N e
—

el cociente |||Z| |U|||/||A] = O(1/e).
Sin embargo, cuando se utiliza pivotaje parcial, |l;;| < 1, Vi > j, y ademds
i—1
Juij| < 277 max|ay],

que se prueba facilmente por induccién. El caso base, |uij| = |ai;|. Aplicando la hipétesis de
induccién, obtenemos

i—1 i—1

uig| < lag| + Y il lurg] < lagi] + ) 287" max |ay],
<k
k=1 k=1 -

que conduce al resultado buscado

i—1

k—1 i—1
g (1 527) <2 g

En resumen, al utilizar pivotaje parcial |L| es pequena y U estd acotada relativamente con A,
con lo que |||Z] |(7 II/||A|l estd acotado. Ello garantiza la estabilidad numérica en la préictica de
la eliminacion de Gauss con pivotaje parcial. Cuando se utiliza pivotaje completo, la estabilidad

numérica se puede demostrar de forma rigurosa, aunque omitiremos dicha demostracion.

4.3.7 Errores y el factor de crecimiento

En el andlisis de la propagacion de errores es clasico partir del siguiente teorema debido a

Wilkinson, que introduce el importante concepto de factor de crecimiento.

Teorema 4.13 (Wilkinson) Sea A € R™™ entonces la solucion del problema Az = b mediante

eliminacion de Gauss con pivotaje parcial conduce a la siguiente cota de error

(A+A)T=b,  [|AAs < 27° v pn [|Allcc,
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donde el factor de crecimiento
max |a(k)|
IL: ij
gk
max |a;;| ’
17.]
(k)

cuyo cdlculo requiere los valores a;; de las matrices intermedias que aparecen en la eliminacion

de Gauss.

No demostraremos este teorema, pero observaremos que es razonable para la eliminacién de
Gauss con pivotaje parcial utilizando el teorema 4.12, ya que con pivotaje parcial |l;;| < 1y
(4)
uij| = lag; | < pn H;%Xlaz‘jl-
La demostracion este teorema para la eliminacién de Gauss sin pivotaje es mucho mas dificil y
engorrosa, por lo que la omitiremos [?].

Cuando se usa pivotaje parcial es facil comprobar que p, < 2"~ !. Esta cota superior se

alcanza para las matrices con la forma, en el caso de n = 4,

1 0 0 1
-1 1 0 1
-1 -1 1 1
-1 -1 -1 1

Aunque muy excepcionalmente el factor de crecimiento puede ser muy grande, incluso crecer
exponencialmente, en la practica siempre es pequeno. Estudios realizados con matrices aleatorias
indican que el factor de crecimiento es O(nQ/ 3), con pivotaje parcial, y O(nl/ 2), con pivotaje
completo. Uno de los problemas atn sin resolver en andlisis numérico es saber el porqué de este

comportamiento en la practica.

Para algunas clases de matrices el factor de crecimiento ha sido estudiado con toda genera-

lidad. Entre ellas destacan las matrices diagonalmente dominantes por filas (o por columnas)
\am Z Z ]aij], Vi.
J#1
Estas matrices surgen en muchos problemas practicos y por ello presentaremos, sin demostracion,

el siguiente teorema, que nos indica que la eliminacién de Gauss es perfectamente estable para

estas matrices.
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Teorema 4.14 (Wilkinson) Si A € C"*" es diagonalmente dominante por filas, entonces tiene

factorizacion LU sin necesidad de pivotaje, y ademds el factor de crecimiento estd acotado

pn <2 [4].

4.4 Sistemas de Ecuaciones Tridiagonales

Un sistema lineal de ecuaciones tridiagonal tiene la forma
diz1 + 1 w2 = by,
az w1 +dg T2 + ca T3 = ba,

a3 r9 + d3 x3 + c3 x4 = b3,

Up Tp—1 + dp Ty, = by,

que podemos escribir como Ax = b, donde A es la matriz tridiagonal que tiene como valores

A -1 = ay, k=2,...,n,
Ap . = dp, k=1,2,...,n,

Ap k1 = Chs k=1,2,....,n—1,
Ay =0, j&{k—1kk+1}.

La eliminacion de Gauss nos permite obtener un sistema bidiagonal superior si hacemos
ceros en la subdiagonal principal mediante combinaciones lineales de las ecuaciones del sistema.
Por ejemplo, para eliminar el término multiplicado por ao le restaremos a la segunda ecuacion
la primera multiplicada por as/d;. Procediendo de esta manera con las sucesivas ecuaciones

obtendremos tras (n — 1) pasos, el sistema

a1 1+ 7 22 = B,

a T + Y2 23 = [o,

Op Tp = Bp.
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El célculo de estos coeficientes se denomina iteracién hacia adelante o progresiva. Estudiaremos

en detalle este cdlculo. La primera fila ha de quedar inalterada

a1 = dy, Y1 = c1, B1 = br.

Supongamos que hemos realizado (k — 1) pasos de eliminacién de elementos subdiagonales. En

el k-ésimo, tendremos las siguientes ecuaciones en las filas (k — 1) y k-ésima,
Q-1 Tp—1 + V-1 Tk = Br—1,
ag Tp—1 + dg Tk + Ck Thg1 = bg.

Eliminaremos el elemento subdiagonal ay, si le restamos a la k-ésima ecuacién la (k — 1)-ésima

multiplicada por ay/ag_1, lo que conduce a

ak Vk—1 ay Br—1
ap =dp — ———, Vi = Ch; Br=br— ——.
k-1 k-1
Aplicaremos este procedimiento para k = 2,3,...,n.

La solucion del sistema la podemos obtener resolviendo el sistema bidiagonal superior

obtenido mediante sustitucién hacia atras o regresiva,

Bn
Tp = —,
(079
Br — Yk Trt1
T = —_
673

parak=n—1n—-2,...,1.

El nimero de operaciones realizadas en la iteracién hacia adelante es de 2 (n — 1) divisiones,
2(n — 1) productos y 2 (n — 1) sumas, y en la iteracién hacia atrds 1 divisién (si los nimeros
1/ay se guardan durante la iteracién hacia adelante), 2n 4+ 1 productos y n — 1 sumas. Es
decir, n divisiones, 5n — 2 productos y 3 (n — 1) sumas de bloques. En total se requieren O(8n)

operaciones aritméticas. Esta expresion es lineal en el tamano de la matriz n.

En cuanto a almacenamiento, necesitamos solamente 4 vectores (4 n elementos) ya que en el
paso hacia adelante podemos almacenar el vector ay, en el vector ay y el Oi en el by. Ademads, es
usual almacenar 1/ay en lugar de ay con objeto de evitar calcular dos veces los nimeros 1/ay,

hecho que hemos utilizado en el calculo del nimero de operaciones previamente presentado.

También podemos resolver un sistema tridiagonal por factorizacién LU, por ejemplo, de
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Doolittle. Escribiendo

1 0 O 0 u; c¢; 0 0
l2 1 0 0 u9 (6]
L= 0 I 1 ) U=

Up—1 Cp—1

0 --- I, 1 0 --- 0 U,

Comparando el producto de L y U con A se obtienen facilmente las relaciones de recurrencia

C; .
u1:d1, li:u N ui:di—liei,b 222,3,...,71.
i—1

Una vez obtenidas las matrices bidiagonales L y U, para obtener la solucién de Az = b, se
resuelven los sistemas Ly = b, y U x = y. Este procedimiento es completamente equivalente a

la eliminacién de Gauss previamente presentada y su coste es exactamente el mismo.

Un analisis de errores hacia atrds para este procedimiento es sencillo. Aplicando el modelo

estandar de la aritmética y el modelo modificado,

o~ C'
(1+e)l==——, leil <,
Ui—1
(I+m)u; =di —ujei—1(1+6;), |75, 14| < u,

y por tanto se cumplen las cotas de error
lei — L w1 | < ullswi—q],
|di = liei—1 —u;| <u <|lz ei—1| + \Uz|) .
Este resultado de anélisis de errores regresivo se escribe matricialmente de la forma siguiente

A+AA=LU, |AA|<u|L||U).

La solucién del sistema tridiagonal A x = b mediante factorizacién LU conduce a una solucién

numérica que cumple las siguientes cotas de error regresivo
(L+AL)(U+AU)Z=b, |AL| <u|L|, |AU|< (u+u?)|U],
de forma que

(A+AA)T=b, |AA|<c(w)|L||U|,  clu)=4u+3u>+u?.
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La demostracion, sencilla por otro lado, de estas expresiones se deja como ejercicio para el lector.

Se pueden estudiar las matrices tridiagonales para las que la cota de error regresivo es de la
forma |AA| < c(u) |Al, es decir, para las que |L| |U| < ¢|LU]|, donde ¢ es una constante. Entre
ellas destacan las matrices tridiagonales simétricas definidas positivas (¢ = 1) y las diagonalmente

dominantes por filas (¢ = 3) [4].

4.5 Factorizacion de Cholesky

En muchos problemas aplicados surgen matrices simétricas. Cuando se aplica la factorizacién
a LU a una matriz simétrica, la matriz U no corresponde a LT, obviamente. Si eliminamos la

condicién de que L o U sean de diagonal unitarial.os elementos de la diagonal de A,

Toda matriz real A que tenga factorizacién LU tnica, y que sea simétrica y definida positiva,
entonces tiene una factorizacién tnica de la forma A = L LT, donde L es una matriz triangular

inferior con diagonal positiva, y se dice que A tiene factorizacién de Cholesky.

Demostracién: Partiendo de la unicidad de la factorizacién LU Doolittle (o Crout), ten-
emos que
A=LU=A"=UTLT,

donde L y U son matrices no singulares, por lo que tienen inversa y podemos escribir
UL t=L7'U" =D,

que es una matriz diagonal porque el primer término es una triangular superior y el segundo
una inferior. Entonces
U=DL", A=LDL".

Por otro lado, D debe ser definida positiva (y por tanto tener diagonal positiva), ya que A

es definida positiva,
0<(z,Az)=(x,LDL " 2)=(L"2,DL" z) = (y,Dy)

donde y = LT x. Si la expresién anterior es cierta para todo x # 0 entonces también ser cierta

para todo y # 0, ya que LT es inversible. Escribiendo ahora

con L triangular inferior, cqd.
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Dada una matriz compleja A que tenga factorizacion LU tnica, y que sea hermitica y definida
positiva, entonces tiene una factorizacién tnica de la forma A = L L*, donde L es una matriz
triangular inferior con diagonal positiva, y se dice que A tiene factorizacién de Cholesky. La

demostracién de este resultado es del todo similar al caso real y se deja al lector.

Para determinar la factorizaciéon de Cholesky compararemos uno a uno los elementos de la

matriz A y del producto L L, es decir,

ly 0O 0 - 0 lLin lor Iz - lm
logr lpo O --- 0 0 oo 32 -+ Ip2
A=1 I3 I3 I3 0 0 0 lIs3 ln3
lnl ln2 ln3 lnn 0 0 0 l’rm

Como antes, determinar la expresién de los coeficientes de L es relativamente facil. Para la

primera columna de L,

2
ann =17, =l =+Va,

a1
a1 =lipln = ln= T
11

para la segunda columna de L,

a9y = l%l + l%Q = 9y = +1/ a2 — l%l,

a2 =linlor +lizlee = lio = — (a2 — la1 li1)

y, en general, para la j-ésima columna,

para 1l <i<j < n.

Es interesante notar que /;; > 0 implica que

J
L 2 2
ajj = lek 2 U
k=1
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por lo que
k| < Vagj, 1<j<k<n,

es decir, la raiz cuadrada de los elementos de la diagonal de A son cotas superiores de los

elementos de las correspondientes columnas de L.

Actualmente, el coste de calcular una raiz cuadrada es el mismo que calcular una suma o un
producto, por lo que su aparicion en el algoritmo no introduce ninguna dificultad. Sin embargo,

si se desea, éstas se pueden evitar mediante la factorizacién de Cholesky modificada,
A=LDL",

donde es una matriz diagonal (de elementos positivos) y L es triangular inferior con diagonal

unitaria (I; = 1).

De esta forma

1 0 0 dll 0 0 1 l21 lnl
loy 1 0 0 da 0 0 1 In2
A=
lp lpa -+ 1 0 0 - dun o o0 .- 1
1 0 ... 0 dll d11 l21 s dll lnl
lo1 1 -+ 0 0 das <o daalps

con lo que igualando coeficientes hemos eliminado las raices cuadradas. Los detalles se relegan

al lector.

Una anélisis de la complejidad computacional de la factorizacién (o factorizacién modificada)
de Cholesky indica que el niimero de operaciones es del orden de la mitad que en la factorizacion
LU, es decir, O(n3 / 3), lo que supone su ventaja computacional mas importante. Ademas, el
almacenamiento de la matrices L y U se reduce a almacenar sélo los elementos de la primera,

con lo que el espacio de memoria requerido también se reduce a la mitad.
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4.6 Analisis de errores y nimero de condicionamiento

Para realizar un anélisis de errores del problema A x = b, podemos considerar de forma separada

la presencia de errores en el término no homogéneo b, en la matriz de coeficientes A o en ambos.

4.6.1 Errores en el cdlculo de la inversa

Tanto el procedimiento de eliminaciéon de Gauss como las factorizaciones LU de Doolittle y Crout
pueden ser usadas para calcular la inversa de una matriz. De hecho basta resolver n sistemas
lineales cuyos términos no homogéneos sean los vectores de la base canénica (las columnas de la
matriz unitaria I) y entonces las soluciones seran las columnas de la inversa. Estudiaremos los

errores al calcular dicha inversa.

Sea C una inversa aproximada de A. Llamemos residuoa R = I—C A =1—D. Si el residuo
es pequeno ||R| < 1, por la demostracién del lema de la seccién anterior, existe la inversa de
D =(C Ay ademas

1
A== R < -
1—|[R]
Como existe la inversa de C' A, entonces |C A| = |C||A| # 0 y por tanto los determinantes

|C|# 0y |A] # 0, y existen las inversas de C' y de A.
Como R=1—-CA=(A"1—-C)A, se obtiene

IR _ A~ =C]
IAler = el

y como [ — R = C A, tenemos que
I-R‘'=A"'c™!, A'=U-R7'C,

At—Cc=(I-R'-1)C,

ademas

At C=(I-CAA'=RA'=R(UI-R)'C,
que permite obtener

[EIC]

AP — Q| < ||R| (I =R |C| < :
[ I < IIRII( ) HIC 1= |7

por lo que
A =cl o IRl
I =~ 1—R|
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Finalmente podemos acotar el error relativo en la inversa en funcién de la norma del residuo

Ccomo 1
IR _ A~ ~c| _ ||

[Alelr = e~ 1= Rl

También podemos acotar el error absoluto de la solucién de un sistema lineal en funciéon de
la inversa y del residuo de dicho sistema lineal. Sea # una solucién aproximada del sistema lineal
Ax = b, entonces se define el residuo como r = b — A . Si el residuo es nulo, entonces Z es la
soluciéon exacta. Escribamos

r=Az—At=A(x—1),
r—i=Alr=(I-I-CA)'Cr,

donde C' es una aproximacién a la inversa de A. Entonces el error absoluto de la solucién se
acota por

R Cr
o =1 < T g < €Il 1+ O - € Al

|I — C A

Por tanto, que el residuo r sea pequeno no indica que el error en la solucién sea pequeno, va
) )

que al estar multiplicado por una inversa aproximada de A, si la norma de ésta es muy grande,

el error en la solucién puede ser mucho mas grande que el residuo.

4.7 Sistemas de ecuaciones mal condicionadas

Si la matriz de coeficientes de un sistema lineal de ecuaciones es mucho mayor de la unidad, este
sistema estda mal condicionado. En esta seccion presentaremos ejemplos sencillos de los efectos
del mal condicionamiento en la solucién del sistema. En algunos de estos ejemplos serd posible

corregir o al menos reducir los efectos de este comportamiento.

Ejemplo. Sea la matriz

1 0
A= , |A| = 10719,

0 1010

cuyo determinante es muy pequeno, luego debe estar mal condicionada. Estudiemos su niimero

de condicionamiento, para lo cual tenemos que calcular su inversa

L 10710 0 1 0
A =17 =
1 0 10%°
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Calculando el nimero de condicionamiento mediante la norma 1,
|All1 = max{1,107"} =1,  [|[A7!|; = max{1,10"} =107,

por lo que

cond(4) = [[Al1 A7, = 10,

lo que indica que esta matriz est4 muy mal condicionada. Este comportamiento se puede corregir

facilmente si multiplicamos la segunda fila por 10'°, con lo que se obtiene

que es una matriz que estd muy bien condicionada k(B) = 1.

Ejemplo. Otro ejemplo de sistema lineal mal condicionado es

y por lo tanto la solucién del sistema es z1 = 0, o = 0.1. El nimero de condicionamiento de

este sistema en norma 1 es
|AllL = 17, |A7Y = 17, cond(A) = 17% = 289,

que indica que la matriz estd mal condicionada y un pequeno error en los datos, por ejemplo,

7 10 Y1 1.01
5 7 Yo 0.69
conduce a un gran error en la nueva solucién y; = —0.17 e yo = 0.22 (un error relativo superior

al 100%).
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Ejemplo. Hay muchas familias de matrices mal condicionadas que surgen en determinados
problemas y que exigen técnicas especificas de resolucién. Un ejemplo clasico es la matriz de
Hilbert

1 1 1
L3 3 m
1 1 1 1
2 3 1 n+1 1

H = , 7 )

1+7—1

1 1 _1
n n+1 2n—+1

cuya inversa se puede calcular de forma exacta. Por ejemplo, en Matlab, hilb(n) nos da la

matriz de Hilbert de orden n e invhilb(n) nos da su inversa.

4.7.1 Precondicionado y reescalado

Con objeto de reducir el nimero de condicién de una matriz se utilizar la técnica de precondi-
cionado, en la que se multiplica la matriz de coeficientes por una matriz especialmente elegida.
De esta forma, en lugar de resolver Az = b se resuelve el sistema (C A) z = C'b donde C se elige
para que cond(C' A) < cond(A). Normalmente C' es una aproximacién a la inversa de A, por
ejemplo, la inversa de la diagonal de A (que conduce a la técnica de reescalado) o la inversa de

la parte tridiagonal de A (que es facil de calcular).

Entre las técnicas de precondicionamiento también se puede utilizar una postmultiplicacién,
de la forma ACC~ 'z = By = b, donde cond(A C) < cond(A) y x = C'y. En este caso también

se recomienda que C sea una aproximacién a la inversa de A.

Un estudio detallado de las técnicas de precondicionamiento (como la factorizacién LU in-
completa) estd fuera de los objetivos de este curso en el que nos limitaremos a la técnica de

reescalado.

Una de las razones por las que un sistema estd mal condicionado, y en su solucién ocurriran
pérdidas importantes de digitos significativos, es que los elementos de la matriz A tengan mag-
nitudes muy diferentes. Para evitarlo se puede reescalar la matriz multiplicindola por matrices
diagonales D;, tanto por la izquierda como por la derecha, sea B = D1 A Dy, de forma que
resulta el sistema lineal

D1 ADy D'z = BDy x= Db,

que se puede resolver en dos pasos

By=Db, x = Dsy.
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Una posible técnica de reescalado es intentar conseguir que

{22 ol = 1

para lo que multiplimos las filas de A por una matriz diagonal de forma que B = Dy A nos da

Q4
bij = —2 si = max |ai;|.
J ’ . J
S; 1<j<n
Ejemplo. Una senal de que un sistema estda mal condicionado es que su determinante sea

pequeno. Consideremos, por ejemplo, el sistema

1+ 2x0 =10
0.1 Ir] = 04, Tr1 = 4, Tro = 3,

1.1z1 +229 =104

no estd bien condicionado porque su determinante vale —0.2, como podemos comprobar intro-

duciendo un pequeno error,

1+ 2x0 =10
0.05 Tl = 0.4, Tl = 8, To = 1,

1.05z1 + 222 =104

que ha provocado un gran error en la solucién. El sistema perturbado tiene como determinante

—0.1, por lo que también estd mal condicionado.

El reescalado es una técnica que permite incrementar el tamano del determinante y, por
tanto, reducir el mal condicionamiento del sistema. Multipliquemos las dos fila por 10, lo que

da el sistema
10z + 2025 = 100
1121 4+ 20z = 104
cuyo determinante es —20. Si introducimos la misma perturbacién que antes, as; — ag; — 0.05,

el nuevo sistema

1021 + 2029 = 100
1 =4.21, x9 = 2.89,

10.95z1 + 2022 = 104

el error obtenido en la solucién es mucho méas pequeno. El lector puede verificar que se ha

reducido significativamente el niimero de condicionamiento de la matriz.
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4.8 Métodos de correccidon residual

Debido al gran ntimero de operaciones que requieren los métodos directos para resolver un
sistema lineal, incluso con pivotaje, reescalado, etc., pueden conducir a grandes errores. Estos

errores se pueden reducir mediante técnicas iterativas de correccién del error residual.

Sea (9 1a solucién de la ecuacién Az = b obtenida mediante un método directo. Definimos

el residuo y el error de dicha solucién como
@ =p— Az e =z — 20

respectivamente, por lo que podemos estimar el error cometido resolviendo el siguiente sistema

lineal
Ae® =40

Si se utiliza un método de factorizacion LU, se deberian de haber almacenado las matrices L y U
con objeto de no tenerlas que volver a recalcular. De esta forma obtenemos una nueva solucién

aproximada

Este procedimiento se puede iterar sucesivamente,

Ae™ =p— Az, gm+D) = z(m) 4 g(m),

Para estudiar la convergencia de la sucesién (™ que se obtiene de esta forma, consideraremos
que el método directo utilizado equivale al cdlculo de una matriz inversa aproximada C, de tal

forma que
0 = Cb.
De esta forma, las iteraciones sucesivas nos dan
2 =20 4 0O P =p— Az,
2mFD) = 2m) 4 op(m) P =p— Az,
con lo que el error e(™*+1) obtenido es
e(m+1)

C o pmAD) _  (m) _ o p(m)

=z —z™ —C (- Az™)
=z —z™ —C(Ax— Az™)

= (I —CA)(z—z™),
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con lo que
lz — 2D = ||tV < [T — C A" [l2 — 2.

Si la inversa aproximada C' es suficientemente proxima a la inversa de A, es decir, si
Il —CA| <1

entonces
lim |1 —C A|™ =0,
m—00

y tenemos que la sucesion de soluciones aproximadas converge

lim z(™ = 2.

El orden de convergencia obtenido es lineal, es decir, existe una constante c tal que
lz — 2™V < efla - 2.

Seguidamente mostraremos que dicha constante vale
Hx(m—i—Q) _ aj(m+1)||

et — o]

C = max

Aplicando normas a la ecuacién
x— 2t = (I —CA) (x — ™),
obtenemos
lz — 2"V < cllz 2™, e=|I-CA
Restando las dos ecuaciones siguientes
z— "2 = (1 = C A) (z — (D),

z— ™M) = (I - CA) (z —2™),

se obtiene
1:(m+2) o x(m+1) _ (I - CA) ($(m+1) o x(m))’

por lo que aplicando normas

20+ — V| < 1 = C A 2 — 2™

por lo que
Hm(m+2) _ x(m+1)H

c=lI-CAl=z [2(mD) — g m)||
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