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CAPITULO D

METODOS ITERATIVOS PARA LA RESOLUCION DE
ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES

5.1 Método de Gauss-Jacobi

Los métodos iterativos para la resolucién de un sistema lineal Ax = b parten de una aproxi-
macién inicial (9 a la solucién del sistema lineal y obtienen una sucesién de soluciones z(¥)
que, bajo determinadas hipotesis, converge a la solucion del sistema lineal.

El método de Gauss-Jacobi o de Jacobi para la resolucién del sistema lineal consiste en

(k+1)

obtener una nueva aproximacién a la solucién x a partir de una previa z(*) mediante el

siguiente proceso

1
xng) =— (b1 —an $§k) — T Qln xglk))’
ai
1
xékﬂ) =— (b2 — a2 azﬁ'“) — a23 wék) —rr T a2 x%k)%
a2
1
l‘glk+1) = T (bn — Qnpl ~T§k) - a2(n71) xq(’l,k—)l)

Este proceso iterativo se puede representar matricialmente si descomponemos la matriz
A=L+D+U, aij:lij—l—dij—t-uij,

donde L y U son matrices triangulares estrictas inferior y superior, respectivamente, y D es una
matriz diagonal tales que
D = (dy), dij = 0ij @i,
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Qij, j<i
L={(lj), ly=

0, i<y,

Qij, j>i
U=(uj),  uij=

0, >3

De esta forma podemos escribir el sistema lineal como (L + D+ U)x = b o, lo que es lo mismo,
Dx=b—(L+U)ux, (5.1)

y vemos que la iteracion de Gauss-Jacobi consiste en resolver en cada iteracion los sistemas

diagonales siguientes

Da® ) = p — (L +U) =™, (5.2)
Para estudiar la condicién de convergencia del método de Gauss-Jacobi, definiremos el error
) =g — 20
con lo que, restando las ecuaciones (5.1) y (5.2), obtenemos la siguiente ecuacién para el error
D) — (L4 U)e®,

cuya solucién es muy facil de obtener,

) = D V(L +U)e®.
Aplicando normas a esta expresién

[0 = |07 (L + U e®]| < D1 (L + V)| ]
obtenemos que la condicién de convergencia es
IDTHL+U)| <1,

para cualquier norma. Como el radio espectral es el infimo de todas las normas, es condicién

necesaria y suficiente para la convergencia del método de Jacobi que

p(DHL+U)) < 1.
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Podemos obtener una condicién suficiente para la convergencia del método de Jacobi si

utilizamos la norma 1, con lo que

y obtenemos

HD (L+U)|h = max Z’ (Lij + wij)

n ..
az]
= Imax I

<1,
1<j<n

ji=1 i

n
Z ‘aij‘<’ajj’v V1<j<n,
i=1,i#j

es decir, que la matriz A ha de ser diagonalmente dominante por filas. Si se toma norma infinito

se obtiene que A ha de ser diagonalmente dominante por columnas.

Estas condiciones son

suficientes para la convergencia del método de Jacobi, pero no son necesarias. Por ejemplo, para

la matriz

1 -1 1 0
12010 —1/2
A= )
12000 1 —1)2

0 -1/2 -1/2 1

no es diagonalmente dominante y sin embargo

1
sqrt2

(D (L+U)) =

el método de Jacobi converge.

5.2 Método de Gauss-Seidel

El método de Gauss-Seidel para la resolucién del sistema lineal consiste en obtener una nueva

aproximacién a la solucién z(*t1) a partir de una previa z(*¥) mediante el siguiente proceso

xgk—o—l)

1
)

1 (k+1) (k)
:afm(bg—aglxl —a231'3 — = A Ty,

1 (k+1) L kD)
= — (bn — an1 13 © = Go(n—1) Ly
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El sistema de ecuaciones se puede escribir como
(D+L)yz=b—-Ux, (5.4)
y vemos que la iteracién de Gauss-Seidel consiste en resolver los sistemas
(D4 L)z*+D) = p — U 2, (5.5)
La ecuacién para el error se obtiene restando las ecuaciones (5.4) y (5.5),
(D+ L) e+ = ek, e = g — 2*),

cuya solucién es
e* D) — (D4 L) LtUe®. (5.6)

Aplicando normas a esta expresién
- k - k
™D < 1D + L) U 1™ < (D + L)Y U] ™).
La condicién necesaria y suficiente para la convergencia del método de Gauss es

p((D+L)7'U) < 1.

Vamos a obtener una condicién suficiente (pero no necesaria) para la convergencia que sea
més manejable que la del radio espectral, y que evite su cdlculo. Escribiendo la ecuacién (5.6)

con subindices

i n
(k+1) _ Qg (k+1) Qg5 (k)
D Dbl A Dbt i

j=1 % j=it1 Y

y buscando la norma infinito introduciendo valores absolutos, obtenemos

i—1 n
k+1 Ajj k+1 Qi k
e S 2 1 2 1)
j=11%1 j=it1 ! i
B k ? k
<3 e oo+ >0 122 1€ loo
]:1 aZZ ]:Z+1 a”L’L

= a; [[e® oo + Bi ™| co-

donde a; > 0y §; > 0 son numeros reales positivos. Sea m el indice de la mayor componente

(k+1)

del vector e , de forma que

le® W loe = et
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y, por tanto,

”e(k+1)Hoo < o He(kJrl)Hoo + Bm He(k)”om

de donde despejando
o4 < 2 e < e

con

Si notamos
n

p = max(o; + ;) = max %4 ,
1§J§nj# 1| Qi
podemos escribir
Gt P = (0 B)) 2 Y (1) 20
1—q 1—q N e -

con lo que observamos que si p < 1, es decir, la matriz es diagonalmente dominante por filas,

entonces
Bi

a; + 3 > ;
1—ai

y por tanto 1 > p > 1, por lo que el método de Gauss-Seidel converge en dicho caso. La domi-

nancia diagonal es una condicién suficiente que no es necesaria, por ejemplo, para la matriz (5.3),
1 1
p(L+D)H(U) = 5 <1,

y el método de Seidel converge.

Podemos relacionar la convergencia de los métodos de Jacobi y Seidel. Como en el método

de Gauss-Jacobi teniamos

n
k+1
el < > |1
17

J=Li#j J=Li#j

;4
— |e(k)Hoo :u||e(k)Hoo,

(22

entonces

le® oo < plle™ o,

con lo que tenemos que, si el método de Gauss-Jacobi converge entonces también converge el
de Gauss-Seidel (1 > p > n) y ademés converge linealmente con mayor rapidez que la del de

Gauss-Jacobi.

En resumen, una condicién suficiente para que el método de Seidel converja es que la matriz
A sea diagonalmente dominante, y en ese caso ya sabemos que también convergerd el método

de Jacobi. Ademsds, si el método de Jacobi converge, aunque la matriz no sea diagonalmente
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dominante, también lo hara el de Seidel, que lo hard mas rapido, algo que hemos visto con la

matriz (5.3) de los ejemplos anteriores.

Aunque los métodos iterativos requieren un ntmero infinito de iteraciones para converger,
en la practica se realiza solamente un numero finito de iteraciones hasta que se alcanza alguna
tolerancia de error. Existen muchos procedimientos para aplicar dicha tolerancia de error, por

ejemplo,

1. utilizando el error absoluto entre iterados (recuerde que se si (%) converge es una sucesién
de Cauchy),

J2® ) — 2 W) < TOL .,

2. utilizando el error relativo,

a0 — 2%

jetn = TOL

rel>

3. acotando el residuo en cada iteracién,

|42+ — || = V|| < TOL, g,

4. una cota muy utilizada es acotar el residuo de forma relativa al vector no homogéneo,

I
-— < TOL.. ;.
Jof| = el

La ventaja fundamental de los métodos iterativos es que minimizan el efecto de los errores
de redondeo ya que su propagaciéon se puede controlar mediante la determinacion iterativa de la

solucién.

5.3 Meétodo de sobrerrelajacién sucesiva

El método de sobrerrelajacion sucesiva se puede interpretar como un método predictor-corrector,
cuyo predictor es un método iterativo como el de Gauss-Jacobi o Gauss-Seidel y como correccién

realiza un promedio entre la solucién en la iteracién anterior y la obtenida por el predictor.

Para obtener un método de sobrerrelajacién sucesiva a partir de la expresién iterativa del

método de Gauss-Jacobi, escribimos este método de la siguiente forma

1—1 n
k+ny _ L[ (k) )
Tri = o b= ey = > a4y
w j=1 j=it+1
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1 i—1
= P (bi —Zaijxg — Qi T Z Qi T ] —i—a” ( )>
(1 ]:1

Jj=i+1

El método de sobrerrelajacién sucesiva introduce un coeficiente w de sobrerrelajacion

xEkH) =wz L(]lzﬂ) + (1 —w) 2P,

7

De esta forma, se obtiene la siguiente iteracion

i—1 n
(k+1) _ (k) W ) (k) (R
x; =(1-w)ax, +CTu‘ (bz—jz::law:cj — Z ij T; )

j=i+1

Matricialmente se puede escribir como (A =L+ D +U)
Dz* ) = (1 —w)Da® 4w b — (L+U)z®)
=Dz® +wb— (L+D+U)zW)

=Dz®™ +w(@b— Az®).
El pardmetro de relajacién nos permite controlar el método utilizado

w < 1 subrelajacion

w =1 método predictor

w > 1 sobrerrelajacién

Se puede obtener otro método de sobrerrelajacién sucesiva a partir de la expresién iterativa
del método de Gauss-Seidel,

i—1
(k+1) 1 (k+1)
Tsi T (bi_z ij T Z dij Ty )

j=1 Jj=i+1
1 Zi (1) _ 3™ NCIPNG
- bz - Aij LZ']- Q5 T ] + Q5 T — Ay T
Qi j=1 j=itl

aZZ ,] 1

i—1
k 1 k+1) (k
ol 2 (- B S,
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para el que la expresion

xEkH) = wxfgkiﬂ) +(1—w) :cgk).
conduce al siguiente método
k1 k) | W — k+1 g k
xl(-jL):(l—w)xZ()-l-f bi—Zaijaz§+)— Zai]mg-)
Qi j=1 j=i+1

Este método se escribe en forma matricial como

Dx(kH) _ (1 _ w)Dx(k) +w (b _ Lx(k'H) — U.Z‘(k)),
(D +wL) 2™ = (1 - w) Da® +w (b — U )

(1—w)D —wlU)z® +wb.

La ecuacion del error para este método, se escribe
(D+wL)e*D) = (1 —w)D —wU) e,

(I+wD ' L)) = (1 —w) I —wD ' U)e®,

) = (T +wD ' L) N (1 —w) I —wD U)W,
y tomando normas,
"D < (T +w D™ L) (1 = w) T —w D T)|| ™).

Se debe elegir w de tal forma que minimice el error, es decir, w debe minimizar la norma de la

matriz
(I+wD D)"Y (1 -w)I —wD™'U).

Los métodos iterativos son mas tiles que los directos siempre y cuando su coste sea menor.
Sea m el niimero de iteraciones necesarias para alcanzar una tolerancia dada de error, como
el nimero de operaciones aritméticas por iteracién es del orden de O(nZ), el nimero total
de operaciones es O(m n2), que deberd ser menor que el coste de los métodos directos, por
ejemplo, O(2 n3/ 3) para la eliminacién de Gauss. Para los métodos de sobrerrelajacién que
hemos presentado su convergencia es lineal, por tanto, tras m iteraciones el error estd acotado
por

lz = M| < ™ flz — 2O,

y si se requiere una tolerancia de error absoluto €, entonces el nimero de iteraciones debe ser

mayor que
Ine
m> ——.

c
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5.4 Convergencia de los métodos iterativos estacionarios

Los métodos de Gauss-Jacobi, Gauss-Seidel y de sobrerrelajacion son casos particulares de los

métodos iterativos estacionarios, que tienen la forma
gD = B 4 ¢,

Se debe aclarar que se denominan métodos iterativos no estacionarios a los métodos en los que

la matriz B y el vector ¢ cambian en cada iteracion, es decir, se sustituyen por B%®) y (%),

La condicién de consistencia requiere que el punto fijo de esta iteracién sea solucién del

sistema lineal a resolver, es decir,
r=Br+c = Ax=0b,
lo que fija el valor de ¢ como funcién de B,
(I-B)z=c¢, z=A"'y, = c¢=(I-B)A b
Si escribimos el método iterativo estacionario como
25D = B2®) 4 Ep,
la condicién de consistencia es

E=(I-B)A™' = I=B+EA

El método iterativo estacionario mas simple es el de Picard

IT+Az=c+b = 2 =T+ 4)zH% —p

Para estudiar la convergencia de los métodos iterativos estacionarios, como el error cumple
et = g0+ _ o = B2W L Eb— Bz — Eb= Be®,

se dard la convergencia si

Jim e = lim |[B M =0,

y como |le®tV| < ||B| ||e®)]], el criterio de Cauchy para la convergencia de una sucesién nos
dice que
M <|IBJ <1
le®] ~ ’
para alguna norma. Esta es la condicién necesaria y suficiente para la convergencia, que se suele

escribir en la forma equivalente como p(B) < 1.
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5.5 Meétodo del descenso mas rapido

Para matrices simétricas definidas positivas A = AT € IR™ ", y para matrices hermiticas A =
A* € €™, se puede interpretar la resolucién del sistema lineal de ecuaciones Az = b como la
solucién de un problema de optimizacién cuadratico. En concreto, consideraremos el caso real

(matriz simétrica), para el que
Ax=b <& z=minf(y), Yy € R",

donde
1

flx) = 2xTA:c—bTac:%<a:,Aa:> — (b, x).

La demostracion es sencilla si consideramos la funcién aplicada a un rayo z + ty, con x e y dos

vectores cualesquiera y t un escalar real. Como
2f(x+ty)=(r+ty, A(x+ty)) —2(b,x+ty)
= (z,Az) +t{x,Ay) +t{y,Azx) +t* (y,Ay) — 2 (b,x + ty)
=2 f(x) + 2t (y, Az) — 2t (y,b) + 1% (y, Ay)
=2f(x)+2t(y, Az —b) + 1% (y, Ay),

donde se ha aplicado que A = A'T. Como (y, Ay) es positivo por ser A definida positiva, la
funcién cuadratica tiene un minimo sobre el rayo y no un maximo, cqd. El valor de ¢ que nos

da el minimo sobre el rayo se obtiene de la condiciéon de que la derivada sea nula,
d
i@ +ty) =y, Ar—b) +t{y, Ay) =0,

por lo que el minimo se obtiene para t,

(y, Az — b)

t=—
(v, Ay)
Sustituyendo este valor minimo obtenemos

~

2f(x+ty)=2f(x)+1(2(y, Az —b) +1i(y,Ay))

=2f(x)+1t(y, Az —b)

<y,AQ? — b>2

=20 = oy
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Este célculo demuestra que f(z +£y) es més pequefio que f(z) a menos que (y, Az —b) = 0. Si
Ax # b, entonces existen vectores y que no son ortogonales al residuo (y, Az — b) # 0, por lo

que t no es el minimo. Por tanto, debe ser Ax — b = 0, como se queria demostrar.

El método del descenso mas rapido es un algoritmo iterativo que se basa en la demostracion

precedente. Se basa en la siguiente ecuacion iterativa

donde
(v, Az )

= TR, Ay®)

v y¥) es la direccién del gradiente negativo de f en z(®), que se puede calcular facilmente como

af o (1
8$k 5 sz::viaijxj _zi:xibl

8.%'k

- Zaw Lj dik + 5 Z-Tz Qi jk‘ Zb Oik

:Zaikl‘k—bk :A.TU—b,
ik

ya que A es simétrica, por lo que

y®) = —(Az®) —p).

El método del descenso mas rapido es un método iterativo que se puede aplicar para min-
imizar una funcién no lineal f(x) cualquiera. Consiste en elegir un camino z(© 21 ... de
bisqueda del minimo mirando en la direccién en la que f decrece més répidamente (de ahi el
nombre). Esta direccién es la del gradiente negativo de f, es decir,

vi
IV £l

El inconveniente fundamental del método del descenso més réapido es su lenta convergencia.

En problemas no lineales en los que f tiene minimos locales, este método puede converger a un

minimo local que no sea el minimo global que se desea como solucion.

5.6 Método del gradiente conjugado y precondicionamiento

Asumamos que xg = 0. Si no lo es, definimos

Az=b— Auxy,
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cuya solucién z define z = xg + 2, y por tanto, la estimacion inicial zy corresponde a zy = 0.

Dos vectores p; y pj se denominan vectores A-conjugados si (p;, Ap;) = p; A pj = 0, para
i#].

Los vectores conjugados definen direcciones conjugadas. Sea la norma-A de un vector z,
2[4 =/(2,2)a = Va2l Az.

Sea Az, = by definamos el error de una aproximacién x

1

E(x) = 3

2
e — x4
Como n vectores conjugados definen una base de IR", podemos escribir la solucién exacta
como
Te=0a1pP1+ -+ anpp
donde

(P, ze)a _ pp Aze _ phb
Pk, ve)A  pp Ape DL Apgk

Qy =

El método de la iteracién en las direcciones conjugadas consiste en iterar a partir de zg = 0,

en la forma

Tp = Tkp-1 + Qi P,
T =Q1p1+ -+ Qk Pn,

y como

rk:b—Axk:—Vf(mk), T'()Zb,
T =b—Axp_1 —ap App =11 — ap Ap.
De esta forma, en el k-ésimo paso k = n tendremos z, = x. y r, = 0.

El método del gradiente conjugado parte de zg = 0, y opera como sigue
b1 = _Vf('rk) =To= bv

Pk+1 = Tk + Bk+1 Pk
que si imponemos que p V Pr41 son conjugados,

pp ATy

-
P APky1 =0 = By = ——F——.
py Apy
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De esta forma, definimos la iteracion
Tk = Tkp—1 + O Pk,
donde exigiendo
Te =Q1pP1+ -+ QpnPn,
obtenemos, como antes,

phb
py Apy

. —

El método del gradiente conjugado tiene la ventaja de que determina la solucion en m < n

iteraciones.

La velocidad de convergencia de todos los métodos iterativos que hemos presentado y, en
particular, el método del gradiente conjugado, dependen del niimero de condicionamiento de
la matriz de coeficientes. Con objeto de reducir este ntimero, se puede utilizar la técnica de

precondicionamiento. Sea () una matriz cuya inversa Q! exista y sea facil de calcular, entonces
Az=b =Q 'AQ 'Qz=Q ',
y « se puede determinar resolviendo los siguientes problemas

Qr=y, By=Q'b,

donde B=Q ' AQ~! y @ se debe elegir de tal forma que cond(B) < cond(A).

Apéndice A: Teorema de Householder-John

Sea una matriz A simétrica (real), no singular, y una descomposicién A = M — N, donde M es
no singular tal que

Q=M+M"—A=N+M",

sea definida positiva. Entonces

p(M~IN) <1,
si y sélo si A es definida positiva.

Demostracién. Llamemos B = M~ N. Como

M'A=I-M'N=1I-B,
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B=I-M"1'Ay A= M — M B. Supongamos que A es definida positiva (en IR), es decir, para
todo vector z,

(x,Az) =2 Az >0.

Cojamos un autovalor y un autovector de B, sean Bx = Az, con lo que
Az =(1—-X)Mz.

Como A es definida positiva, A # 1, sino serfa z = 0. Aplicando el producto interior (real)

tenemos
(T, Az) =7 Az = (1—\) (T, M z),
y su complejo conjugado

<T,AJI> = <f,A.’E> = (1 _X) <T,M$L’>,
yva que M es una matriz real. Sumando las dos expresiones anteriores obtenemos

1 1 _ _
(155 + =5 @A) = @ (M + MT)a),

es decir,
1 EM+MNz) T
2Re{<1—x)}_ FAzD VG Az
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