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CAPITULO O

APROXIMACION DE FUNCIONES E INTERPOLACION

6.1 Aproximacion de funciones e interpolacién en problemas

fisicos

Problema de interpolacién de una funcién f(x): Dado un conjunto de nodos (abcisas) {x;}, con
j=0,1,...,n, y sean los valores de la funcién en dichos nodos, {f(z;)}, encuentre una funcién

P (normalmente, un polinomio) que coincida con la funcién en todos los nodos, p,(z;) = f(z;).

Problema de interpolacién en tablas: Dada una tabla de puntos (pares)

{(CCQ, 90)7 (xla yl)u DRI (I‘n, yn)}v
encuentre una funcién p,, (polinomio) que pase por todos los puntos, py(z;) = y; .
Tipos de interpolacién: Depende del tipo de la funcién, puede ser global (si es una sola
funcién para todo el intervalo) o local (si se divide el intervalo en subintervalos y se utiliza una

funcién por cada subintervalo). Ademds influye el tipo de la funcién: polinomio, polinomio

trigonométrico (series de Fourier), etc.

La interpolacién sirve para aproximar funciones, como base para las técnicas de integracién,
de resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias (y en derivadas parciales), de resolucién de

ecuaciones no lineales, etc. y para calcular valores de funciones descritas mediante tablas.

6.2 Interpolacion polinémica global

Dados (n + 1) pares de puntos (2o,%0), - ., (n,yn) con x; # x; si i # j, podemos determinar

un polinomio (de interpolacién) p,(x) de grado n tal que p,(z;) = y;. Note que dada f(x),
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podemos hacer y; = f(x;).

Escribiendo el polinomio de interpolacién en forma estdndar
pn(m) :a0+a1$+a2x2+"'+anx"7

y aplicando la condicién de interpolacién, obtenemos un sistema lineal de (n + 1) ecuaciones

para los coeficientes a; de la forma
ap + a1 x; +agx? + -+ ap =y,

o en forma matricial

1 xg s ap 70
1z - 2t ay Y1
1 z, - 2} an Yn

La matriz de coeficientes de este sistema A es una matriz de Vandermonde. Una matriz de

Vandermonde tiene como determinante

n

Det(A) = H (xj — ) #0,

§>i=0
cuya demostracién se puede encontrar en libros de &dlgebra lineal, por lo que siempre tiene
inversa, por lo que existe una solucién unica del sistema lineal considerado y por tanto existe
un unico polinomio que pasa por los (n + 1) puntos. Sin embargo, esta matriz de Vandermonde
es una matriz mal condicionada (especialmente si al menos dos x; estdn proximos entre si) y
el procedimiento de calcular el polinomio de interpolacién mediante la solucién de este sistema

lineal también estd mal condicionado.

Es muy importante notar que el polinomio de interpolacién es tinico, aunque ello no quita que
se pueda escribir de diferentes formas. En las siguientes secciones veremos su calculo mediante

bases de Lagrange y de Newton.

6.2.1 Interpolacion de Lagrange

El polinomio p,,(z) se puede escribir

pn(x) = y;l(x),
=0
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donde Ij(x) es un polinomio de Lagrange para la secuencia de puntos (zo,4o), - - -, (Zn,yn) con
x; # xj, que cumple con la propiedad l;(x;) = 6;, es decir, una delta de Kronecker. Estos
polinomios se pueden escribir facilmente como

n

H (x — ;)

L () = =07 _ @)@ —m) o) (@) o (@)
J ﬁ (2 — ) (wj—xo) (:Uj—xl) (;cj—:vj_l) (xj—;cj_H) (ch—xn)
J 7
i=0,j#i

Ejemplo. Tomando solamente dos puntos (xo, yo), (£1,y1),

Tr— T T — X
pi(z) =ao+a1xz =1y + Y1 .
To— X1 T1 — Xo

Este polinomio coincide con la solucién del sistema lineal de Vandermonde

1 o a | [ %o
1 = ai Y
que es
ago B 1 r1 —Xo Yo B T1Yo —To Y1
ax S US| (1 Y1 — Yo
con lo que
pr(@) = —— (130 — 170 + (11 — 90) @)
1 — T
1

= ——— (o (z1 — 2) + 41 (z — x0)),
T ZTo

que coincide con el polinomio de Lagrange. Fin de ejemplo.

El polinomio de Lagrange se puede escribir de otras formas. Por ejemplo, denotando

n

o(x) =(x—x0) (v —2xn) = H(x — ),
i=0
cuya derivada es
dgflgv) =¢'(z) = Z($ —x0) (x—wi_1) (x— Tip1) -+ (7 — T0),
i=0

que evaluada en z = x; nos da

¢ (2:) = (2 — z0) (x —21) -+ (z — im1) (T — @i41) -+ (2 — ),
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por lo que el polinomio interpolador de Lagrange se puede escribir como

pala) = 3 F@) le) = 3 Flar) 20

n
i=0 i=0 ([E - ml) ‘P,(JUZ) .
Teorema. El error de la interpolacién lagrangiana

E(z) = f(z) = pa(z) = f(z) = Y fla;) li(x),
j=0

es exactamente igual a

E(z) = (z — o) (-70(7—I il)l)‘!‘ (T —zn) f(n+1)(§)7

donde ¢ € I = [z, x0,...,x,] = [min{x, z;}, max{z, z;}], es decir, el corchete es el intervalo mas

pequeno que contiene a todos los nimeros {x,z;}.

Demostracién. La férmula es trivialmente cierta para x = z;, ya que E(x;) = 0. Sea x un

valor fijado a partir de este momento. Definamos la funcién

donde

Si f € C"! entonces G € C"TL,

G(x;) = E(x;) — 9;(9”") E(x)=0, i=0,...,n,

y ademdas G(x) = 0, luego G tiene (n + 2) ceros en el intervalo I, y por el teorema del valor
medio, G’ tiene (n+ 1) ceros en I, G” tiene n ceros en I, e iterativamente, G) tiene (n+2 — j)
ceros en I con j = 0,...,n+ 1, por lo que Gt tiene exactamente un cero en I, sea éste £.

Ahora bien, como p(™*t1(z) = 0,

B = (), ot (€) = (n+ 1),

y
(nt1)(,y _ g1y, _ (D!
G (y) = " (y) 207) E(z),
tenemos que
(n+1)!

G = 0= f(g) - E(z),

o(z)
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luego

cqd.
Ejemplo. Para el caso de sélo dos puntos,

Blo) — o) - 1m0 S @0) + =) fon) _ (o =) (r1 =)

Ir1 — X0 2!

donde ¢ € [zg,x1, z|. Fin de ejemplo.

Con la féormula de error de interpolaciéon podemos acotar el error puntual en la forma

x— x| | — n
A T TlG]!

|f(l‘) _pn(x)‘ < (’/L + 1)' tel

que introduciendo la norma infinito
17l = max |7 (2)],

nos conduce a
1f = palloe < ALl pmsny

(n+1)!
Tomando [a,b] = I = [xg, 1, ..., Tn, x|, podemos relajar esta cota a
(b—a)™* i)
— < —F .
1) = pa(@loe < G 11 @)

6.2.2 Fenémeno de Runge para la interpolacién polinémica global

Aparentemente, la cota del error de interpolacién

(b _ a)nJrl

Syl LA

parece indicar que el error decrecera conforme se introduzcan més nodos de interpolacién (n —
o0). Sin embargo, es importante notar que eso no es cierto, es decir, no siempre se cumple que

lim_[[f(z) = pn(z)] = 0,

n—oo

ya que la cota depende de que las derivadas de la funcién f(z) no crezcan demasiado rapido. Este
hecho, se expresa en la existencia funciones para las que la sucesién {p,(z)} diverge conforme n
crece [2]. Por ejemplo, Runge demostré en 1901 que para la funcién (llamada de Runge)

1

f(z) = m,
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la sucesién {p,(z)}, de polinomios que la interpolan con n+1 puntos distribuidos uniformemente
en el intervalo [—5,5], para |z| > ¢, con ¢ ~ 3.63, diverge conforme n crece indefinidamente.
Bernstein prob6 en 1912 que para la funcién f(z) = |z|, interpolada en el intervalo [—1,1], la

sucesion {py(z)} diverge para todo 0 < |z| < 1, es decir, en casi todo punto del intervalo.

Sin embargo, Krylov prob en 1962 que si la funcién f(z), de variable compleja, es analitica
en la regién definida por la interseccién de los dos circulos de radio b — a centrados en z = a y
z = b, entonces la interpolacién de la funcién f(z), de variable real, en el intervalo [a, b] converge
conforme el niimero de nodos, n, en dicho intervalo tiende a infinito, es decir,
Tim |£(@) — pu(e)| = 0.

Recordemos que la funcién de Runge no es analitica ya que posee dos polos complejos, z = +i,

y, por tanto, no cumple las hipétesis del teorema de Krylov en el intervalo [—5, 5].

Estas dificultades de convergencia con el proceso de interpolacién se conocen con el nombre
de fenémeno de Runge. Desde un punto de vista préactico este fenémeno se refleja en grandes
oscilaciones del polinomio interpolador, sobre todo en los extremos del intervalo de interpolacién.
Una justificacién intuitiva de este comportamiento es que como el polinomio de interpolacién
pn(x), de grado n, tiene n ceros, que en muchos casos se encuentran dentro del intervalo de
integracién, incluso si la funcién original f(x) no tiene ceros en el mismo, éste se ve obligado a

realizar grandes oscilaciones cerca de los extremos del intervalo de interpolacién.

Cuando se interpola una funcién suave que no tiene ceros pero que decrece suficientemente
rapido a cero, por ejemplo, la funcién de Runge

1

f(z)= 1—|—7x2’

mediante un polinomio de grado n, que tiene n ceros, es posible que el polinomio interpolador
oscile excesivamente cerca de los extremos del intervalo. La figura 6.1 muestra la funcién de

Runge y su polinomio de interpolacién para los intervalos [—5, 5] (parte superior) y [—1, 1] (parte

inferior) para diferente nimero de nodos.

En la parte superior izquierda de la figura 6.1 se observa las grandes oscilaciones que se
producen en los extremos del intervalo para un polinomio de grado 10. En el centro del intervalo
el polinomio de interpolacion es bastante preciso. El la parte superior derecha se observa que

estas oscilaciones en los extremos aumentan mucho conforme se aumenta el nimero de nodos.

En la parte inferior izquierda de la figura 6.1 se observa que las oscilaciones del polinomio

interpolador de grado 10 se reducen grandemente cuando el intervalo de interpolacién se reduce.
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Figura 6.1. Ilustracién del fenémeno de Runge. La linea discontinua muestra
la funcién de Runge, la continua el polinomio interpolador de
Lagrange y los asteriscos la funcién en los nodos de interpolacién.
Las figura superior izquierda y derecha utilizan 11 y 22 nodos
de interpolacién en el intervalo [—5,5], respectivamente, y las
figuras inferior izquierda y derecha, 11 y 41 nodos en [—1,1],

respectivamente.
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Sin embargo, no desaparecen estas oscilaciones, como muestra la parte inferior derecha de dicha
figura. Las oscilaciones que se producen en esta figura son debidas en gran medida a errores de
redondeo por diferencias cancelativas en la evaluaciéon del polinomio de Lagrange, para lo que

se ha utilizado el algoritmo de Aitken (que no estudiaremos en este curso).
Para evitar estas oscilaciones se requiere un grado muy alto de dicho polinomio.

Con la férmula de error de interpolacion podemos acotar el error puntual en la forma

x— x| |l — a2y n
w ol le Zaal g o g,

(@) = pa(2)] < (n+1)! gel

que introduciendo la norma infinito

Il = max|(2)],

nos conduce a

1) = o)l < (EP 150 0)

que indica que el error se reduce conforme aumenta el nimero de nodos, ya que para f(x) €
Cn+1 ( I),
lim [|f(z) = pn()| =0,

n—oo

Sin embargo esta cota, en general, no es uniforme, es decir,

lim |f(z) — pn(x)| # 0,

n—oo

ya que, por ejemplo, f(x) = e no tiene ningiin cero y sin embargo p,(z) tiene n ceros, nimero
que crece conforme n crece. A este comportamiento oscilatorio de la interpolacién (global) por

polinomios se le denomina fenémeno de Runge.

6.2.3 Errores de redondeo

En la expresién del error también podemos tener en cuenta los errores de redondeo. Para el caso

de dos puntos, supondremos un error en los valores dados de la funcién f a interpolar,

f(wo) = fo — <o, f(x1) = fi — e,

por lo que el error total ¥(x)

_ (@ —2) flwo) + (@ —20) fla) | (21— )60+ (v~ 20) s
xr1 — Xo 1 — o

= E(z) + R(x).



6.2. Interpolacién polinémica global 117

Podemos acotar facilmente esta expresiéon para el error. Para los errores de redondeo que siguen

una linea recta ( ) ( )
r1—x)ep+ (r —2x0) €1
R(I’) = )
Tr1 — X0

los podemos acotar por

max |R(z)| = max{]eol, [e1]},
zo<z<7T1

y por otro lado el error de interpolacién es una parabola,

(xo — ) (x1 — x)
2!

E(z) = f7(€), € € [xo, 21, 7]

por lo que, calculando su maximo,

dE.  xz—x1+x—T0 L, _xo+ X1
)2
max B(z) = — =200 prge)

8

tenemos finalmente la siguiente cota del error total

h2
[E(2)] < g max |[f*(€)] + max{]eo, [e]}.

6.2.4 Diferencias divididas de Newton

Las desventajas fundamentales de la interpolacién de Lagrange son (1) hay que recalcular los
polinomios de Lagrange [;(x) cada vez que se anada o quite un punto, es decir, el polinomio
obtenido interpolando n — 1 puntos no sirve para nada a la hora de calcular el polinomio inter-
polante con n puntos; y (2) requiere un gran nimero de operaciones aritméticas y es susceptible

de producir diferencias cancelativas que son proclives a la propagacion de los errores de redondeo.

Un método maés eficiente de determinar el polinomio de Lagrange es utilizar el método
de diferencias divididas de Newton. Dados (n + 1) puntos {(zo,v0), (z1,y1),- -, (Tn,yn)} con

x; # xj, el método de Newton consiste en calcular un polinomio p,(x) de grado n tal que

(i) = i, Pn(z) = pp_1(x) + C(x),

donde p,,_1(z) es el polinomio interpolador para los n primeros puntos, {(zo,40), - - -, (Tn—1,Yn—1)},

y C(x) es un polinomio de grado n. De esta forma, observamos que
C(xl) = pn(ml) _pn—1<xi) =Y —Yi = 07 1= 07 17 cee, N — 17

por lo que

Cx)=an(x—1x0) - (T — xp_1),
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y para calcular a,, aplicamos

pn(wn) = Yn = Qn ($n - .T()) ce (xn - xn—l) +pn—1(xn)a

_ Yn — pn—l(xn) o pn(xn) _pn—l(wn)

an = n—1 - n—1 ’
H (xn - xz) H (xn - xz)
=0 =0

y a los coeficientes a,, se les denomina diferencias divididas de Newton y se denotan
an = flzo,z1,. .., x4,
por lo que el polinomio interpolador es
pn(x) = ppn_1(x) + flwo, 21, ..., 28] (x — 20) -+ (T — TH_1),
y se puede escribir en la forma de Newton como
pn(x) = flzo] + flzo, 1] (z — z0) + flzo, 21, 22| (2 — 20) (x — 21)
+ -+ flzo, z1, .., 2] (T —20) - (@ — 2p—1),

donde f[zo] = f (o).

Ejemplo. Para dos puntos

po(z0) = Yo, p1(z) = po(x) + C(z), C = a; (v — x0),

por lo que

pi(xy) — T —
o — 1(#1) —po(#1) _ Y1 —wo -
Tr1 — X0 Tr1 — X0

Fin de ejemplo.

Podemos relacionar la expresién de la diferencia dividida directamente con el polinomio de

Lagrange. Recordando que

cuya derivada es

dSOZlL:Ex) = 90;1(33) = Z(x — xo) e (;p — fEi—l) (SC - xi+1) e (.’E _ xn),

por lo que
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Asi podemos escribir el polinomio de Newton (que coincide con el de Lagrange)

pn(x) = pn—l(x) + f[xo, B xn] (.’L‘ - 330) T (x - xn—l)’

de la forma

n—1

f(z) (W = Z f(z) 1) + flro, 1, .-, Tn) Pn_1(x),

N (= 2:) @r, 1 (i)

n
1=0

con lo que la diferencia dividida de orden n se escribe

n T — Ty n-1 ' 1
flevan el = 2 00 o~ & e e

ya que @n(7) = pno1(z) (@ — 20), ¥ como @y (w;) = @y, (2:) (s — ), obtenemos

f[xmwwn]:’f f (i) (x—mn _1>+ J(@n)

= (@ =)l () \zi—ay @i (n)

y finalmente se tiene la siguiente expresién general para la diferencia dividida

n—1 n
f[.TO,LUl,...,l’]: + — .
1 e @) | )
Sin embargo, las diferencias divididas se pueden obtener de una manera mas rapida y sencilla

utilizando una férmula de recurrencia muy simple que vamos a derivar seguidamente. Para ello

vamos a relacionar el polinomio interpolador de Newton (de grado a lo sumo n)

n

pn(x) = f(zo) + > flwo, x1, ... @] (x — x0) - (x — @i1),

i=1

con dos polinomios p,_1(x) y q(x) de grado a lo sumo n — 1, donde p,—1(z) es el polinomio

interpolador de los n puntos (zo,40), - - -, (Tn—1,Yn—1), es decir,
n—1
Pn—1(x) = f(xo) + Y flwo, z1,. .. @] (x — 20) -+ (x — mi_1),
i=1
y q(x) es el polinomio interpolador de los n puntos (z1,41), - .., (Tn,Yn), sea

n

q(x) = f(x1) —f—Zf[m,xg,...,xi] (x — 1) (x —xi—1).

i=2
Podemos escribir el polinomio de Newton utilizando estos dos polinomios de la forma

T — Tn

pa(@) = q(2) + (¢(z) = pn-1(2)), (6.1)

Tn — 0
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que se prueba facilmente verificando las condiciones de interpolacién

Po(@0) = q(x0) + 22 (g(wo) — f(=0)) = f(0),

Tn — X0
pula) = fla:) + % (f(xi) — flaz) = fla),

n (f(xn) _pn—l(xn)) = f(xn)

Tn — To

pn(zn) = f(zn) +
Ahora bien, comparando el coeficiente de =™ en la expresién (6.1), con el obtenido con la ex-
presion

Pn(®) = pn—1(x) + flzo,. .., 2n] (x — 20) -~ (& — Tn-1),
obtenemos directamente

f[xo,...,xn] — f[xl""’xnx]n_fizo,...,xn1]’

y en particular, definiendo f[z¢] = f(xo),

flzo,x1] = M’
1 — X
flxo, x1, 2] = flay, 2] - f[xo,xl],

o — X
y asl sucesivamente. Para calcular las diferencias divididas se suele utilizar una tabla triangular
como la siguiente
zo  flzol | flzo, 1] flwo, w1,22]  flzo, 21, 22, 73]
z1 flo] | fleswe]  flon, 2o, 3]

w2 flxa] | flwa, 23]

r3  flzs]

en la que se calculan las cantidades de izquierda a derecha.

La férmula del error para el polinomio interpolador de Newton es la misma que la del

polinomio de Lagrange porque dichos polinomios son iguales.

Lema. Si f € C" en I = [x0,21,...,%y], y los puntos x; son distintos entre si, entonces

existe un punto £ € I tal que
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Demostracién. Sea p,_1(z) el polinomio interpolador de f(z) en los puntos {zg, 1, ...,Zp_1}.

Por la férmula del error de Lagrange evaluada en x = z,,,

(n) -
f(xn) Pn— 1(1311 = f H
y por la definicién de diferencia dividida,
n—1
f(xn)_pn—l(‘rn) :f[.f[:(),xl,...,xn] ($n_$])7
j=0
cqd.
Corolario. Si f € C" entonces
0L ()
f[x0,$0, Ce ,1’0] =

n!

6.2.5 Interpolacion en tablas y diferencias finitas

Si tenemos una funcién dada por una tabla de valores (x;,y; = f(z;)), podemos utilizar la
expresion en tabla triangular que hemos presentado en la seccién anterior. Sin embargo, si la
tabla tiene valores equidistantes, es decir, si h = x;411 — x; es constante, es mejor calcular las

diferencias divididas utilizando diferencias finitas.

Definimos dos operadores en diferencias finitas, uno hacia adelante

A fi = A% f(zi) = f(wip1) — f(2),

y otro hacia atras

V fi= A7 f(x;) = f(z:) — f(wi-1).
Teorema. Podemos calcular con diferencias hacia adelante

f[.l‘o,.%‘l,...,l‘n] WAkf( )

Demostracién. Lo probaremos por induccién,
1
k=0, flzo] = Wf(ﬂﬂo) = f(@o),
_ fl1) = f(=o)
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y asumiendo que esta expresion es valida para k = r como hipétesis de induccién,

flz1, -y xeg1] — flro, - xr)
Tr41 — 20

f[x()vxlv s ’$r+1] =

cqd.

De esta forma se puede escribir el polinomio de interpolacién utilizando diferencias finitas.

Si tomamos
o Tr — X
M - h 9

podemos escribir
r—xj=x0+ph—xj=x0+ph— (xo+jh)=(u—7j)h,

con lo que
(x—0) - (w—a) = p(—1) - (= k)W,

y podemos escribir el polinomio interpolador

_ A fO 2 A? fO n A" fo
pa(2) = fot uh—=+pu(p =" S5+t ulp=1) - (p=n+1) A" —=rr,
y como los niimeros binomiales
ey o pp=1) - (p—k+ )
k' (p—k)! k! ’
) (b —Fk)
obtenemos finalmente
n 7 '
pal@) = A f (o).
=01

Esta es la forma de Newton del polinomio interpolador utilizando diferencias hacia adelante.

Existen férmulas andlogas con diferencias hacia atras. Se demuestra facilmente que, por un

lado,
1

flzo,x1,...,zp] = va f(zy),
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y por otro

donde i1 = (x — ) /h.

6.2.6 Errores en la interpolacién en tablas (no entra en examen)

La interpolaciéon mediante diferencias finitas tanto hacia adelante como hacia atras se puede

usar para detectar (y corregir) errores y ruido que aparecer en tablas de funciones.

Lema. Las diferencias finitas aproximan las derivadas, ya que existe x; < & < x;1,, tal que
A" flai) =0 fD(&).

Demostracion.

() (¢
A" f(z;) = rth" flai, Tig1, ..o Tigr] = rLRT &) rf&) =h" f(&).

Lema. Linealidad del operador en diferencias
A" (a f(z) +Bg(x)) = a A" f(z) + BA g(z)

con o y ( constantes.

Demostracién. Lo demostraremos por induccién. El caso base es trivial

A% (a f(z) + Bg(z)) = a f(z) + B g(a).

Tomando como hipétesis de induccién que es cierto para r, tenemos

A" (o f(z) + B g())
=A"(af(z+h)+Bg(z+h) — A" (a f(z) + Bg(x))
=a(A" flx+h) = A" f(x) + B (A" g(x+h) — A" g(z))
=A™ (@) + BA T g(z),  cqd.

Asumamos ahora que f(z;) = f(2;) + e; donde f(x;) es el valor exacto, f(z;) es el valor

obtenido interpolando en la tabla y e; es el error de cometido, entonces

ATfi= A7 (fi—e) = AT fi = Aei =BT f7(&) - ATes,
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y si asumimos ahora que e(xi) = €0;5, podemos ilustrar la propagacion y crecimiento de los

errores utilizando la siguiente tabla

wi o e(w) Ae(w) APe(x;) A%e(x;)

Tg—3 O 0 0 €
Tp_9 0 0 € -3¢
rg—1 0 € —2¢ 3e
Tk € —€ € —€
Tgr1 O 0 0 0.

Como " f(")(&;) disminuye normalmente conforme r aumenta, entonces A’ f; también au-

menta, por lo que se pueden estimar los errores
ATe;=A" fi = A" fi m —A" fi,
y utilizar estos resultados para corregir el valor interpolado. Veamos un ejemplo practico,
fi Af; A?f; A3 fi Are

0.10396 0.01700 —0.00014 —0.00003 0
0.12096 0.01686 —0.00017 —0.00002 0
0.13782 0.01669 —0.00019  0.00006 €
0.15451 0.01650 —0.00013 —0.00025 —3e€
0.17101 0.01637 —0.00038  0.00021 3e
0.18738 0.01559 —0.00017 —0.00010 —e¢
0.20337 0.01582 —0.00027
0.21919 0.01555
0.23474

con lo que, para r = 3 podemos tomar

e = 0.00010, fi = fi +e; = 0.18738 4 0.00010 = 0.18748,
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aunque es mas preciso promediar en la forma

e—(—3€)+3e—(—€)  0.00062
. _

~ 0.000077,

€ =

con lo que f; = fz +e; = 0.18738 4+ 0.000077 = 0.187457.

6.2.7 Interpolacion osculatoria o de Hermite

La interpolacién osculatoria intenta evitar el fenémeno de Runge, es decir, que el polinomio
interpolador oscile demasiado por lo que interpola tanto los valores de la funcién como los
valores de sus derivadas. Con ello el fenémeno de Runge no se evita completamente, pero si se

minimiza bastante en la practica.

Por ejemplo, podemos interpolar los puntos (zo,%0), (%0,y() vy (21,y1), mediante un poli-

nomio cuadratico (en forma de Newton)

p2(z) = f(20) + fl20, 20 (x — 20) + f[20, T0, 71] (T — T0)?

Y1 — Yo /
/ 1 — o — 2
=% + Yo (z — x0) + (r —20)7,
r1 — X0
donde hemos usado que
. . f(x1) — f(xo
flzo,x0] = lim flzg,z1] = lim —( ) (z0) = f'(z0).
T1—T0 T1—T0 T1 — Xg

El tipo méds simple es la interpolacién de Hermite, que interpola la secuencia de puntos
(@i, vi,y;), i = 1,...,n. Esta secuencia nos da 2n condiciones y nos permite calcular un poli-

nomio de grado (2n — 1).

Como hicimos con la forma de Lagrange del polinomio interpolador, podemos definir una

base nodal para los polinomios de Hermite, de forma que todo polinomio se puede escribir como
n n _
Hp(x) =Y yihi(z) + >y hi(),
i=1 i=1
donde las funciones base {h;(z), hi(x)} son tales que
hi(x) = hi(x;) =0y,  hi(z;) =0,

hi() = hi(z;) =0, hi(x;) = ;5.
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Podemos calcular estas funciones base por inspeccién. Como los nodos {x;}, con j # i, son
ceros dobles, ya que son ceros de la funcién y su derivada, estas funciones seran el cuadrado
(13(z)) del polinomio de Lagrange

li(z) = li(z;) = dy, li(zj) = 04,

multiplicadas por otro polinomio. Como los polinomios Lagrange tienen grado n — 1 (hay n
nodos), su cuadrado tiene grado 2n — 2. El polinomio de Hermite, de grado 2n — 1 requiere que

multipliquemos éste por un polinomio de grado 1, que requiere determinar dos coeficientes.
hi(x) = o (x+ B;) B(x),  hi(a) = & (z+ B;) 3(x).

De esta forma hemos cumplido con todas las condiciones de la interpolacién de Hermite excepto
dos, las que se cumplen para j = i¢. Aplicando estas condiciones podremos obtener un sistema
de dos ecuaciones (lineales) con dos incégnitas. Hemos reducido el problema a uno muy facil
de resolver. Sin embargo, podemos simplificarlo ain mé&s si volvemos a aplicar algo mas de

inspeccion.

En el caso de h;(z) las condiciones que nos faltan por cumplir son h;(z;) = 0y hf(z;) = 1,
que se cumplen automaticamente para

hi(z) = (x =) F(x),  hi(x) =0,
ya que su derivada es

Ri(z) = 12(x) + 2 (z — x) i), hi(z;) = 1.

En el caso de h;(z) nos faltan por cumplir las condiciones h;(z;) = 1y hl(z;) = 0, y podemos

tantear el polinomio
hi(x) = (1— i (@ — @) F(x),  hi(zi) =1,
cuya derivada nos permitird calcular «;, dado que

hi(z) = (1 — a; (z — x3) 21;(2)) Ii(z) — a; 13 (z),

)

y necesitamos que h(z;) = 0, obtenemos la ecuacién

hi(x;) = 21i(x;) — o = 0, a; = 21i(x;),

(2

con lo que el polinomio (base de Hermite) buscado es

hi(z) = (1 = 20(i) (x — 23)) [ (z),
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que junto a

hi(z) = (v — ;) 2 (2),

permiten forman una base nodal para desarrollar el polinomio interpolador de Hermite
n n B
Hy(x) =Y yihi(z) + > i hi(z).
i=1 i=1
Por construccién este polinomio de grado (2n — 1) cumple con las condiciones
pzi) =vi,  P(:) =y
El polinomio de Hermite es tnico, ya que si existiera otro polinomio
n n
Gn(®) = wigi(x) + Y _ o Gil),
i=1 i=1
que cumpliera que
Gn(zi) =yi,  Gpl@) =y
entonces Ry, (z) = Hyp(x) — Gp(z) seria un polinomio de grado (2n — 1) tal que
Ry (xi) = 0 = R, (),
es decir, serfa un polinomio cuyas raices x; son dobles,

Rn(w) = Q<m) (.I' - xl)Q T (.%' - xn)Qv

que si g(z) # 0 tiene un grado > 2n, lo que estd en contradiccién con el hecho de que tiene

grado (2n — 1) por construccién. Por tanto, R, (z) = 0, y el polinomio de Hermite es tinico.

Igual que con el polinomio de Lagrange podemos desarrollar el polinomio de Hermite en
diferencias divididas (forma de Newton de dicho polinomio). Podemos representar cualquier
polinomio, por ejemplo, el polinomio de Hermite, utilizando la forma de Newton con los centros

T1y -y Ty Tptl, -- -, Ton—1, de la forma
Hy(z) = pan—1(z) = f(z1) + flor, 2] (v —21) + - -
+flz1, o, ... xon] (. — 1) -+ (x — Top—_1),

eligiendo adecuadamente los puntos x,, 41, ..., T2,. De esta forma obtenemos la siguiente forma

para el error de interpolacién (que ya estudiamos en una seccién anterior)

f(x) — pop—1(x) = flz1, 22, ..., 2on, 2] (x — 1) -+ (T — x2n).
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Ahora podemos demostrar facilmente que la forma de Newton del polinomio de Hermite se

obtiene tomando los centros x,; =z, j =1,...,n, es decir,
pon-1(x) = f(x1) + flzr, 2] (z — 21) + flar, 21, 20) (2 — 1) + -
+ flri,z1, .o @, xp] (2 — 1) - (2 — 2p1)? (2 — T0),
que conduce a la siguiente férmula de error
(@) = pon_1(z) = fle1, @1, ..., T,y Tny 2] (2 — 21)% -+ (2 — 20)°.

Es facil comprobar que po,—1(x;) = f(x;) y, ademds, derivando esta expresién obtenemos

F1) = P () = (= 00 -+ (= 20 201,21, s ]
+2 flr1, 21, .., Ty Ty, T Zn:((x—:nz) ﬁ (m—:nj)Q) ,
i=1 i#j=1

que nos permite demostrar comprobar que también se cumple que
f'(@i) = phn—(zi) =0,

con lo que hemos demostrado que po,—1(x) = Hy(z) es el polinomio de Hermite (que ya vimos

que era unico). Mds adn, para todo x € [z, 2, -, x,] existe un & € [x1,x2,- -, zy] tal que
n n (Qn)
f(l') _an—l(x) = f[l'l,.%'l, ceey .Tn,$n,$] H(x - xi)2 = H(.%' - 331‘)2 f(2n§'§) :
i=1 i=1 '

Ejemplo. Calcularemos el polinomio de interpolaciéon cubica de Hermite, que cumple las

condiciones

y que se escribe
p3(x) = f(a) + fla,a] (z — a) + fla,a,b] (x — a)® + fla, a,b,0] (x — a)* (x = b),

donde
f[aa CL] = f,(a)v f[ba b] = f/(b)a

a,b— "(a b) — f(a "(a
e AR =Tkl =i
/b _ a,b /b b o a
At = E =0 }foi—ﬂ(b)_f)i),
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a,b,b] — fla,a,b '(b '(a
o = LSl 016 101

y cuyo error de interpolacién toma la forma

(4)
F(&) ~ pala) = flasa,b bl (v — a)? (2~ 5)? = T (@ a2 @ 2

donde z, ¢ € [a,b]. Ademds, si tomamos = = (a +b)/2,

Y(z) = (z—a)(@-b)? U

y por tanto el error se puede acotar como

(b—a)' (4) _ ()
Ty £ (@)l !!f“(x)\loo—zrg%\f“(w)!-

Hf(w) _pS(x)Hoo S

6.2.8 Estimacion de las derivadas de Bessel

A la hora de utilizar la interpolacién de Hermite es necesario conocer los valores de la derivada de
la funcién. Sin embargo, también se puede obtener una estimacion de dichos valores a partir de
los valores nodales de la funcién. Suponiendo que ésta es suficientemente diferenciable, podemos

utilizar el siguiente procedimiento debido a Bessel. A partir de las expresiones

fivr = fi+ fihi —|—f”7_|_f///7_~_ O(h4)

h3
fir= i —f{hﬁf”— — 15+ 0(kd).
donde h; = xiy1 — x4, v fi = f(x;). Pasando todos los valores de la funcién al lado izquierdo de
la igualdad y dejando las derivadas en el derecho podemos obtener

2h2

(fi-‘rl fz) i— 1—f hz 1+f// 1'2 +O(h3h )

h2
(i — 02 = g W2 by + 2 200 0 (202 ).
que restando nos permite eliminar la segunda derivada7 conduciendo a
(Fivr = f) B3y = (firt = fi) B2 = f{hihicy (hi+ hia) + O(R°)),

donde h = max{h;, hi_1}, con lo que obtenemos la siguiente aproximacién para las derivadas en

los nodos

, flesria] hioy + floiy, x) hy 9
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que es una aproximacién de segundo orden y que es suficientemente precisa para ser aplicada
a la interpolacién de Hermite. De esta manera evitamos la necesidad de conocer, o calcular,
las derivadas de la funcién a interpolar. El alumno avispado notara que tenemos un problema
en el contorno, donde las férmulas que hemos obtenido no son adecuadas. De la misma forma
se pueden derivar férmulas especiales para la evaluacién en el contorno, dichas férmulas seran

estudiadas en el capitulo de derivacién numérica.

6.3 Interpolacién polinémica trozos

El problema fundamental de la interpolacion polinémica global es que los polinomios que se
obtienen oscilan excesivamente entre los nodos de interpolacién conforme el grado del poli-
nomio crece (fenémeno de Runge). Para evitar esto se pueden utilizar técnicas de interpolacién
polinémica a trozos, en las que se divide el conjunto de nodos de interpolacién en subconjuntos
disjuntos que se interpolan con un polinomio de grado bajo, con lo que la funcién interpolante
esta definida mediante trozos. Normalmente se imponen condiciones de continuidad del in-
terpolante y de algunas de sus derivadas. De esta forma se define una funcién polinémica a

trozos.

Este tipo de funciones se utilizan mucho en la teoria de la aproximacion, en graficos por
ordenador, en el ajuste de datos, como base para las técnicas de integracion y derivacién de

funciones y para la resoluciéon numérica de ecuaciones diferenciales e integrales.

Las técnicas de interpolacion polinémica a trozos se pueden clasificar segin diferentes cri-
terios. En funcion de si el cédlculo de los coeficientes de los polinomios a trozos es explicito o
implicito. Las técnicas de elementos finitos son explicitas, mientras que las esplines ciibicas son
implicitas. También en funcién de si un cambio en un coeficiente afecta a toda la curva (técnicas
no locales) o sélo a una parte de la misma (técnicas locales). Las esplines ctibicas son técnicas
no locales, y las técnicas de elementos finitos, las esplines de Bézier, y las esplines basicas o

B-esplines (basis-splines), son locales.

En este curso estudiaremos sélo las técnicas de interpolacién explicita mediante polinomios a
trozos, también llamadas de elementos finitos, y las técnicas de interpolacion implicita mediante

polinomios a trozos de tipo esplines, con énfasis en las esplines cibicas.

6.3.1 Interpolaciéon nodal por polinomios a trozos discontinuos

Podemos interpretar el espacio P (a,b) de los polinomios de grado a lo sumo n definidos en

el intervalo (a,b) como un espacio vectorial respecto al cuerpo de los reales (como es fécil de
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demostrar). La dimensién de este espacio es n + 1. Podemos escribir diferentes bases para este

espacio. La base candnica
{1,t,¢2,...,t"},

para la que p(x) € P (a,b) se escribe

n
p(‘r):Zaiti:a0+a1t—|—a2t2+...+antn’
=0

la base de Taylor respecto al punto x = a,
{17t - a, (t - a)Qa'--v(t _a)n},

para la que p(z) € P (a,b) se escribe

n ; p// a p(n) a "
p(e) = Yot~ 0 =pla) + /(@) (x —a) + LD (@ 4 P (o apn
i=0 !
la base nodal o de Lagrange sobre el conjunto de n + 1 nodos {z;}, con j =0,1,...,n,

{lo(z), l1(x), ..., ln(x)},

para la que p(x) € P (a,b) se escribe
p(x) = flx) li(x) = fzo)lo(x) + f(z1) () + - + fzn) (),
=0
o la base de Newton sobre los nodos {z;},

{1,(x — x0), (xr — o) (x — 1), ..., (x —x0) (x — 1) -+ (T — 2p_1)},

para la que p(z) € P (a,b) se escribe

n 1—1
p(x) =>_ G [[(@—=;) = flzol+ flwo, 1] (w—m0)+- -+ flo, @1, .. ., &) (x—10) -+ (T—Tn1).
=0 j=0

El alumno notara que el espacio vectorial de los polinomios es un espacio normado completo

(espacio de Banach) con cualquier norma-gq, sean

1/q
Ip(@)ll = ( A |p<x>rqd:c> ,

donde completo significa que todas las sucesiones de Cauchy de polinomios son convergentes.
Ademads es un espacio con producto interior completo (espacio de Hilbert) con el producto

interior euclideo,

b 1/2
(pr (), pa(2)) = ( | pi@pa(@) d:c> ,
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que induce, como norma asociada, la norma-2 o euclidea,

1/2
Ip(a) = ( / p(a:)de) |

FEn un espacio de Hilbert todas sus bases se pueden ortogonalizar, por el procedimiento de Gram-
Schmidt, y ortonormalizar. En esta y las proximas secciones no utilizaremos estas propiedades

del espacio vectorial de polinomios directamente.

Podemos definir, de igual forma, el espacio vectorial de los polinomios a trozos Wén). En
general, estos polinomios a trozos seran discontinuos en los nodos. Definamos primero una malla
7 adecuada del intervalo (a,b). Sea ésta formada por el conjunto de N + 1 nodos {z;} dados
por

a=z0<x1<Te<---<zxTN=2b,

y donde denotaremos por I; = [zj_1,x;), para j =1,2,...,N —1, e Iy = [xny_1,2N].

Un polinomio a trozos discontinuos de grado a lo sumo n, sea v(z) € Wq(—n), cumple que

v(z) € PM(I;), para x € Ij, lo que denotaremos normalmente como v | () =vi(z) € PM)(I)).
Y por tanto, v(z) = v;(z), para todo x € I;. En general, los valores vj(z;) # vjt1(xj), es
decir, el polinomio a trozos v(z) es discontinuo en los nodos. Denotaremos los dos valores en la

discontinuidad de la forma

v(a)) = vl +0) =vjalay),  vz;) = vz —0) = v(zy),
donde los signos + y — denotan los valores por la derecha y por la izquierda, respectivamente,

de la funcién en un nodo. En la figura 7 aparece un polinomio a trozos lineales discontinuo.

Para construir una base del espacio Wén) partiremos de una base nodal del espacio P (I i),
cuya dimensién es n + 1, y por tanto requiere n + 1 nodos en el intervalo I;, sean xj;, € I, con
k=0,1,...,n y donde

Ti—1 =Tjo < Tj1 < - < Tjp = Ty.
Normalmente estos nodos se tomaran equi-espaciados, es decir,

Tj— T
Tik = Tj_1+ k M
n
Para obtener el polinomio (interpolador) nodal de la funcién f(z) en el intervalo I; serd necesario

conocer todos los valores (nodales) f(x;;). Dicho polinomio tomara la forma

n

o] (@) = vj() =Y flaw) L),

k=0
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donde se han utilizado las bases (nodales) de Lagrange

Obtendremos una base del espacio Wé”) si prolongamos con cero las funciones base (nodales)

de Lagrange a todo el intervalo (a,b), sean éstas

Lik(x), x €l
Yik(x) = * ’
0, $¢IJ

De esta forma el conjunto de (n+1) N funciones {¢j(z)}, conj =1,2,..., Ny k=0,1,...,n,
forman una base del espacio W;n) de polinomios a trozos discontinuos de grado a lo sumo n.

Una funcién de dicho espacio se escribe como

N n
v@) =33 flap) vilz),  v(x) € WY,

j=1k=0

Por ejemplo, el espacio Wq(—o) de polinomios a trozos constantes en la malla 7 = {z;}, con

0 <j < N, tiene como base las funciones {1jo(x)}, con 0 < j < N, definidas de la forma

1, A Ij,
Yjo(z) =
07 z glja

y toda funcién v(zx) € Wg) ) se escribe como

N
v(x) = Z f(xj-1) Yjo(z).

j=1
Note que se utiliza el valor f(z;_1) dado que el punto x;_1 € I; pero z; ¢ I; (para j < N). En

la figura 7 se ve una funcién de este espacio.

El espacio Wél) de polinomios a trozos lineales discontinuos en la malla 7 = {z;}, con

0 <j < N, tiene como base las funciones {1;o(x),¢;1(x)}, con 0 < j < N, definidas de la forma

1‘—.%']'

o
Yio(z) = Tj—1 =Ty

0, x &1
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T — Tj-1
PR ]_ s HAS Ij,
Yj(z) =4 TN
0, xT Q Ij
y toda funcién v(z) € W(Tl) se escribe como
N
v(z) =Y flaf ) dio(@) + flag) i ().
j=1

Como vemos se necesitan conocer 2 N valores nodales de la funcion, dos valores para cada nodo
interno f(xj_) y f(x;r), 0 < j < N,y un valor para los extremos f(z{) y f(zy). En la figura ?
se muestran las funciones base de este espacio asi como una funcién del mismo.

El espacio Wg) de polinomios a trozos cuadréticos discontinuos en la malla 7 = {z;}, con

0 < j < N requiere la introduccién de los nodos intermedios {z;;}, 1 < j < Ny 0 <k < 2,

tales que

Tj—1+x;
2 b

y tiene como base las funciones {9jo(x), ¥;1(x),¥j2(x)}, con 1 < j < N, definidas de la forma

Tjo = Tj-1, Tj1 = Tj = Tjo2 = Tj,

(x —z;) (x — ;)

) I-7
bjolz) = (Tj—1 — x5) (Tj-1 — &) T € A
0, er
(z = 2j1) (@ = 2)) I
Pi1(z) = (#j —xj1) (&5 —x;) x € I,
0, el
(z —2j-1) (x — ) .
Pjo(z) = (zj —xj_1) (z; — 35) r e lj,
0, ed

y toda funcién v(zx) € Wf) se escribe como

v(z) = z_: FQ_) jo(@) + (&) (@) + fz7) Yo ().

Como vemos se necesitan conocer 3 N valores nodales de la funcién. En la figura ? se muestran

las funciones base de este espacio asi como una funcién del mismo.

El espacio Wq@ ) de polinomios a trozos ctbicos discontinuos en la malla 7 = {z;}, con

0 < j < N requiere la introduccién de los nodos intermedios {z;;}, 1 < j < Ny 0 <k < 3,
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tales que

2$j—1 + x; . Tj—1+ ij

Tj0 = Tj-1, Tj1 = 3 ; Tjo = 3 ;

xjg = acj,

tiene como base las funciones {¢;;(x)}, con 1 < j < Ny 0 <k < 3,y toda funcién v(x) € Wg’)
se escribe como
N
v() =Y flaf ) djo(x) + flzn) v () + f(2ge) dja(e) + f(z]) Yia(@).
j=1
Como vemos se necesitan conocer 4 N valores nodales de la funcién. En la figura 7 se muestran

las funciones base de este espacio asi como una funcién del mismo.

6.3.2 Interpolaciéon nodal por polinomios a trozos continuos

El espacio de polinomios a trozos continuos de grado a lo sumo n > 0, sea VT(n), es el subespacio

vectorial de Wén), denotado VT(n) =< Wén), definido como
Vi = {o(z) € W v(z) € Ca,b]} = {v(x) € C%a,b] : v]y, (x) € PUI(I;)}.

Como es obvio, dim{V;—n)} < dim{Wé—n)}. Para una funcién v(z) € VT(—n) se cumplird siempre
que

v(z)) =v(@;) =v(z;),  v(z;) = vilzs) = vj(z)),

Dada una base {¢ji(x)} con j =1,2,...,.Ny k=0,1,...,n, del espacio Wén) podremos
construir una base de su subespacio vectorial VT(n) buscando combinaciones lineales de estos
vectores base que den funciones continuas. Obviamente, las funciones {¢;(z)} con 1 < j < N
y 0 < k < n, son continuas, luego formardan parte de la base de VT(n). También son continuas
las funciones {¢10(x), ¥ nn(x)}. Sin embargo, las funciones {¥jo(z)}, 1 < j < N, y {¢¥jn(x)},
1 < j < N, son discontinuas en los nodos x;_1 y xj, respectivamente. La combinacién lineal

mas simple de estas funciones que es continua es la siguiente

Yin(T), x €l
©jo(*) = 4 Ypno(), € Ij,
0, T ¢ I; Uljyq,

donde 1 < j < N. Estas funciones junto con

woo(r) = ¥10(x), ¢no(T) = Ynn(z),
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oik(r) = Yjr(x), j=12,....,N, k=12...,n—1,

constituyen una base {¢ji(z)}, con 1 <j < Ny 0 <k <n,de VT(n). Por tanto, la dimensién

de este espacioes N+ 1+ (n—1) N =n N + 1 y toda funcién de dicho espacio se escribe como

N N n—1
v(@) =Y fz5) @jo(x) + DD flan) eie(e), v(z) € VT('n)‘
j=0 J=1k=1

Por ejemplo, el espacio VT(l) de polinomios a trozos lineales continuos en la malla 7 = {z,},

con 0 < j < N, tiene como base las funciones {pjo(x)}, con 0 < j < N, definidas de la forma

T — T

s WS Il,
9000({1;) = o — X1
0, x ¢ I,
T Ti_1
N _ T— T
¢]0($) w(]_f_l)o(x) = m, T € Ij+1,
0, x &1
LTEN-L zely,
Uofa) = 4 BN
0, x & Iy,

y toda funcién v(z) € VT(l) se escribe como

v(x) = flx;) @jo(x).
=0

Como vemos se necesitan conocer (N + 1) valores nodales de la funcién. En la figura 7 se

muestran las funciones base de este espacio asi como una funcién del mismo.

El espacio Vq(—Q) de polinomios a trozos cuadraticos discontinuos en la malla 7 = {x;}, con
0 < j < N requiere la introduccién de los nodos intermedios {Z;}, 1 < j < N, tales que
. Ti—1+x;
G =2 5 i
y tiene como base las funciones {gjo(z)}, con 0 < j < N,y {pji(x)}, con 1 < j < N, definidas

de la forma
(x —x1) (& — 21)
(zo — 1) (w0 — #1)’

0, x ¢ I,

x € I,
woo(z) =
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(z —zj) (x — &) el
) ) _ 4. 7
(zj — zj—1) (zj — &)
pjo(r) = ((x — ) ,_ xzﬂ) . x € Iy, l=j=N-1,
zj — xjt1) (T — &j41)
0, x ¢ I; U4,
eooveoin) gy,
Yo(z) = (xn —an-1) (N — TN)
0, z ¢ I,
(@ —2j) (@ = x)) ’ vel,
o) =4 @ —2j-1) (& — %) 1<j <N,
y toda funcién v(zx) € VT(Q) se escribe como
N N
v(@) =Y fz5) () + Y f(E)) pj(e).
§=0 j=1

Como vemos se necesitan conocer (2 N + 1) valores nodales de la funcién. En la figura 7 se

muestran las funciones base de este espacio asi como una funcién del mismo.

El espacio VT(?’) de polinomios a trozos ctibicos continuos en la malla 7 = {z;}, con 0 < j < N

requiere la introduccién de los nodos intermedios {zj;}, 1 < j < Ny 1 <k <2, tales que
2x;1 4+ x; Ti_1+2x;
Tj1 = ] 3 ju Tj2 = ] 3 ja
y tiene como base las funciones {@;r(2)}, 0 < j < N,y {¢jr(x)}, 1 <j<Ny1<k<2 con
(3)

lo que toda funcién v(x) € V73 se escribe como

N

N N
v(@) =Y fzg)djo(@) + > flep) (@) + Y faje) vi(x).

=0 =1 i=1
Como vemos se necesitan conocer (3N + 1) valores nodales de la funcién. En la figura 7 se

muestran las funciones base de este espacio asi como una funcién del mismo.

6.3.3 Interpolaciéon nodal por polinomios a trozos con derivada continua

El espacio de polinomios a trozos continuos y con derivada continua de grado a lo sumo m > 3
e impar, sea m = 2n+ 1 con n > 0, denotado VIS,mT), es el subespacio vectorial de VT(m), definido

como

Vf(fmf) — {v(z) € V™ :v(z) € CY(a,b)} = {v(z) € C'(a,b) : v 1, (z) € P (I;)}.
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Estos polinomios a trozos cumpliran
v(xg) = vipa(zg) = vj(xy), V' (x5) = vjgq(g) = vj(x)).

Aunque podemos obtener una base del espacio VISImT) formando combinaciones lineales ade-
cuadas de los funciones base {p;i(x)} del espacio VT(m), este proceso es bastante complicado y
requiere una seleccién adecuada de los nodos interiores a cada intervalo I; que dependen de la
derivada de la funcién via la aplicacion del teorema del valor medio. Es mucho mas facil utilizar
las funciones base (nodales) de la interpolacién de Hermite, por eso hemos requerido que m — 1

sea un numero par, sea m — 1 = 2n.

Para construir una base del espacio VI({mT) partiremos de una base nodal de Hermite del
espacio P(™) (I;), cuya dimensién es m —1 = 2n, y por tanto requiere n+ 1 nodos en el intervalo

I;, sean xj, € I, con k= 0,1,...,n y donde
Ti—1 =Tj0 < Tj1 < < Tjp =T5.

Normalmente estos nodos se tomaran equi-espaciados, es decir,

(2 —zj-1)

Tip=xi_1+k
J J n

Para obtener el polinomio (interpolador) nodal de Hermite de la funcién f(x) en el intervalo I;
serd necesario conocer todos los valores (nodales) f(z;i) vy f'(z;1). Dicho polinomio tomaré la

forma
UJIj( Zyz xjk jk + Zyz x]k ( ),

donde se han utilizado las bases (nodales) de Hermite

hjr(x) = (1 — 2V (z50) (x — 250)) By (2),

hjr(x) = (& = 21,) 15, (),

donde las bases (nodales) de Lagrange son

(m)

Para obtener una base del espacio Vj; 7, primero prolongaremos a todo el intervalo de inter-

polacién las funciones base de hermite, para formar las funciones

hjk(x), T € Ij,
¢H,jk($) =
07 €T glja
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- hji(z), x €1
7/1H,jk(55) =
0, x & 1,

donde 7 =0,1,..., Ny k=0,1,...,n.
Las funciones ¢ g ji(z) y @Hdk(x), para 0 < k < m, son continuas y con derivada continua,
por lo que formardn parte de la base del espacio VISmT) y las llamaremos ¢ () v @m jk(x),

respectivamente. Sin embargo, las funciones ¥y jo(x) son discontinuas para 0 < j < n, y las

funciones ¥ jn (), lo son para 0 < j < n, ya que

Y jo(rj—1) =1 =Yy jn(z;), 0<j<mn,
aunque como
Yirjo(xj—1) =0 =Yy n(x5),  0<j<n,
su combinacién lineal
Vi in(T), z €I
P j0(T) = 4 Yy 10(@), z € Ly, 1<j<N,
0, x & 1; Ui,

es continua y con derivada continua, luego formard parte de la base de VI({mT) junto con

¢m00(x) = P10(z), ¢r.No(T) = YNn(T).

Por otro lado, las funciones 1 jo(x) son continuas pero con derivada discontinua para 0 < j < n,

y las funciones &Hyjn(x), lo son para 0 < j < n, ya que
b jo(zi1) = 0= Pmjn(z)), 0<j<mn,

aunque como
Virjo(xj—1) =1 =Yy, (x5),  0<j<n,

luego su combinacion lineal

'&H,jn(x)a .TEI],

Prj0() =\ Dy inyo(), € Iy, 1 <j<n,

0, I%IjUIj.H,
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es continua y con derivada continua, y formard parte de la base de V}(ImT) junto con

Gr,00(z) = 10(2), GN0(7) = Vnn(@).

Por tanto, hemos obtenido la base nodal de Hermite del espacio VI({erT), formada por las

funciones

n—1

~ - N,
{emjo(x), @mjo(@)} o U{pm (@), @mn(®)}2 1oy
por lo que la dimensién de este espacio es 2(N + 1) + N (n — 1).

Por ejemplo, el espacio V}(I%— de polinomios a trozos ciibicos continuos y con derivada continua

en la malla 7 = {z;}, con 0 < j < N, tiene como base las 2 (N + 1) funciones

{omjo(x), Brjo(x)

Recuerde que m = 3 y n = 1 en este caso. Estas funciones toman la forma

(z) = (1_2$_x0><<m_x1>2 rel,

©H,00(% wo— w1/ (0 —11)%
O, X QIl,
. — . 2
o T ) Eom) zel
zj—xj-1) (x5 —xj-1)?
o 2 ,
SDH,jO(x) _ 1_9 Tr—Z; ($ $]+1)27 = Ij—i—l, 0<j<N,
Tj—xj1 ) (T — Tj41)
0, x & 1;Ulj,
(1—2 TTON ) (2 = on)® zely
pro(e) = o =) (o) |
0, x & Iy,
_ 2
(x — o) (x le) 7 cel,
oHpo0(z) = (w0 — 1)
0, x ¢117
(x —x5) (x —xj-1) vel
(j —wj-1)® 7
Grgola) = @om)@—z)® 0<j<N,
@ o s
0, T & I; Uy,
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(z —xj41) (x — )

2 ) T e [Na
0, x 9{ In,
y toda funcién v(zx) € V}(IS)T se escribe como
N N
v(z) =Y flag) emgo(@) + D f(w) Grjo().
=0 =0

Como vemos se necesitan conocer (N + 1) valores nodales de la funcién y otros tantos de su
derivada. En la figura 7 se muestran las funciones base de este espacio asi como una funcién

del mismo.

6.3.4 Interpolacién mediante splines cibicas

Utilizando las técnicas de interpolacién explicita (nodal) mediante polinomios a trozos de grado
a lo sumo n, estudiadas en las secciones anteriores, para n > 1, sélo podemos obtener funciones
continuas y con derivada continua hasta grado n — 2. Por ejemplo, con trozos cuadraticos,
n = 2, no podemos conseguir que la primera derivada sea continua; con trozos cibicos, n = 3,
no podemos obtener una segunda derivada continua. Ello no significa que no existan polinomios
a trozos de grado n > 0 continuos y con derivada continua hasta grado n—1. Estos polinomios a
trozos se denominan esplines (splines) y se obtienen mediante técnicas de interpolacién implicitas
que estudiaremos en esta seccién. El alumno notard que si un polinomio a trozos de grado n > 0
es continuo con derivada continua hasta grado n, entonces todos los trozos corresponden al
mismo polinomio, y la funcién a trozos en realidad es el tinico polinomio interpolador (global)

de la nube de puntos.

Definiremos una espline s(z) como un polinomio a trozos, de grado a lo sumo n, continuo
y con derivadas continuas s(")(x) en todo el intervalo 2 € (a,b), hasta un orden menos que el
suyo, es decir, para 0 < r < m — 1. El espacio vectorial de estos polinomios se denomina VS(@,

estd descrito sobre la malla 7 = {z;} del intervalo [a, b] dada por los nodos
a=x)g<x1<xT2<---<xN =D,
donde denotaremos por I; = [zj_1,x;] y por hj = xj — x;_1, y se define como
ViR = {s(2) : C" ' - R : sy, (x) € P(L)}.

Normalmente llamaremos s;(x) a s|;,(z), e igual para sus derivadas.
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El ejemplo mas importante de curvas esplines son las esplines ciibicas, que son las de menor
grado con segunda derivada continua. Estas definen curvas en el plano cuya curvatura es con-
tinua, que es un requisito muy importante en muchas aplicaciones practicas. Ademaés, producen
una (funcién) interpolante muy suave y con pocas oscilaciones. Sin embargo, tienen un in-
conveniente, en los extremos necesitaremos condiciones adicionales (a las de interpolacién) con
objeto de obtener la unicidad, que se denominan condiciones de contorno. Como veremos, hay
diferentes maneras de seleccionar estas condiciones de contorno, y en funcién de la aplicacién

conviene una eleccion u otra.

En general, una espline ciibica s(x) toma la forma
s(x):aj+bjx+cj$2+djx3, ZEEIjE[IE]’,hl‘j],

por lo que tiene 4 N incognitas y cumple las siguientes condiciones de interpolacion, continuidad

y continuidad de las derivadas,
s(zj) = f(z) =y, j=0,1,...,N, r=20,1,2,

s(r)(ac;r) = 5:21(30]) = sy)(xj) = s(r)(xi_), j=0,1,..., N, r=20,1,2,

que constituyen (N + 1) +3 (N — 1) = 4 N — 2 ecuaciones, por lo que nos quedan dos grados
de libertad que aplicaremos como condiciones de contorno en los extremos del intervalo. Las
4n — 2 ecuaciones para los coeficientes de la spline cubica estan acopladas entre si y deberdan
ser obtenidos mediante la resolucién de un sistema de ecuaciones lineales, que procederemos

a derivar seguidamente. Por ello, a la interpolaciéon con esplines se la denomina interpolacion

implicita.
Sean M; = s"(x;), j = 0,1,..., N, nuestros valores incégnita. Como s(z) es un polinomio
cubico en I; = [zj_1,z;], entonces §'(x) es uno cuadrético y s”(x) es lineal. La condicién de

continuidad para el polinomio a trozos lineales s”(z), se puede escribir como

1

si(xj) = 85,1 (x5), j=12,...,N—1,

y se cumple autométicamente, por construccion, si tomamos

pooy (&= xj1) My + (25— x) Mj
J hi ’
J

recuerde que s;j(z) estd definida en x € I; = [z;_1, x;]. Integrando esta expresion obtenemos la

primera derivada,
—x: )2 M. — V2 M
() = (z—zj-1) JQh‘(xJ x)” M, +Ej,
J
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y volviendo a integrar, el polinomio cibico salvo dos constantes de integracién, que podemos

reescribir por conveniencia como

(x—2j1)3 Mj + (2 — )3 M;_4
sj(z) = : JGhj : — 4+ Cj (xj —x) + Dj (x — ;1)

Podemos aplicar la condiciéon de interpolacién y de continuidad directamente si hacemos

sj(z;) = f(z;),  si(wj—1) = f(zj-1),

ya que entonces s;(z;) = f(x;) = sj4+1(x;), con lo que obtenemos el sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incégnitas (las constantes de integracién) siguiente

h?
Sj(l’j) = f(ZE]) == FJM]' + Dj hj,

2

s(xj_1) = f(wj—1) = gj j—1+ Cjhy,

cuya solucion es facil de obtener,

D, - f(x;)  hjM;

flzja)  hi M
hj 6 '

h; 6

C; =

De esta forma hemos obtenido el siguiente polinomio ctibico

_ (@)’ My + (a5 — )P My

sj(z) = 6h,
N f(xj-1) (x5 —x) + f(2)) (x —25-1)
h;
h;
=5 (Mj-1(zj —2) + M; (z — zj-1)),

en el que faltan por determinar las segundas derivadas {M;}.

Ahora sélo nos queda una condiciéon por aplicar, la de la continuidad de la derivada en los

nodos, sj(z;) = s}, (x;). Derivando s;j(z) obtenemos que
S/-(l‘) _ (:L‘ - l’j*l)Q M] _ (-'EJ - -'L')2 Mjfl n f(l']) — f(fﬁjfl) B M] — Mjfl b
= .
’ 2 hj hj 6
y, derivando sj41(x), que
’ _ (@) My — (w0 —2)* My f(jen) = flag) My — M,
s le) = 2h; + h: 6 j4+1-
J+l j+1

Asi, la condicién de continuidad de la derivada, s)(z;) = s}, (x;), conduce a

hj1 M, n @) = flzj) M —M;
2 Iy 6

h; M; n flzy) = flwj—1)  M;— M,

h: = —
2 h;j 6 !

hjt1,



144 Capitulo 6. Aproximacion de funciones e interpolacion

que podemos reescribir como

h:
KJMJ‘—1+ (

hj —hjy1  hj—hjp
2 6

f@jvr) = fzg)  flzg) — flwj-1)

hjt1 h ’

hit1
> M; + 7](;_ M =

que conduce al siguiente sistema de ecuaciones lineales tridiagonal

h; hj —hjn hjt1 f@jpr) — flxy)  flzg) — f@jm1)

M JJ) M.+ 2272 M = J 1/ J J

6 “Jr( 3 7T M hjt h; ’
véalido para j = 1,2,..., N —1, es decir, que tenemos (N — 1) ecuaciones para (N + 1) incégnitas
My, My, ..., Mpy. Necesitamos conocer los valores de My y Mpy. Para ello habra que aportar

condiciones de contorno adicionales que los determinen. Una vez especificadas estas condiciones
de contorno, tendremos un sistema tridiagonal de ecuaciones lineales cuya matriz de coeficientes
es diagonalmente dominante, luego no es singular, y por tanto el sistema tendra solucién tnica.
Para resolver este sistema de ecuaciones se suele utilizar el algoritmo de Thomas para sistemas

tridiagonales, cuya complejidad es lineal en el nimero de incégnitas.

Es importante notar que, dadas que fijadas las condiciones de contorno, la espline cubica
interpolante es uUnica. Ademds, un cambio en las condiciones de contorno afecta a la curva
entera, aunque afecta mas cerca de los extremos de la misma y sélo ligeramente en su parte

central. Esta propiedad de no-localidad de las esplines cubicas es su mayor inconveniente.

Hay muchas formas de especificar los valores de las segundas derivadas My y My en los
extremos del intervalo de interpolaciéon. Como ilustracién de diferentes tipos de condiciones de

contorno para las esplines ctibicas, presentaremos cinco posibilidades.

Caso 1. Si conocemos la segunda derivada de la funcién a interpolar, f”(z), podemos

especificar directamente las segundas derivadas de la espline en el contorno, es decir,
Mo =s"(z0) = f"(a), My =5"(zn)=f"(b).

Caso 2. Normalmente no conocemos la segunda derivada de f(z), pero podemos especificar

que los nodos en los extremos sean libres, es decir, que
My = s"(a) =0, My = $"(b) = 0.

Estas condiciones son muy utilizadas por su simplicidad.

Caso 3. Si conocemos la primera derivada de la funcién f(z) podemos especificar un valor

dado para las derivadas de la espline en los puntos extremos, sean
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que nos permiten obtener dos ecuaciones para My y My. En el extremo derecho, tendremos

f(a) = §'(x0) = —% My + W — % (My — M),

de donde obtenemos la ecuacién

hy hy f(z1) = f(x0)

— My + — M; = —f
5 Mo+ M » f(a),
y en el extremo izquierdo,
h zy) — flen— h
f/(b)zsl(xN):ﬂMN_i_f( N) f( N 1) _7]\[(]\4’]\]_]\4’]\7_1>7
2 hn 6
de donde la otra ecuacion
h h — _
AN e+ P gy = ) — flan) = fan-1)
6 3 hn

Anadiendo estas dos ecuaciones a las (N — 1) que teniamos previamente, obtenemos un sistema
lineal que sigue siendo tridiagonal y diagonalmente dominante, por lo que tiene solucién tnica

y se puede seguir utilizando el método de Thomas para su solucion.

El alumno puede comprobar que para una malla 7 uniforme, en la cual h; = h es constante,
la matriz de coeficientes del sistema lineal con estas condiciones de contorno es, ademés de

diagonalmente dominante, simétrica y definida positiva.

Caso 4. Otra posibilidad es especificar que la tercera derivada de la espline, s(3) (x), sea

continua en los nodos 1 y xy_1. Como

M; — M;_4
n J J
st () = ————
J hj ’
la continuidad en x1 nos da
My — My My — M
sy (x1) = = = s (1),
h1 ho
y la continuidad en x,
My —My—1 My —My_o
sy(Tn-1) = = = sp-1(zn-1),

hn hn-1

que son dos ecuaciones lineales que relacionan My y My con el resto de las incognitas {M;}.

Es posible demostrar que el sistema lineal de ecuaciones, que ya no es tridiagonal, aunque
préximo a uno tridiagonal, tiene solucién tnica. Estas condiciones de contorno son poco uti-

lizadas.

Caso 5. Una ultima posibilidad, también utilizada algunas veces por su simplicidad, es
imponer que o = 3y Ty = Tny_2, que mantienen la tridiagonalidad del sistema de ecuaciones

lineal resultante.
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6.4 Otra derivacién de la interpolacién con esplines ctibicas (no

entra en examen)

También se pueden derivar las ecuaciones para la interpolacién con esplines ctibicas considerando
como incégnitas las primeras derivadas s'(z;) = S; en lugar de en funcién de las segundas

derivadas s”(x;) = M;.

En esta derivacién consideraremos la malla 7 del intervalo [a, b] definida por los nodos
a=x0<x1<To<---<xTN=Db,

donde denotaremos por I; = [zj,2;41] ¥ por hj = xj41 — xj. El lector debe notar la ligera

diferencia de notacién.

Denotaremos la curva espline cibica como p(x) y su restriccion al intervalo I; como s;(z).

Buscaremos un polinomio cibico en la base de Hermite,
pj(x) = flag) + flog, o] (v — 25) + flej, ag, 2544 (@ — 25)°
+ flag, zg, v, wi0] (@ — 25)% (2 — 2500),

donde las primeras derivadas f[zj, z;] = f'(x;) = S; serdn las incégnitas del sistema de ecua-

ciones que obtendremos seguidamente. Introduciendo
T—Tjp1 =T —Tj+Tj — Tj1,
en el polinomio de Hermite obtenemos
pi(z) = f(z;) + flzj, z5) (z — )

+ (flug, 2g, wj0] = flag, 2, w501, 250) y) (@ = 25)°

+ flaj ey, vy, wja) (@ — a5)?,
que podemos escribir en forma de Taylor como

pj(a) = co+ei (@ —x)) + ez (@ —x))” + 3 (x — 25)°,

donde, sustituyendo las primeras derivadas (incégnitas) S; y aplicando la definicién de diferencias

divididas, podemos escribir

co = f(x;), c1 = flrj, z;] = S;
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flzg, zj41] = S;
h;

flzj, xja] — S
co = 2, ]h»] L — flaj,aj, x40, 2541) hy =
j

_C3hja

fleg i, wjn] = flog, 2,250 S+ Sin — 2 flag, 2j41]
I 2

c3 = flag, @5, w541, w541] = :
Las derivadas del polinomio ciibico son ahora

Pi(x) = e1+2¢ (x — 25) + 33 (¢ — )%,

p}'(:v) =2cy+6c3(x — xj),
y para aplicar las condiciones de continuidad en las derivadas necesitamos también
pj-1(x) = g+ ¢y (x —ajo1) + & (@ — xj1) + ¢ (2 —2-1)°,
Pia(x) = +2c (z —aj1) + 3¢5 (2 — 25-1)%,
/! / /
Pj_1(®) =2¢5 +6¢3 (v —xj-1).
Ahora la continuidad de la segunda derivada

Plg) = pli(x;),  2es=2d)+ 65 by,

es decir,

9 (f[:l,‘j,ﬂ?;jl] — Sj ~ s hj> —9 (f[l'jl,hﬂfj] - Sj*l . Cl3 hj—l) + 60% hj—17
j -1

cuyo miembro izquierdo es, recordando la definicién de cs,

flzj,zjm] =8 2

9
h; h;

(S + Sj1 — 2 flzj, wj41])

Sl il 4 2
=0 h; hij hjsj“’

y cuyo miembro derecho es, aplicando lo mismo para cj,

2f[xj71,5§j]—5j71+ fl

. (Sj—1+8; =2 flwj-1,24])

flejv,a] 2 4
+ S+ —S5;
hi 1 T e P
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e igualando estas expresiones obtenemos la ecuacion

flzj x| floj—, o] 1 1 2 2
6 =4 (—+— S +—85;_ — 5
< hj + hj_l hj + hj_l j + h,j_l j—1 + hj 7+1

es decir, obtenemos para las pendientes S; el sistema lineal de ecuaciones tridiagonal
2 (hj + hj-1) Sj + hj Sj—1 + hj1 Sj11 = 3 (fleg, zjeal hjr + floj1, 25]h5)

que también es diagonalmente dominante por filas.

La aplicacién de las condiciones de contorno a este sistema se deja como ejercicio para los

alumnos interesados.

6.5 Polinomios trigonométricos

FEn la interpolacién de funciones peridédicas se recomienda el uso de técnicas basadas en desarrollo

en serie de Fourier, es decir, en el uso de polinomios trigonométricos.

En lugar de considerar una funcién periédica de periodo cualquiera, consideraremos sélo
funciones de periodo 2, lo que se puede conseguir con un sencillo cambio de escala en la

variable independiente. Sea una funcién periédica de periodo T,
it +1)=f(t),
reescalando la variable independiente podemos hacer que tenga un periodo 2. Definiendo

i= 20 py = F ) = (),

-
T 27

obtenemos que f(t) tiene periodo 27, ya que

F@) = F(t) = (' +7) = f5= (t+2m) = f(t+27).

r
27
A partir de aqui consideraremos, sin pérdida de generalidad, s6lo funciones periddicas de periodo

2m. Ello simplifica bastante las operaciones.

En las asignatura de cédlculo de primer curso se presenta el teorema de Dirichlet, que dice
que si f(x) es continua y periddica de periodo 2, entonces tiene desarrollo en serie de Fourier
convergente, sea éste

f(t) =aop+ Zaj cos(jt)+ b; sin(jt).
j=1
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Truncando esta expresion, podemos obtener el polinomio trigonométrico
n
pn(t) = ag + Z aj cos(jt)+b; sin(jt),
j=1
que es de grado n si |a,| + |by| # 0. Lo denominamos polinomio ya que aplicando la férmula de
Euler-de Moivre,
e = cos(nz) +isin(nx) = (cosz + i sinz)",
que es un polinomio en sinx y cosx, podemos escribir el polinomio trigonométrico como

n
pn(t) = ao + Z a; cos’ t + B3 sin’ t.
j=1

Podemos ver més claramente que p,,(t) es un polinomio si utilizamos las férmulas de Euler
eie+6719 ei@ —if
cos = ——, sinf = ———,
2 2i
que nos permite escribir

n
pn(t) = Z cj et

j=-n

n n
deje T peg+ ) et
i=1

j=1

n
co + Z(cj +c_j)cosjt+i(c; —c—j) sinjt,
j=1

donde las constantes {c;} se calculan como la solucién de
co = aop, cj +c—j = ay, (¢j —c—j)i=1by,
que nos da

aj—ibj aj+ibj

Escribiendo z = e'?, tenemos

pa(t) = D ¢ 27 = Pu(2),

j==n

y multiplicando por z™ obtendremos
2" pp(t) = 2" Py(2) = Qn(2),

que es un polinomio de grado menor o igual que 2n. De esta forma se ve claramente porque

llamamos “polinomio” a un polinomio trigonométrico.
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La analogia con los polinomios se puede llevar més lejos. Igual que el espacio pr) (0,27) es un
espacio vectorial de dimensién finita (n+1), el espacio de polinomios trigonométricos F (n) (0,2)
de grado a lo sumo n también es un espacio vectorial de dimensién finita, en concreto (2n + 1).

Ya hemos presentado dos bases para este espacio, la de las funciones trigonométricas

{1,cos(jt),sin(jt)}, ji=1,2,...,n,
con lo que el cuerpo sobre el que esta definido este espacio vectorial es el de los ntimeros reales,
v la de exponenciales complejas
{eV, —m<j<n,
que utiliza los nimeros complejos como cuerpo del espacio vectorial.

Como ocurria con el espacio vectorial de los polinomios, este espacio también es un espacio

normado y completo (espacio de Banach) con las normas-g,

ol = ([ lputopras)

Ademsds es un espacio de Hilbert (espacio con producto interior completo)) con el producto
interior euclideo, que en el caso de la base trigonométrica sobre el cuerpo de los ntimeros reales

es
1/2

Fas@) @) = ([ pua@paz)dr)

(@l = ( [ Z”pn<x>2dx)1/2,

v que en el caso de la base de exponenciales complejas sobre el cuerpo de los niimeros complejos

con norma asociada

es

as@) @) = ([ praleTpnae) o) "

@l = ([ |pn<x>|2d:s)1/2,

con norma asociada

donde [p,(z)]? = pn(x) pn().
En todo espacio de Hilbert se puede obtener una base ortogonal (y ortonormal). Las dos

bases que hemos definido para F (")(0, 27) son ortogonales.

Consideremos, primero, el caso de exponenciales complejas sobre el cuerpo de los ntmeros

complejos. Dadas dos funciones de la base de este espacio tenemos

o 2r i N 2, j=Fk,
<€1]t’61kt> _ / et (B=t gt — k% (1 — e(k_])27”) = 27T5jk =
0 J 0, j# k.
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Podemos definir una base ortonormal, que sera,
1., .
~—e ’ —n < J <n.
2m
Los coeficientes (de Fourier) {c;} del desarrollo en serie de Fourier de una funcién f(z) se

calculan facilmente aprovechando esta base ortonormal, ya que

n

€7 f) = D (et eFy = Y 2mep o =2mey,

k=—n k=—n

con lo que (como es conocido de célculo de primer curso)

ijt 1 2 .
;= <e 7f(t)> - = (t) e_ljtdt.
2 27 Jo

Por otro lado, para la base de funciones trigonométricas sobre el cuerpo de los reales, el

producto interior de todos los pares de funciones base nos da

2w
aﬂ):/° ldt =2,
0

2 sin(j1)1%"
(1,cos(jt)) :/ cos(jt)dt = {] =0, 0<j<n,
0 J 0

2 it 2T
(sinGjo) = [Tsinoa= [T 0 0<j<n
0 0

27
(cos(j £), sin(k 1)) — /O cos(j t) sin(kt) dt

=0, O0<jk<n,

B {k cos(jt) cos(kt) + j sin(jt) sin(kt)rﬂ
a j? = k? 0

27
(cos(jt),cos(kt)) = /0 cos(jt) cos(kt)dt

_ {j cos(kt) sin(jt) — k cos(jt) sin(k t)}27r
3% — k2 0

1 /sin(2 (j — in(2 (j
:(mm (G —k)m)  sin( U+kwﬂ):w@m 0<j,k<n,

> ik ik
27
(sin(j t), sin(k 1)) — /0 sin(j ) sin(k ¢) dt

_ [k: cos(kt) sin(jt) — j cos(jt) sin(k:t)]27T
j% = k? 0

_ ; (Siﬂ(? U=k m) sin(2(G+k) W)) — o 0<jk<n.

2 j—k i+ k
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Con ello se observa que los coeficientes (de Fourier) del desarrollo de Fourier de una funcién f(t)
periédica de periodo 2, sea
n
fit)=ao+ Z aj cos(jt) + b sin(jt),
j=1
se calculan facilmente como

(L) _ 1 2m

aO:T:ﬂ 0 f(t)dt,
ay = LUDTO) - L™ ) cos(j) .
™ ™ Jo
in(j 27
py = U JW) _ 1 [ 1) sinGi o),

resultado ya conocido de célculo de primer curso.

Se puede acotar el error de la aproximacién de una funcién f(t) € CO[O, 2 7], periddica, tal

que 27 es un entero multiplo de su periodo, entonces

Jmax [f(t) —pn(t)] < Clog(n+2)on(f),  n 20,

donde ¢ no es un funcién ni de f ni de n, y

on(f) = inf  max |f(t) —q(t)],

grado(q)<n 0st<2m

y q(t) es un polinomio trigonométrico. No demostraremos este teorema [1].

Estos resultados seran generalizados a espacios de Hilbert més generales cuando estudiemos
la teoria de la aproximacién de Sturm-Liouville méds adelante en este tema (a partir de la

seccién 6.6.2).

6.5.1 Interpolacién trigonométrica y transformada discreta de Fourier

Aprovechando la analogia entre un polinomio trigonométrico y un polinomio podemos interpolar
directamente los valores de una funcién f(¢) periddica de periodo 2 en el intervalo [0,27) me-
diante un polinomio trigonométrico. Para ello tomaremos una malla de dicho intervalo formada

por los (2n 4 1) nodos {t;} tales que
0<tpg<t1 < - <top <2m.

La condicién de interpolacion aplicada al polinomio trigonométrico

n
pn(t) = ap + Z aj cos(jt)+b; sin(jt),
j=1
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que tiene (2n + 1) pardmetros conduce al sistema de (2n + 1) ecuaciones

Dado que las funciones base {1, cos(j t),sin(j t)} son ortogonales entre si (dos a dos), son también
linealmente independientes dentro del espacio vectorial F( (0,2 ), por lo que dicho sistema de
ecuaciones tiene una matriz de coeficientes no singular y su solucién existe y es tnica. Esta
solucién nos dara directamente los coeficientes del polinomio trigonométrico interpolador ag, a;
y bj, 5 =1,...,n. A veces se denomina a este polinomio trigonométrico como polinomio de

colocacién.

Los coeficientes del trigonométrico de interpolacion se pueden calcular mas facilmente, de
forma explicita, si los nodos de interpolacién estan distribuidos uniformemente por el intervalo
de interpolacion, es decir, nodos igualmente espaciados de la forma

27
2n+1’

tj=j i=0,1,2,...,2n.

El desarrollo se simplifica si utilizamos la base de exponenciales complejas del espacio F () (0,27).

En esta base el polinomio se escribe

n n
pn(t) = Z Cj el]t — Z Cj Z] = Pn(z)7
j=—-n j=-—n
y los nodos de interpolacién se pueden considerar distribuidos en la circunferencia unidad del
plano complejo, sean
tj
)

zj=e |zj| = 1.

Para calcular los coeficientes ¢; del polinomio de Fourier interpolante utilizaremos el siguiente

lema.
Lema. Vk € 7,
Qf:e“”j: 2n+1, elte =1
7=0 0, elte £ 1,

Ademss, 2z, = elt* =1 implica que tj es un entero ! multiplo de 2,

t :l27r:j2§j_1 —t;,  j=1@2n+1),
con j un entero multiplo de (2n + 1).
Demostracién. Tomando
ity 2T



154 Capitulo 6. Aproximacion de funciones e interpolacion

obtenemos

e1ktj _ €1k27r]/(2n+1) — elJte — Zj’

por lo que
2n 2n 2n
_ ikt; _ ity _ j
S SELOTS ST yR)
Jj=0 Jj=0 Jj=0

Esta expresion se suma facilmente para z = 1, dando s = 2n 4+ 1. Para z # 1 tenemos una
progresién geométrica cuya suma es
S2n+l g €(2n+l)itk _1 ekteniny _ 1 ei2mk _q

pr— pr— pr— pr— :0
y z—1 z—1 z—1 z—1 ’

cqd.

Para calcular los coeficientes c; del interpolante trigonométrico, aplicaremos la condicién que

lo define, P,(z;) = f(t;), que se escribe

> aetl = f(ty),

k=—n

y para todo —n <[ < n, podemos sumarla de la forma

2n n 2n
Ze ilt; Z Ckeiktj :Ze ilt; f(t )’
7=0 k=—n 7=0

y como el lema anterior nos dice que

22" ) 2n+1, ekt =1,
e - =
7=0 07 eitkfl # 1’

es decir, que es distinto de cero si existe un entero m tal que

luego k =1+ (2n + 1) m, que sélo es cierto para m = 0, y por tanto,

2n n

elti (h=l) — Z ck (2n+1) 6,
0

k=—n

n
D

k=—n Jj=

con lo que obtenemos

1 2n .
— § t) e it
“ 2n+1 j:of(J>e 7
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para [ = —n,...,n. KEstos coeficientes se denominan transformada discreta de Fourier de la
funcién discreta {f;}, con j = 0,1,...,2n, donde f; = f(¢;). Normalmente se escribe la

transformada de Fourier discreta como

2n

S fiexp(—2mikj/@2n+1)), —n<k<n,
2n+1 o

F{fj} =cx =
y la transformada inversa de Fourier discreta como

n
F o} =fi= > cexp2rikj/2n+1)), 0<j<2n
k=—n
La razén por la que se denomina a estas expresiones transformadas de Fourier discretas es
por analogia con la transformada de Fourier de una funcién continua, sea f(t) : R — IR, que el

alumno ha estudiado en cursos anteriores y que es

R 2
PO = i) =5 [ e fmdn kel

cuya inversa, la transformada de Fourier inversa, es

C1rRiN T ikt g
F[ﬂw—fw—[;e f(kydt, tem.

De hecho la transformada discreta de Fourier se puede obtener a partir de la continua mediante
la aplicacién de la regla de integracién del trapecio (que estudiaremos en el tema 9) usando
(2n + 1) subdivisiones del intervalo [0,2 7], con puntos igualmente espaciados entre si y siendo

f(t) una funcién periédica en [0, 2 7).

La transformada de Fourier discreta y su inversa, que no son otra cosa que la interpolacién
mediante polinomios trigonométricos, son una herramienta indispensable en el analisis de senales
digitales en el, asi denominado, dominio de la frecuencia. El campo de la teoria de la senal se
centra fundamentalmente en los sistemas lineales invariantes en el tiempo. En el caso continuo

se uti

6.5.2 Transformada riapida de Fourier (no entra en examen)

Dada la importancia de la transformada discreta de Fourier en el andlisis de senales, para su
calculo se utiliza un algoritmo que reduce su coste computacional de O(n2) a O(nlogn), y que
por ello se denomina transformada rapida de Fourier. Su importancia practica en las aplicaciones
de la interpolacion trigonométrica nos obliga a introducir aqui las bases de este algoritmo, uno

de los diez algoritmos mas importantes de todo el andlisis numérico.

TO BE WRITTEN...
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6.6 Aproximacién de funciones

La idea de la aproximacién de funciones es aproximar una funcién complicada por una més

simple, de tal forma que la funcién aproximada sea mas facil de evaluar, derivar, integrar, etc.

La aproximacién de funciones estd muy relacionada con la interpolacién y, de hecho, todas

las técnicas de aproximacion se pueden aplicar como técnicas de interpolacion y viceversa.

Como funciones simples se pueden utilizar polinomios, funciones racionales (cocientes de
polinomios), polinomios trigonométricos, polinomios a trozos o, incluso, funciones més generales

mediante técnicas de minimos cuadrados.

6.6.1 Aproximacion por polinomios. Teorema de Weierstrass

Teorema. Dada una funcién f(z) € C%a,b] y € > 0, existe un polinomio p(x) tal que

|f(z) —p(z)] <€, Vzelab].

Para aproximar una funcién mediante un polinomio podemos utilizar las técnicas de inter-

polacién de Lagrange, Newton, Hermite, splines, etc.

También podemos utilizar una aproximacién local de Taylor. Por ejemplo, para la exponen-
cial

e”, x € [—1,1],

podemos aproximarla por un polinomio de Taylor de tercer grado

w2 2l
=1 T
ps(@) =1Ha+ 5+ 50
que por el teorema del resto de Taylor comete el error
1‘4 I3
ex—p?)(ﬂﬁ):j@ ) §€(0,).
En el intervalo 0 < & < 1 podemos acotar
4 4
x . ex
T R GIC
y en el intervalo 0 > = > —1 podemos acotar
4 4
x x
— > e —p3(x) > —
p = o) = o
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con lo que observamos que el error crece conforme lo hace |z| y que no estd uniformemente

distribuido en todo el intervalo [—1,1].

Para obtener aproximaciones cuyo error se distribuya uniformemente en todo el intervalo
de interés deberemos utilizar aproximaciones de tipo minimax que se basan en aproximaciones
de minimos cuadrados. Para introducir estas aproximaciones conviene introducir previamente
la teoria de Sturm-Liouville para ecuaciones diferenciales de segundo orden, que es equivalente
a la teorfa de matrices hermitianas, y que permiten definir bases de funciones que permiten

aproximar funciones consideradas como vectores en un espacio vectorial de funciones.

6.6.2 Teoria de Sturm-Liouville

Sea z € [a, b], estudiaremos la ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden

_ dy | dy
ﬁ(y):p@—i—q%—i-ry—f,

donde p, ¢ y  son funciones de z € [a, b].

En nuestro anélisis necesitaremos del operador autoadjunto de esta ecuacién, que se obtiene

integrando por partes

b b d2y dy
/Ctz[,(y)dx—/a (pzcw—i-qz(m%—rzy dx

= z@b— bi( z)@dx
=P dx |, admp dx
b d b
+qz y[Z—/y(dq;)da:—k/rzydx

b

dy d
= <pzd$+qzy—ydx(p2)>

a

b (d*(pz) d(gz)
—i—/(ly(de T +rz| de

b

b
+ / y L (z)dx,

dy d
= (pzdx+qzy—ydx(p2)>

a

y se denomina operador adjunto £*(z),

. d?(py) d(qy
£(y) d(xQ)_ (dx)—i_ry
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Vamos a demostrar que toda ecuacién diferencial ordinaria lineal de segundo orden se puede

escribir en forma de ecuacién de Sturm-Liouville, sea,

d dy
dx < dx) 0y =
Es obvio, que podemos escribirla de la forma,

d2 d d d d
Lly)=pGg+tast+r y—dx(ay)wywy

P2 dx dx dx
d’y  da dy
= Th S
donde
da

a =p, 5:q_@7 vT=T.

Sin embargo, para escribir en la forma de Sturm-Liouville, necesitamos Aplicar una trans-

formacién de Liouville
y=a(r)z,
que nos permite escribir

d*(a 2) n d(az) iz
da? 1 0

d <da dz> <da dz)
=p—|—z+a—|+q|—2+ta—)+raz

Ly)=p

dr \ dz dx d dzr

= dQ—az—l—a@—i-Qd—a% + (daz—l—adZ)—i—raz
— P\ a2 dz? dz dx T\ dz dz

d*z da\ dz d*a do
:ap@—i— qa+2p% %—i—z d2+qdf—i—ro¢ ,

y si ahora podemos elegir « tal que se haga cero el término de primer orden en la derivada

d d
qa—i—Zp—a:O, e
dx « 2p

1 T
lnoz:ff/ gal:z:,
2Jop

d?z Ao do
L(y) = L(az) —OZP@‘FZ <P+qu+roz>.

entonces

dax?

La ecuacion diferencial de segundo orden no homogénea,

dy  dy y  qdy
L) =p5g+a50+ry= p<d$2+pdw+

R e y> = f(z)
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si p(z) # 0, se puede escribir
d’y  qdy f

) +o y
dx p dx P

y por tanto, tiene forma de Sturm-Liouville

d dy
m< d)+ﬂy Vs
es decir,
d2y da dy
a@—i— dr dx +By=m

@ 1dozdy+ﬁ o
dx? o dx dx ay_a

si igualamos términos

1da q¢q % q

- =- lna:/ —dz,

adr p 0P
Dot =t Ten ([ Lan),
a p p p 0P
o p p p 0P

Es decir, toda ecuacién de segundo orden se puede reducir a una ecuacién con la forma de
Sturm-Liouville.
La ecuacion de Sturm-Liouville tiene la ventaja de que es auto-adjunta. Escribamos

(%) o1
de \" dz 1Y ’

y calculemos su operador autoadjunto

/abzﬁ(y)dac:/ab <zj( Zy> —|—qyz) dx

dy1® b dz dy
[zpde— d e dm—i—/ qyzdx
—[z & _ dzr—i-/b (d(dz)—i- z)da:
P pdxya ay dz \P dz 4 ’

L£*(2)
luego L(y) = L*(y) y el operador de Sturm-Liouville es autoadjunto. Sin embargo, el problema

diferencial sera autoadjunto

Lly)=[f=L(y),
solamente si las condiciones de contorno garantizan que

)
dx pdx

a
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Ahora vamos a estudiar el problema de valores propios para el operador autoadjunto de

Sturm-Liouville con condiciones de contorno de Robin,

d dy
I (pdx) +(g+Ar)y=0,

dy(a) _
o =0 yy(b) + 0 7n — 0

Este problema es autoadjunto, ya que las condiciones de contorno de Robin cumplen

dy(b

~—

ayla) + 6

{ dy dz ]b

g TP Y]
= 20)p0) 22 o) EO ) —2(0) pta) D 4 pa) D )
= p0) (20) B~ 0 )) o) (o) L - B )
=30 (-2 20~ )~ o) (-5 20 - B2) <o,

si el operador adjunto esta sometido también a la mismas condiciones de contorno de Robin.

Una solucién trivial de este problema autoadjunto (como de cualquier problema de valores
propios) es la trivial y = 0 que no es de interés. ;Para qué valores de A se obtendran soluciones

no nulas y # 0?7 Estudiaremos el caso r > 0.

Primero vamos a demostrar que las autofunciones para autovalores distintos son ortogonales
entre si respecto al producto interior asociado a la funcién r. Consideremos dos autofunciones
yi e fz;),

i (pd%) +(g+Nr) yi =0,

de \" dx
(D) (g4 (e =0,

y restando estas ecuaciones para que desaparezca el término en g,

d dy; d d ;
f(%‘)% (pd‘?i> — Vi (p fg])) + (N — Aj) 7y fz) =0,

% (p <f(:nj) ﬁi — Vi df;i”)) + X = Aj) i f(z5) = 0,

e integrando

/CLb()\i—Aj) ry; f(x;)de + [p (f(xj)ccl;j — Y dfcgij))]z =0,
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obtenemos )
i =) [ rus fla) dw =0
que si \; # A; es la condicién de r-ortogonalidad de las autofunciones
b
| ru (@) de = i@ =o.

Por tanto, las autofunciones se pueden ortonormalizar facilmente

. b
i= e [ ratde=1,
es decir, (yi, f(x;))r = 0ij.

Ademés, si p,q,r,a, 3,7y d son reales, los autovalores también son reales. Veamoslo,

L (8) 4 g4y =0
)+

< d—y q—i-/\r @:0,
con lo que
_d ([ dy d ( dy; + —
yzdl'<pda}>_yldx<pdx)+<)\l_)\z) ry; yi =0,
d _dy; dy; +— 2
— i — Yi —— i — N i|© =0,
dx(p<y dx ydx>>+()\ >r|y| 0
con lo que

(n— %) /brWda: —0,

a
lo que implica que A\; = A;, es decir, los autovalores son reales.
Se puede probar también que hay un ntmero infinito numerable de autovalores A; y que las
autofunciones y; forman un espacio de funciones completo, es decir, que dada una funcién f(x)
en [a,b] que cumpla con las condiciones de contorno de Robin puede desarrollarse en una serie

uniformemente convergente
o0
= > aiyi(x)
i=1

donde los coeficientes «; se calculan

) fre= [

a

r f(xj) fda:—/ Zalryz (x5)d

que por la convergencia uniforme

>o [

a

b
ry; f ;rj)dx:ozj/ rf(xj)gda:,

luego

SO flay) fde (Fzy), f)r

Jorflag)2de (F@g), )
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6.6.3 Funciones trigonométricas de Legendre, Bessel, Hermite y Chebyshev

Consideremos el problema de Sturm-Liouville méas sencillo, es decir, la siguiente ecuacién dife-

rencial lineal con condiciones de contorno de Dirichlet homogéneas

&y + A 0 (a) b)=0
_— = s a) = = .
T2 T AY Y Y
Aplicaremos una traslacion en *+ — x — a y escribamos L = b — a, por lo que tenemos el

problema

d2y
W—F)\yzov y(0) = y(L) = 0.

Las soluciones de este problema diferencial son bien conocidas y dependen del signo de A. Sea

A > 0, entonces
y= A cosVAz+ B sinvVaz,

y aplicando las condiciones de contorno
y(0)=0=A, y(L)=BsinVAL=0,

por lo que, o bien B = 0, en cuyo caso obtenemos la solucion trivial y = 0 que no tiene interés,

o bien
sin VAL =0, VA L=nm,
y hemos obtenidos los valores propios y las autofunciones

2.2
n-m . X
7, yn(l') = Bn Sin I .

An =

Nétese que hemos sustituido B por B, ya que como la ecuacion es lineal, dada un solucién z(x)

entonces « z(x) es también otra solucién con « una constante.

Para A = 0,
d?y
@_—0, y_—AJI+B7

y por tanto
y(0) =0= B, y(L)=AL=0=A, y =0,

hemos obtenido la solucién trivial, que no tiene interés.

Para A < 0, tomamos A = —u, con > 0, y la ecuacién
d*y

Jm2 Y =0, y(a) = y(b) =0,

tiene una solucién de la forma

y = A coshVAz + B sinh vz,
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y aplicando las condiciones de contorno
y(0)=0=A, y(L)=BsinhvAL=0=0,

y volvemos a obtener la solucién trivial. En resumen, hemos obtenido los autovalores reales y
las autofunciones

7’L27T2 nmwx

d="0 (@) =By sin

n=12,...,
que forman un conjunto completo para todas las funciones definidas en el intervalo [0, L] y que
son nulas en sus extremos. Estas autofunciones estan en la base de las series de Fourier.

Seguidamente vamos a presentar otros ejemplos de ecuaciones de Sturm-Liouville con sus

correspondientes autovalores y autofunciones (que son llamadas funciones especiales).

Polinomios de Legendre. En el intervalo [—1, 1], las soluciones de la ecuacién

(1—x)£—2xd—+n(n+1) =0
dx? dx ’

que puede escribirse
d

dy
— ((1-2? Ay =0,
dx (( ) dx) tAny =
cuyos autovalores son A, = n(n + 1) y cuyas autofunciones son los polinomios de Legendre
P,(z), que pueden determinarse por la siguiente férmula de Rodrigues

1 4"
27 ! dzm

Pn(a?) = (x2 — 1)”

Estos polinomios pueden determinarse por la formula de recurrencia
n+1)Pyyi(x) — 2n+ 1)z Py(z) + n Py_1(x) =0,
a partir de Py(z) =1y Pi(z) = x; por ejemplo,
1 2 1 3
P2($):§(3$ - 1), P3($):§(5LL“ —3z),

Toda funcién en [—1, 1] puede aproximarse en desarrollo de Fourier con polinomios de Legendre

00 1
= Zan P,(z), ap = 2n2—i— ! /lf(ac)P
1=0 B

Funciones de Bessel. Consideremos la ecuacién de Bessel

de la forma

d? d
Qd—z—l-xd—y—l—(x —n?)y =0,
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en el intervalo [0, 00]. Esta ecuacién puede escribirse como un problema de Sturm-Liouville,

d d
(py> +(g+Ar)y =0,

dx dx
dondep=z,g=xy
1
r=—,
x
es decir,
d dy A
— |z T+ — =0
d:c(dx>+<+x)y ’
cuyos autovalores son \, = —n? y cuyas autofunciones son J,,(x) y J_,(z). Hay varios posibles

desarrollos en serie de Fourier para las funciones de Bessel, por ejemplo,

00 2 1
flz) = a; Jn(Ki x), o = x f(x) Jp(ki x) dz,

(ki) Jo
donde k; son las raices positivas de Jp(z) = 0.

Polinomios de Hermite. Consideremos la ecuacién de Hermite en el intervalo (—oo, 00),

d*y dy
S 9z fony=0
dz2 xdx+ ny ’

que podemos escribir en forma de Sturm-Liouville

d? 1dp d
y+17y+(q+y>yza
p p

dz? = pdx dx
donde
1 dp 2
~ L9, p=e
p dx

q=0,r=py A = 2n. Los polinomios de Hermite se pueden calcular por la férmula de

Rodrigues
2?2 d’l’b 2

H(w) = (~1)" e T (e™),

o por la férmula de recurrencia
Hyi1(x) =2z Hy(x) —2n H,—1(x),
donde Hy(z) =1, Hi(z) = 2x; por ejemplo,

Hy(z) = 4% — 2, H3(z) = 823 — 12, cee

Polinomios de Chebyshev. Consideremos la ecuacién de Chebyshev en el intervalo (—1,1),
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que podemos escribir en forma de Sturm-Liouville donde

1d
L N 3

p dx 11—z
T 1 1
_—= — ’]”:77
V1— a2

p 1—a?%
¢ =0y A, =n? Los polinomios de Chebyshev se pueden calcular por la férmula
T, (z) = cos(n arccos z), n > 0.
Los primeros polinomios de Chebyshev son
To(x) =1, Ti(z)==x, To(zr)=22>—-1, T3(x)=42>-3z,

El desarrollo de Fourier para los polinomios de Chebyshev toma la forma
ag - 2 /1 f(z) Ty(x)

x)=—"Tp(z) + o; T;(x), o = — = dx.
) = G o) + 3 i i) e

Funciones de Jacobi. Las ecuacién de Jacobi

2

d d
:c(l—a:)d—;;—i-(a—(l—i-b)a:) £+n(b+n)y=o,

que es un caso particular de la ecuacion diferencial hipergeométrica, también se puede escribir

como una ecuacion de Sturm-Liouville. Omitiremos los detalles.

Polinomios de Laguerre. La ecuacién de Laguerre

d*y dy
en el intervalo [0, c0) se puede escribir en la forma de Sturm-Liouville de la forma
ldp 1—2x 736
-5 = ) p=re )
p dz T
1
f = —, T = 67x7
p
q = 0y Ay, = n. Los polinomios de Laguerre se pueden calcular mediante la férmula de Rodrigues
d'fL
Ly(z) =¢" ey (z" e ™), n >0,

o mediante la férmula de recurrencia
Lpii(z)=2n+1—-2)Ly(z) —n?L,_1(z),
donde Lo(z) =1, Li(x) = 1 — x; por ejemplo,
Lo(x) =a® —42+2,  Li(z)=—2>+92* - 182 +6,

y tienen como desarrollo de Fourier,

Nl @ e |
f(JT) = ;az Ll($)) Q; = /0 e f(l’) L,L(I') dx.
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6.6.4 Aproximaciones continuas mediante minimos cuadrados

La aproximacién minimo-cuadratica de una funcién f(x) mediante otra funcién p(z) se basa en

elegir esta ultima de forma que se minimice la norma-r de la diferencia, es decir,

(f —p, f —p)r =/ab(f—p)27"dx-

La funcién p se obtiene truncando una serie de Fourier para una ecuacién de Sturm-Liouville,
n
p(x) = Zai Pi(z).
i=0

Las funciones P; son normalmente polinomios ortogonales. De esta forma, el error minimo

cuadratico se escribe
2

E(CVOyalw--aO‘n):/bT f(x)_f:aipi(m) dx,
a i=0

y serd minimo si

OF b "
ozaaj:—2/ar f—;)aiPZ- Pjdx

b n b
:—2/ rijd:L‘—l—QE:ai/ r P, P; de
a .

=0 a

b b
:—2/rijd9:+2ozj/er2d:c, j=0,...,n,
a a

por lo que los coeficientes
o Jar Pz (P
! fci)’l“Pdel‘ (Pj, Pj)r

Como vemos, la teoria de aproximaciéon minimo-cuadratica estd conectada con la teoria de

la aproximacién de Sturm-Liouville y consiste en truncar a un ntmero finito de términos el
desarrollo de Fourier en las funciones (polinomios) ortogonales para la funcién considerada.
Es decir, la mejor aproximacién en el sentido minimo-cuadratico es la proyeccién ortogonal de
la funcién en un subespacio de dimensién finita. Estos espacios y subespacios se construyen

mediante la teoria de Sturm-Liouville.

En la secciéon anterior hemos considerados aproximaciones continuas mediante minimos
cuadrados, sin embargo, reemplazando las integrales por sumas también podemos obtener apro-

ximaciones discretas. Estas aproximaciones se basan en minimizar el error

N

<f - D, f _p>1“ = Z (f(xn) _p(l'n))z T‘(ZBn), T(l'n) > 0.

n=1

Omitiremos detalles adicionales.
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6.6.5 *Aproximacién polinémica uniforme j;jjNO!!!

Denotemos II,, el espacio de los polinomios de grado n a lo sumo. Un polinomio pj}, € II,, es la

mejor aproximacion a una funcién f en norma uniforme si

Hf _p:;”oo = min Hf _pHoo = distoo (f, 1),
p€lly

donde, como ya sabemos,

If = Pllo = max |f(z) - p(z)],

a<z<b

y por ello a este tipo de aproximacion se la denomina minimax.

Podemos obtener un cota inferior para la distancia uniforme minima. Recordamos de sec-

ciones anteriores que las diferencias divididas de Newton se pueden escribir

n+1

f[x(]vxl: vee 7$n+1

donde

cumpliendo que

f[xO)xla .. '7xn+1] - f[xo,ffl,- . 'a$n+1] _p[x07$15 .. '7x’n+1] -

= W)
ya que para p € 11,
n+1
p(xi)
PlZo, L1y, T 1] — :O
[ n+ ] —~ W/(Il)
De esta forma podemos acotar la diferencia dividida por
n+1
f J (@) — p(x:)
|flzo, 21, Tpta]| Z : <N f = plle W(zo, 71, - - - s Tng1),

donde
n+1

W(zo, 21, ., Tnt1) = Z \W’ p
K3

La desigualdad anterior se cumple incluso para el polinomio p* que es el que mejor aproxima en

norma uniforme a la funciéon f y entonces tenemos la cota

) > ‘f[x()?xla" '7xn+1]|

— ¥ oo — distoo 7Hn ’
”f p ” (f W(xo,l‘l,...,l‘n+1)

Esta cota inferior tiene el problema de que requiere calcular W, lo que, en general es bastante

costoso.
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Para evitar el cdlculo de W(xo,...,x,11) podemos utilizar el siguiente teorema, aunque

requiere conocer una aproximacion p € II,, de signo alternante.

Teorema de Vallée-Poussin. Si f(x) — p(z) con p € II,, cambia de signo en los puntos a <

o< T < - < Tpe1 < b, es decir,
(=) (f(2s) — p(xs)) sign (f(wo) — p(x0)) >0,  i=0,1,...,n+1,

entonces
disteo (f, I1,,) > min | f(z;) — p(z;)|-

Este teorema implica que (—1)"*1=* W' (x;) > 0, por lo que
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