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CAPITULO [

ECUACIONES NO LINEALES Y RAICES DE POLINOMIOS

7.1 Ecuaciones no lineales en problemas fisicos

7.1.1 La ecuacion de Kepler

Una de las primeras ecuaciones que se resolvieron mediante métodos numéricos fue la ecuacion
de Kepler, que permite determinar donde se encuentra un planeta en un momento dado a partir
de donde se encontraba en un momento anterior. Es una ecuacién de importancia fundamental

en mecanica celeste, pero no se puede invertir directamente en término de funciones elementales.

Las ley de Kepler de las areas dice que el area subtendida por el radio vector de un planeta
en érbita alrededor del sol es constante para intervalos fijos de tiempo. Esta ley se cumple si el
planeta describe un érbita con forma de elipse, es decir, si despreciamos el efecto del resto de

los planetas.

Localizar en su orbita eliptica un planeta que vemos en el cielo requiere determinar la
anomalia verdadera, v, en funcién de anomalia media, M. La figura 7.1.1 (izquierda) mues-
tra graficamente estos conceptos en una elipse con centro O, foco F', semieje mayor de longitud
a y excentricidad e. La figura también muestra la circunferencia que circunscribe a la elipse
de radio a y centro O. Dado un punto P de dicha elipse, dibujemos una linea perpendicular
al semieje mayor que pase por P,y que lo interseca en el punto A. Se denomina excentricidad
anémala al angulo F de la figura. En mecanica celeste también su utiliza la media andémala,
M, que corresponde con el drea sombreada en la figura 7.1.1 (derecha). La media anémala
(M) es una manera de medir el tiempo transcurrido y la excentricidad anémala (E) es una

parametrizacién del angulo en coordenadas polares. La ecuacion de una elipse se puede escribir
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Figura 7.1. Dibujo ilustrando conceptos basicos sobre elipses utilizados en
mecédnica celeste, reproducido de Eric Weissteins’s World of

Mathematics.

como
M = FE — e sin(E),

que se denomina ecuacion de Kepler, quien también introdujo la ecuacién

; v 1—|—et E
an2— - an2,

que es més facil de evaluar si se conoce la excentricidad anémala (E) .

A partir de un almanaque astronémico es facil determinar la anomalia media de un planeta
en un dia determinado del ano. Si M no es un multiplo de 7, la ecuacién de Kepler tiene una
solucién tnica, pero requiere un método numérico iterativo para determinarla. Este método
parte de una estimacién inicial, Ey y obtiene sucesivas aproximaciones E;y; = ¢(F;), donde

g(E) es una funcién a determinar.

El método més simple es el de Picard, que conduce al proceso iterativo
FEiy1 =M+ esinE;, Eo= M.

Este método funciona bastante bien para este problema porque la excentricidad de los planetas,
e, suele ser pequena. Para Mercurio, e = 0.205635, si un almanaque astronémico nos da una
anomalia media, M = 1.2 radianes, en 5 iteraciones obtenemos E = 1.402738 radianes, con 7
digitos exactos, que nos permite localizar facilmente dicho planeta en la ecliptica. De hecho para
los nueve planetas del sistema solar, 8 iteraciones bastan para obtener un error menor de una

millonésima en todos los casos.

Sin embargo, el método de Picard converge muy lentamente cuando la excentricidad es muy
grande. Por ejemplo, para e = 0.99 y M = 150 grados = 2.618 radianes, el método requiere 287

iteraciones para obtener la respuesta £ = 2.876949.
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Desde los tiempos de Newton se prefiere utilizar un método maés rapido, llamado método de

Newton-Raphson, que conduce a la iteracién

f(E;)
f(Ei)

Eiy1=E; — Eo =M,

con f(E) = E — M — e sin E. Para Mercurio este método requiere 3 iteraciones, en lugar de 8,
para obtener 7 digitos exactos, y para nuestro hipotético planeta con e = 0.99, son necesarias
sélo 41 iteraciones, en lugar de 287. Por tanto, podemos concluir que el método de Newton es

mucho mas rapido que el de Picard.

En 1983, Danby [4] introdujo un nuevo método numérico que utiliza como valor inicial
Ey = M + 0.85signo (sin M) e,

y una iteracion con derivadas de la funcién hasta de tercer grado,

ki(Es) = —]]:,,
Ba(B) =~
f/+ Efl/
/
ks(E;) = — SR
f/‘f'%f”"‘ (kg) f///

Eii1 = E; + k3(E;),

donde hemos omitido los argumentos de f y sus derivadas, que son F;. Recuerde que las

derivadas de f son muy faciles de calcular y poco costosas de evaluar numéricamente,
f'(E)=1- cosE, f"(E) =esinE, f"(E) =ecosE.

Este método es mucho mas rapido que los dos anteriores, ya que para Mercurio sdlo requiere 1

iteracion, y para e = 0.99, sélo 2. Ademads, el coste por iteracion sélo es un poco mas grande.

En este tema estudiaremos por qué el método de Danby (que es de cuarto orden) es més
rapido que el de Newton (de segundo), y éste que el de Picard (sélo de primer orden). También
estudiaremos diferentes condiciones de parada, que nos indican cuando el método ha convergido.
En estos ejemplos hemos utilizado |f(E;)] < 1077, lo que garantiza en nuestro ejemplo unos 7

digitos exactos.
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7.1.2 La trayectoria de un proyectil

Consideremos el problema del disparo (o lanzamiento) de un proyectil como se muestra en la
Figura 7.1.2. Considerando el movimiento como plano, y despreciando la variacién de masa del
proyectil por el consumo de combustible, la segunda ley de Newton
& mv)=F,
donde m es la masa del proyectil, v su velocidad y F' la resultante de las fuerzas a las que esta
sometido, aplicada a nuestro problema da,

d, .

g(mx) = (T — D) cos¥,
d . .
a(my) = (T — D) sinf —mg,
donde v es la velocidad del proyectil, © = v cosf e y = v sin#, g es la aceleracién de la gravedad,
T el empuje producido por el motor del proyectil y D es la fuerza de friccién (drag). Para un
fluido a altos nimeros de Reynolds (cuando su viscosidad es despreciable), la fuerza de friccion
toma la forma

D= % pv?SC ¥

donde C' es el coeficiente de friccién, S la seccién transversal del proyectil y p la densidad del

aire. Ademads, como hemos despreciado la pérdida de masa por consumo de combustible, 1 = 0,

podemos simplificar la expresién a
m = (T — D) cos®,
my = (T — D) sinf —mg,

donde D es la fuerza de friccién (drag). Como condiciones iniciales supondremos

Es més facil trabajar utilizando la velocidad y el angulo como variables a integrar. Susti-

tuyendo en las ecuaciones anteriores obtenemos

mo cos —muv sin@f = (T — D) cosb,

mo sind +muv cosf = (T — D) sin —mg,
que es un sistema lineal en v y 6 cuya solucién conduce a
L —D g

v — < siné, 6 =—7 coso.
m v v
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y N\

Figura 7.2. Dibujo esquemadtico del lanzamiento de un proyectil y de su

trayectoria de vuelo.

Ahora utilizaremos como condiciones iniciales

0(0)=0,  v(0) = /#(0)2 + §(0)2.

La solucién del problema anterior se puede reducir a cuadraturas. Sin embargo, no pre-

sentaremos dicha solucién.

Calcular el momento ¢, cuando el proyectil alcance la tierra después de haber sido disparado
es un problema que requiere la solucién del problema de valores iniciales de estos sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Una vez obtenida la solucién hay que determinar el cero de
la funcién y(t) = 0, con t > 0. Otro problema, de gran interés, es dado el momento en que se

alcanza la tierra, t,, encontrar la velocidad inicial y el angulo inicial §(0) que hace que y(t4) = 0.

Estos son ejemplos de la necesidad de calcular los ceros de funciones a la hora de resolver
determinados problemas propios de la ingenieria, por ejemplo, en mecédnica de fluidos a altos
nimeros de Reynolds, elasticidad no lineal donde hay funciones no lineales de las deformaciones,
en electrénica cuando se usan dispositivos activos como diodos que tienen caracteristicas voltaje-

corriente no lineales, en estructuras mecanicas que usan elementos no lineales, etc.

7.2 Dificultades del problema

Antes de estudiar algunos métodos numéricos para resolver ecuaciones no lineales hemos de
indicar un punto que nunca se debe olvidar, el problema de calcular las raices o ceros de una

funcién f(x), general, es muy complejo por no decir casi imposible. ;Pero por qué?
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El problema fundamental es la propia evaluacién de f(x) como nos muestran los siguientes
ejemplos de Kahan [2]. Consideremos la funcién g(z) = 42 (z—5), cuya raiz exactaes z = 10/3,
pero que evaluada numéricamente es aproximadamente del orden del cuadrado del épsilon de la
mAaquina. Por ejemplo, en aritmética IEEE-754 de doble precisién es ¢ = g(10/3) ~ 2 x 1073L.
Si definimos la funcién f(x) = 1 — 2 exp(—g(x)?/c?), ésta tiene dos raices analiticas cerca de

x = 10/3, que como es facil comprobar son

Vin2
ry=10/3+¢ ; .

Sin embargo, la evaluacién numérica de f(x), debido a los errores de redondeo, siempre da
exactamente f(x) = 1, para todo z. Por ello, es imposible numéricamente, en aritmética IEEE-

754, descubrir estos ceros de la funcion.

Peor atn, cualquier algoritmo numérico para calcular raices puede encontrar raices que en

realidad no lo son. Consideremos las dos funciones siguientes

file) =1/g(x),  falz) =1/(9(x) + */g(2)),

donde g(z) y ¢ se definen como antes. Estas dos funciones tienen valores idénticos en aritmética
flotante IEEE-754, sin embargo, en z = 10/3 la primera tiene un polo, fi(10/3) = oo, y la
segunda un cero, f2(10/3) = 0.

Kahan [2] ha demostrado que el problema fundamental de la resolucién de ecuaciones es la
imposibilidad de decidir si una funcién siempre vale cero. Sea f(z) = 1, que no tiene ninguna
raiz. Cualquier método numérico que pretenda calcular las raices de f(z) tendrd que evaluarla
en una serie de puntos, sean {z;}, i =1, 2, ..., n. Para estos puntos la funcién f(z;) = 1. Sin

embargo, consideremos la funcién

fl@)=(x—x)(x—x2) -+ (x — ) + 1,
que es un polinomio de grado n y por el teorema fundamental del dlgebra tiene n raices. ;Cémo
podemos saber si f(z) y f (z) son distintas si valen lo mismo en todos los puntos que el algoritmo
numérico ha considerado? Este problema es equivalente al problema de la parada en teoria de

la calculabilidad (Turing (1933) [2]) del que no daremos mas detalles.

Los ejemplos anteriores pueden parecer forzados, pero muestran claramente que resolver
ecuaciones en forma general es imposible, aunque en la mayoria de los casos de interés practico
si es posible. Lo importante es que un conocimiento detallado de las funciones con las que

estamos trabajando es fundamental para el éxito del procedimiento.

A la hora de calcular una raiz real  de una ecuacién f(z) = 0 es necesario tener en cuenta

seis puntos importantes [3]:
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1. ;Qué ecuacién resolver? La funcién f se puede reescribir de diferentes formas manteniendo
sus raices reales. Las dos ecuaciones f(z) = 0, y exp(f(z)) —1 = 0, tienen las mismas
raices reales, pero casi siempre una de ellas es mas facil de resolver que la otra. Para
f(x) = 62 —2* — 1, la primera ecuacién es mas facil, pero para f(z) = In(6z — %), lo
es la segunda [2]. En general, cada ecuacién es un representante de una familia infinita
de funciones que tienen las mismas raices reales, y cualquier método numérico funcionara

mejor con algunas de ellas que con otras.

2. ;Qué método elegir? Normalmente se utiliza un método numeérico iterativo, como

gD = g(g®) =1 )

que parte de una estimacién inicial (9 a la raiz y obtiene un sucesién de aproximaciones
{z(*)}. Si esta sucesién converge y si z = g(x,x,...) (z es un punto fijo de g) implica que
f(x) =0, entonces el método convergerd a una raiz de la ecuacién. Hay infinitos métodos
numéricos que se pueden aplicar una funcién dada. Unos serdn de convergencia mas rapida,

otros de menor costo por iteracion, o mas faciles de implementar numéricamente.

3. (Por donde debemos empezar a buscar la raiz? Parece obvio que cuando conocemos un
buen valor aproximado para la raiz, un buen método numérico deberia encontrar ficilmente
dicha raiz. Sin embargo, si este valor inicial no es proximo a la raiz, muchos métodos no
convergeran a ella. Un buen valor inicial depende siempre de nuestro conocimiento de
las propiedades de la ecuacién a resolver. Para intentar responder a esta cuestién se ha

desarrollado la teoria matemaética de la convergencia global de métodos numéricos.

4. ;Cuén rapida es la convergencia del método? Como hemos visto para la ecuacién de Ke-
pler, hay métodos numéricos convergentes que se acercan a la raiz mas rapidamente que
otros. La eficiencia computacional de un método numérico depende no sélo del nimero de
iteraciones, si no también del coste de cada una de ellas. El concepto de orden de conver-
gencia nos permite estimar el nimero de iteraciones del método, aunque sélo localmente,
o sea, cerca de la raiz. Normalmente el coste de un iteracion se mide con el niimero de

evaluaciones de la funcién f(x), y sus derivadas, por iteracién.

5. jCuando debemos parar la iteracién? El chequeo de la convergencia de un método itera-
tivo, como de cualquier sucesion, se basa en un andlisis de los errores del método, aunque
se debe tener en cuenta la posibilidad de que el cero (o punto fijo del método) no exista.
Normalmente se especifica una tolerancia de error, de hecho, a varias maneras de hacerlo.

Es muy importante tener en cuenta que los errores de redondeo pueden impedir que se
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alcance esta tolerancia de error, sobre todo si es préxima al épsilon de la maquina, ya
que la evaluacién de la funciéon f, o del método iterativo g, puede incurrir en errores de
redondeo mucho mayores. De hecho, a veces, el método iterativo se comporta de una

manera aleatoria muy cerca de la raiz (fenémeno llamado dithering).

6. {Como podemos garantizar la precisién de la raiz? Una vez garantizada la convergencia
del método numérico debemos determinar de alguna manera cuantos digitos de precision
tiene la aproximacién a la raiz que hemos determinado. Aqui, el analisis de los errores del

método es de fundamental importancia.

Estas seis cuestiones ni son completamente independientes entre si, ni pueden contestarse
siempre en dicho orden. Ademads, todavia no existe una teoria de la convergencia de métodos
numéricos iterativos lo suficientemente potente como para contestar todas estas cuestiones de
forma completamente general. De hecho, la interpretacién de los métodos numéricos iterativos en
el marco de la teoria de los sistemas dindmicos discretos, llamados también aplicaciones (maps),
que pueden tener comportamiento de gran complejidad (soluciones casi-periddicas, caos, ...),
permite asegurar que nunca existird una teoria general que conteste completamente a estas seis
cuestiones. Sin embargo, ello no quita que en la practica tratemos de contestarlas, al menos de

manera aproximada.

Fl uso de programas matematicos de propédsito general, como Mathematica o Matlab, puede
hacer pensar a algunos que el problema de determinar los ceros de una funcién se reduce a utilizar
cualquiera de los algoritmos de proposito general que se incluyen en estos paquetes informaticos.
Sin embargo, como ya hemos indicado y como veremos en este tema, es imposible desarrollar un
programa automatico de resolucién general de cualquier ecuacién (general-purpose root-finder),
luego estos programas no pueden tener uno, aunque para determinadas familias de funciones,
como los polinomios, ya hay programas muy buenos. En general, la ventaja fundamental de los
algoritmos de propdsito especifico es la eficiencia, la velocidad, que es especialmente importante
cuando la resoluciéon de una ecuacién es parte de un problema numérico de mayor magnitud,

como la resolucién de una ecuacién diferencial no lineal.

7.3 Ecuaciones no lineales simples

Para la resolucién de ecuaciones no lineales de una variable real podemos utilizar dos tipos
de métodos, que llamaremos métodos de convergencia por intervalos y puntual. Los métodos

de convergencia por intervalos parten de un intervalo que acota la raiz, estd garantizado que
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Figura 7.3. Representacién grifica de la funcién exp(x) — 4z — (4 — 41n(4))
(izquierda) y cerca de su raiz doble In4 ~ 1.38629.

ésta se encuentra en su interior, y durante todas las iteraciones mantienen esta propiedad. Los
métodos puntuales, parten de una estimacion inicial de la raiz y tratan de aproximarse a ella. La
desventaja de los primeros estd en la dificultad de encontrar un intervalo que acote a la raiz, por
un lado, y en que suelen ser més lentos, por otro, aunque su convergencia estd garantizada. La
desventaja de los segundos esta en que tampoco es facil encontrar un buena estimacion inicial
de una raiz y su convergencia no estd garantizada, aunque son muchos mas rapidos que los

anteriores cuando estin cerca de la raiz.

Los métodos de convergencia por intervalos se suelen basar en el teorema de Bolzano, que
garantiza para toda funcién continua en un intervalo en el que cambia de signo, f(z) € C%[a, ]
con f(a) f(b) <0, que existe al menos una raiz £ € (a,b) de f(§) = 0. La demostracién de este
teorema, aunque no es dificil, requiere una definicién rigurosa del concepto de continuidad y es

propio de un primer curso de Calculo.

Es importante notar que este teorema no funciona para las raices que son un minimo o un
maximo de la funcidn, raices dobles. Por ejemplo, la funcién f(x) = exp(z) —4x — (4 —41n(4)),
tiene una raiz doble en x = In(4), por lo que no existe ningin entorno de esta raiz que cumpla
las condiciones del teorema de Bolzano, ya que es no negativa para todo x como se muestra

graficamente en la figura 7.3.

Estudiaremos sélo dos métodos de convergencia por intervalos, los mas sencillos, el método de
biseccion y el de la posicion falsa o regula falsi. Nos centraremos en los métodos de convergencia
puntual, presentando el método de Newton y el de la secante, y la teoria general de los métodos
iterativos de punto fijo. Hemos de indicar que la aritmética basada en intervalos [5, 6] permite
obtener algoritmos de convergencia por intervalos a partir de cualquier método de convergencia

puntual. No trataremos este interesante tépico en este curso.
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En la préctica, es habitual tomar un método de convergencia por intervalos para las primeras
iteraciones, y cuando estamos suficientemente cerca de la raiz pasar a un método de convergencia

puntual mas rapido.

7.3.1 Meétodo de biseccién

El método de biseccion se basa en la aplicacién directa del teorema de Bolzano. Se parte de
un intervalo que cumpla las condiciones de este teorema. Este intervalo se divide en dos partes
iguales y se elige, para continuar, el subintervalo que sigue cumpliendo la condicién de Bolzano
que garantiza que en su interior existe una raiz. Repitiendo este proceso para dicho sub-intervalo
se obtiene una sucesién de intervalos encajados que contienen a la raiz (o una de las raices, si

es que hay un nimero impar).

El algoritmo de biseccion se puede escribir:

1. Encontrar un intervalo I = [a,b] tal que f(a) f(b) < 0.

2. Determinar el punto medio p = (a + b)/2 del intervalo I.

3. Si f(u) =0, hemos acabado.

4. Si f(a) f(pr) >0y f(b) f(i) <0 elegir como intervalo I = [u, b], es decir, a = p.
5. Si f(b) f(n) >0y f(a) f(r) <0 elegir como intervalo I = [a, u], es decir, b = p.

6. Condicién de parada. Si |u — a|/2 > € entonces repetir el paso (2), si no u es una

aproximacién a la raiz con un error absoluto acotado por €;.

Como en cada paso la longitud del intervalo se reduce a la mitad, el teorema de Bolzano
garantiza la convergencia del método. Sin embargo, este método es de convergencia muy lenta
debido a que sélo usa informacién relativa al intervalo [a, b], es decir, a las abcisas. De hecho
el error se reduce a la mitad en cada paso, y tras n pasos el error es 27" el error inicial. Méas
tarde introduciremos el concepto de orden de convergencia y comprobaremos que este método
converge de forma lineal con constante de convergencia igual a 1/2. Ademds, si la funcién tiene

varios ceros en el intervalo, algunos de éstos se pueden perder durante el proceso iterativo.

Ejemplo. Sea f(z) =23 —2—1=0, z € [1,2]. Como

f)=-1, f(2)=5 = 3el,2], f(§)=0.
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Para saber cuantas raices hay en dicho intervalo podemos calcular f'(z) =322 —1 =0,

y aparentemente sélo hay una (o un nimero impar) de soluciones en dicho intervalo. Si calcu-
lamos las rafces de f’(x),

f'(z) =0, x ==+
con lo que f’(z) > 0 en [1,2], y por tanto, existe una sola raiz de f(z) en [1,2].

Aplicando el método de biseccién obtenemos en cada paso

Paso a b 7 fp)
0 1 2 3/2 7/8
1 1 3/2 | 5/4 | —19/64

2 5/4 | 3/2 | 11/8 0.2246

3 5/4 | 11/8 | 21/16 | —0.05151
4 | 21/16 | 11/8 | 43/32 | 0.08261
5 | 21/16 |43/32| 85/64 | 0.01458

6 21/16 |85/64|169/128 | —0.01871

7 1169/128 | 85/64 | 339/256 | —0.002128

con lo que la raiz es 339/256 ~ 1.32422 con un error de 1/512 ~ 0.002, con un residuo, en este

caso, del mismo orden f(u) = —0.002.

7.3.2 Meétodo de la posicion falsa o regula falsi

El método de la posicién falsa también se basa en el método de Bolzano, pero para conseguir una
convergencia mas rapida, en lugar de dividir los intervalos por la mitad, aproxima la funcién
en el intervalo por una linea recta y divide el intervalo en funcién de la raiz de dicha recta,
que si estamos suficientemente cerca de la raiz sera una buena aproximacion a la funcién. La

Figura 7.3.2, muestra graficamente el proceso iterativo que presentamos en el siguiente algoritmo:

1. Encontrar un intervalo I = [a,b] tal que f(a) f(b) < 0. Sea z(0) =
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ftx)

Figura 7.4. Proceso iterativo del método de la posicién falsa.

2. Interpolar linealmente

I _y=S0) gy SOS@,
y encontrar la raiz de esta recta (y = 0),
o g fla
76~ sl "

3. Si f(z(™) =0, hemos acabado.
4. Si f(a) f(z™) >0y f(b) f(x™) < 0 elegir como intervalo I = [z(™)b].
5. 81 f(b) f(x™) >0y f(a) f(x™) < 0 elegir como intervalo I = [a,z(™)].

6. Condicién de parada. Si |z(™ — z(m=1)| > ¢ entonces repetir el paso (2), en otro caso,
acabar dando como resultado z(™) como la raiz del problema, que tendr4 un error absoluto

acotado por €.

El método de regula falsi sélo encuentra una raiz, no requiere derivadas de la funcién, con-
verge linealmente para funciones convexas y requiere dos puntos en cada iteracién. Este método
iterativo es un caso particular de los métodos de interpolacién inversa, en los que se interpola
la funcién a resolver y se aproxima la raiz con la raiz del interpolante; en nuestro caso tenemos

una método iterativo de interpolacién lineal inversa.
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El método de la posicién falsa nos da una estimacion de la raiz, pero no la acota mediante un
intervalo, ya que siempre se acerca a la raiz por el mismo lado (izquierda o derecha del cero de
la funcién en funcién de si ésta es céncava o convexa, respectivamente) con una pendiente que
crece. Una manera facil de obtener un intervalo que acote la raiz es aplicar un método mixto
biseccién-posicién falsa, en el que tras cada paso del método de posicién falsa aplicamos un paso

del método de biseccion.

7.3.3 Meétodo de Newton-Raphson

Sea f(x) € C![a, b], entonces podemos desarrollar en serie de Taylor hasta primer orden alrededor

de un punto (9 cercano al cero z de f(x) de la forma (exacta)

f(@) = f@) + (O (@ -aP)=0, ¢ )

que despejando la raiz nos da

Parece razonable construir el método iterativo

(k)
o) g - SE) ey

fra®)
que se denomina método de Newton-Raphson.

El método de Newton se puede interpretar graficamente como aparece en la figura 7.3.3. Por
el punto (z®), f(z(*))) se traza una recta cuya pendiente sea la derivada f'(z(*)), el punto de

corte de esta recta con el eje de las abcisas es la nueva aproximacién 211 a la rafz.

Este método, al contrario que los métodos anteriores, utiliza un sélo punto por interacién
vy no chequea el teorema de Bolzano, por lo que no devuelve un intervalo donde se incluya la
raiz. Ademas, parece que puede converger mas rapidamente que los métodos anteriores, ya que
de hecho utiliza méas informacion que ellos al hacer uso de la derivada de la funcién. ;Es esto

realmente cierto? El objeto de la proxima seccién sera responder a estas cuestiones.
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Figura 7.5. Proceso iterativo del método de Newton-Raphson.

7.3.4 Convergencia y fractales NO ENTRA EXAMEN;

Sir Arthur Cayley, in 1879, considered Newton’s method and asked, which zero of the equation
z3 - 1 = 0 in the complex plane would the method converge towards if one starts with an
arbitrary initial guess. Much of Julia’s work was motivated by Cayley’s paper. Sixty years later,
Mandelbrot aware of the work done by Pierre Fatou and Gaston Julia on iterative processes in

complex plane laid the foundation of Fractal Geometry.

So much so for 4000 years of history! So what is the deal with determining to which root
the Newton’s method would converge if one started with an arbitrary initial guess. Sure enough
Newton’s method works and most assuredly’ the process leads to one of the three solutions
(incidentally the roots of the equation z3 - 1 = 0 are 1, exp2pi/3 and expdpi/3). So, the
question is: if one were to start with a large number of points in the complex plane as an initial
guess to the Newton’s method, how are these initial guess points distributed in the complex
plane. Here is a color coded distribution of initial guesses that lead one of the three solutions
from a computer experiment of the 500x500 grid in the complex plane, between -2 and 2 both
along the real (X-) and imaginary (Y-) axis. The initial guesses are colored red, yellow or blue
depending upon whether the initial points approached the solution 1, exp2pi/3 or expdpi/3,

respectively. The coordinates of the three roots are marked by the + symbol.

language of dynamical systems theory the roots can be considered as point attractors and the

regions of the complex plain that asymptote to a particular root is called the basin of attraction
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of that root. It is clear from the plot above that there is a very complex boundary separating the
basins of attraction of the three roots. This complexity continues to exist even when looking at
very small differences between initial values of the guess; this boundary never becomes smooth
even at very small differences. Thus, if we were to zoom in a close-up the boundaries have a
very complicated structure. which has similarity to a Cantor set. In other words, wherever two
basins seem to meet, we discover upon closer examination that the third basin of attraction is
there in between them, and so on ad infinitum. This complex boundary is a fractal boundary.

The competition of the roots over all the points in the plane, is far from simple!

7.3.5 Meétodos iterativos de punto fijo

El método de Newton-Raphson pertenece a una familia de métodos para el célculo de ceros de
funciones que se denominan métodos iterativos de punto fijo o también métodos de iteracion
funcional. Estudiaremos en esta seccién dichos métodos de forma general y relegaremos a las

préximas la aplicacion de estos resultados generales al método de Newton.

Un método iterativo para el cédlculo de raices de la forma

2D = g(zM),

se denomina método de iteracién de punto fijo, y se utiliza para calcular el punto fijo a = g(«);
si dicha ecuacién implica que f(«) = 0, lo que normalmente garantiza una adecuada eleccién de

g, entonces dicho método, sin converge, permite calcular las raices de dicha funcién.

Un iterativo de punto fijo se puede interpretar geométricamente como aparece en la
figura 7.3.5. El punto fijo corresponde a la interseccién de la recta y = x con la curva y = g(z).
Si se traza una linea horizontal que pasa por el punto (2™, g(z(™)), y en el punto de corte de
ésta con la linea y = x se traza un linea vertical hacia abajo, se determina graficamente el valor
de z("*1) en el eje de las abcisas. La figura 7.3.5 ilustra este hecho mediante flechas, que indican

el orden de ejecucion de este proceso.

La convergencia de un método de iteracién de punto fijo queda garantizada para funciones
contractivas gracias al teorema del punto fijo de Brower. Sea un intervalo cerrado I = [a, ], una

funcién f(z) se dice contractiva si
Ve € I =a,b], g(r) e HCI,

que normalmente se escribe como g(I) C I. El teorema de Brower dice que si g(z) es una funcién

contractiva en un conjunto compacto (por ejemplo, el cerrado I), entonces tiene un tinico punto
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Figura 7.6. Ilustracién de un método iterativo de punto fijo en el caso con-

vergente (b) y no convergente (a).

0)

fijo a € I y ademas la sucesién (1 = g(x(”)), para (9 € I, converge a dicho punto fijo.

Omitiremos en este curso la demostracion general de este teorema.

En la préactica, determinar si una funcién es contractiva en un intervalo utilizando la

definicién anterior es bastante dificil. Una funcién g : I — I es Lipschitz-continua en [ si

Va,y €1, l9(7) — g(y)| < Az —yl.

Se denomina a A constante de Lipschitz de g. Se puede demostrar que una funcién Lipschitz
continua con A < 1 es contractiva en I. Ademds dicha funcién es continua. Si también es

derivable, g € Cl(I — I), entonces podemos calcular facilmente su constante de Lipschitz
A= 19" (@)lloc,r = max|g'(z)].
zel

Una funcién derivable serd contractiva si ||¢'(2)]|co,r < 1.

Podemos demostrar facilmente un caso particular del teorema del punto fijo de Brower.
Sea g(x) Lipschitz continua con constante A < 1 en el compacto I = [a,b], y ademas g(I) C I,
entonces existe un nico punto fijo a € (a,b) y el método de punto fijo "+ = g(z(™), converge

a dicho punto fijo para todo 0 eJ.

Demostracién [1]. Utilizando la propiedad de contractividad

|x(n+1) _ x(n)| — ‘g(x(n) _ g(m(n—l)” <A ,x(n) _ x(n—1)| < \2 |x(n—1) _ x(n—2)|

Y
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y asi sucesivamente obtenemos

|2 — M) < A M) — 20,

Dado que

n—od

lim 2™ — 20 4 i 2 gD — 50 (1) _ 2O 4 (@) _ gy .y (g _ gDy
n=1

la sucesién {z(™} converge si y sélo si la serie

[e.9]

n=1

converge, para lo que basta probar que es absolutamente convergente, es decir, que converge

$ fe) — o).
n=1

Esto es sencillo ya que

> 1

0

Z 2 — (D] < Z AL M) — 20 = Y 2D — 20,

n=1 n=1
Como la sucesién {:Jc(”)} converge, llamaremos « a dicho limite,

a= lim z™.
n—oo
Como g es contractiva, también es continua, por lo que
g(a) = g(lim ™) = lim g(z™) = lim 2" = q,

n—oo n—oo n—o0

y « es un punto fijo de g. Ademds, como todos los (™ € I, tenemos que « € I. Este punto fijo

de g en I es Unico ya que si § es otro punto fijo de g en el intervalo I,

la = 8| = [g(a) — g(B)] < Al — B3],
y como A < 1, tenemos |a — 3] = 0, cqd.

Sea una funcién g(z) € C!(a,b) que tiene una raiz o € (a,b), de lo que podemos tener
garantia gracias al teorema de Bolzano, por ejemplo, y el método iterativo z(™t1) = g(az(”)).
Entonces si ¢'(a) < 1, existe un entorno U, (€) = [ — €, + €], para e suficientemente pequeno,
tal que para toda condicién inicial en el mismo, z(®) € Uy, el método numérico converge a dicha

raiz.
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Demostracién. Dado que ¢'(a) < 1, por la continuidad de la derivada, existe un entorno

U, (e) tal que ||¢g’||lco.v, < 1. La ecuacién que cumple el error, e®) = a — (%) es

M) = o — 2D = g(a) — g(a™) = —g/(a) (¥ — @) + O((a® — 0)?)

= g'(&) (@ — 2®) = g/(&) ¥, & € (a,zk))

donde se ha utilizado el teorema del valor medio (o del resto de Taylor) y se ha supuesto ) > q,

sin pérdida de generalidad. Escojamos un z(©) € U,, para el que se cumplird
€M) = g (&)l [V < 1], & € Ua,
que garantiza que () e U,. Aplicando esta relacién sucesivamente,
le®)] < D) < ... < el

que garantiza que z¥) € U, para todo k. Ademds, el método converge

klim e | =0,

cqd.

La condicién |¢'(«)| < 1 indica que la pendiente de g en el punto fijo debe ser menor que la
unidad (dngulo inferior a 45 grados). Este hecho se ilustra gréaficamente en la figura 7.3.5. En
la parte (a) se observa que |¢/(a)] > 1 implica la divergencia del método hacia el punto fijo de
abcisa positiva, aunque el método converge hacia un segundo punto fijo de abcisa negativa. En
la parte (b) se observa que |¢'(a)| < 1 garantiza la convergencia hacia el punto fijo de abcisa

positiva.

Veremos a continuacién algunos ejemplos de la aplicaciéon de las condiciones anteriores. Es
muy importante indicar que la condicién |¢'(a)| < 1 s6lo garantiza que existe un entorno (su-
ficientemente pequeno) donde estd garantizada la convergencia. En intervalos mas grandes es

necesario verificar la contractividad de g(z).

1. Consideremos la ecuacién = + /z = 0, cuya unica solucién en IR es = = 0. La iteracién de

punto fijo natural

2D — /gl — g(z™),

con 0 < 29 € IR, no converge ya que no cumple las condiciones del teorema. En concreto
g(IR) Z R, ya que se conduce a valores (") complejos, por lo que lo que no puede ser
contractiva en IR. Por ejemplo, (¥ =1, 2! = —1, 22 = —i, 2® = (—1)3/4 = (i—1)/Vv2,
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2. PARA EJERCICIOS: La ecuacién 3 e® = e3 x, que tiene dos raices reales, se puede resolver

por el método numérico z = 3 + In(z/3) y por z = 3e*73).

3. Un problema general admite gran niimero de métodos de punto fijo, sin embargo, no todos

son adecuados y habra que estudiar la convergencia de cada uno de ellos. Por ejemplo, sea

la ecuacién f(z) = x

2 _x —2 =0, cuyas raices son

1 1

Presentaremos varios métodos de iteracién de punto fijo para ella.

(a)

Sea r = 22 — 2 = g(z), cuya derivada ¢'(x) = 2z, cumple la condicién
ld ()| =2]z|<1 = -—-1<2z<1,

en el intervalo abierto x € (—1/2,1/2), sin embargo, en dicho intervalo g(—1/2,1/2) C
(=7/4,2), por lo que no son aplicables las condiciones del teorema y el método no

converge.

Sea x = v/x + 2, cuya derivada es
1

g'(z) = NI r€R—{-2},
y se cumple la condicién |¢'(z)| < 1,
—-1< _ <1 } <x+2
2Vr+2 4 ’
para todo z > —7/4 = —1.75. Ademds, ya que g(z) es una funcién mondtona
creciente, g(2) = 2 y |¢'(x)] < 1 para & > 2, se comprueba ficilmente que

g(=7/4,b) C (=7/4,b), si b > 2. Por tanto, g(z) es contractiva en dicho intervalo y
este método numérico converge para todo z(9) en dicho intervalo al dnico punto fijo
que se encuentra en él, es decir, x = 2. Experimentalmente se puede comprobar que

este método converge a z = 2 para todo (9 € IR.

Sea x = 1+ 2/x, entonces

J(x) = —%, % <1, lz| > £v/2,

con lo que se cumple la condicién en la derivada. Ademads, g(x) es un funcién de-
creciente que para g(2) = 2, con lo que ¢([2,00)) C [2,00), y como g(—1) = —1,
g((—o0, —1]) C (—o0, —1], con lo que en dichos intervalos este método converge a la
raiz a = 2. para sélo puede determinar la raiz 2. De hecho, experimentalmente se

puede comprobar que este método converge a z = 2 para todo z(¥ € R.
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(d) Finalmente, tomemos un método de Picard con un pardmetro de relajacién (sea 1/m),

es decir,
22—z —2
r=r+—— =g(2),
m
por lo que
, 2z—-1 m—-1 2z
g(m)zl—i— = + —,
m m m

y la condicién en la derivada |¢'(x)| < 1 nos da
m—1 2z
1< —+—<1,
m m

que conduce a las dos condiciones

m—+ 1 2x 1

—_——1l< — > —,

m m 2
2x m+1 2m+1 1
— < —+1= + , r<m+ =,
m m m 2

y eligiendo m > 3/2 se puede demostrar que el método converge a la raiz o = 2.
4. Sea la funcién f(x) =z — 2 sinzx, y hagamos
x=g(x) =2sinz, g (x) =2 cosz,
cuya convergencia requiere

2T
''=2|cosz| < 1, E<a:<—.
| = 2| cosa : .

Ademss, como g(7/3) = /3, g(27/3) = —v/3 y el maximo de g(x) en dicho intervalo es
g(m/2) = 2, tenemos que g([7/3,27/3]) € [v/3,2] C [r/3,27/3], y la funcién es contrac-

tiva, con lo que queda garantizada la convergencia.

7.3.6 Meétodos de punto fijo mas generales

En general, para obtener un método de punto fijo se escribe la ecuaciéon f(x) = 0 de la forma
g1(x) = ga(z), con g un funcién facilmente invertible. De esta forma se monta la iteracién

g1 (z"D) = gy (2(™), que debe permitir calcular (") en funcién de z(™ ficilmente.

Si A (z)/hb(x) es continua y | (a)/hh(a)] < 1, siendo « la raiz, la iteracién converge para

2 suficientemente cerca de a, utilizando un teorema similar al utilizado en la seccién anterior.

También se pueden desarrollar métodos iterativos de punto fijo de la forma general z(++1) =
g(z® z*k=1) ) que permitird calcular la raiz de f(zx) si z = g(z,x, ...) implica que f(x) = 0.
El estudio de estos métodos no requiere ninguna dificultad adicional, luego no los estudiaremos

especificamente.
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7.3.7 Orden de convergencia de un método de punto fijo

Se denomina orden de convergencia de un método iterativo de punto fijo al mayor ntimero real
q tal que el limite

’ pn+l) a|

lim ————
n—00 |$(n) — a|(1

existe y es diferente de cero. Es importante notar que no siempre existe dicho nimero, y cuando

existe, no necesariamente es entero [1].

Un método de punto fijo z("+) = g(x(")), con punto fijo a = g(«), es de orden ¢ si cumple

que '
&g
dad

dlg
dxz

(Oé):(), j:1727"'7q_17 (a)#(),

Demostracién. Desarrollando en serie de Taylor,

1 dig

a @(f) (x(n) - a)qv 5 € (x(n)7a)7

e = g(2™) = a + ¢'(@) (2™ —a) + - +

y aplicando la condicién del enunciado,

n L dg n
2 — . ﬁ(@ (2 — @),
con lo que
. Jamt) —a| 1 dig
nhjgo 7@(”) “af = a %(a) # 0,

ya que xi — « conforme n crece. Es decir, el método tiene orden de convergencia ¢, cqd.

En la préactica, conviene utilizar métodos de convergencia supralineal, como el método de
Newton que converge cuadraticamente. Los métodos numéricos de mayor orden se utilizan poco,
fundamentalmente por su coste mas alto, y sélo son mas eficientes cuando se requieren soluciones

de muy alta precisién.

7.3.8 Convergencia del método de Newton-Raphson

El método de Newton-Raphson es un método de punto fijo como los estudiados en la seccién

anterior,
(k)
k+1) _ (k f@\™) k
2 )—x()—ng(:c( ))_
El punto fijo para este método es
a—a-L0 L pa) =0,
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es decir, una raiz de f(x). Ademds, en un entorno suficientemente pequetio del punto fijo «, se

cumple que el método converge, ya que

g/(x)zl_f,‘i‘ff{; :ff{;’

implica que ¢'(«) = 0, por lo que |¢'(x)] < 1 en dicho entorno.

Ademsds, el método de Newton tiene convergencia cuadratica, ya que

n+1)

el =a— 2" = o — g(2™)

donde z™ < ¢ < a y lo que indica que el método converge cuadriticamente con C' como

constante asintética de error (es decir, su orden de convergencia es dos).

El método de Newton tiene una convergencia cuadratica siempre que 2(©) esté suficientemente
cerca de . Sino es asi, puede llegar a diverger. Normalmente se usan los algoritmos de biseccion

o regula falsi para acercarnos a la raiz lo suficiente y luego aplicamos Newton.

El método de Newton puede tener un problema cuando la funcién f(x) tiene raices multiples.
En dicho caso f(a) = f'(a) = 0 y la evaluacién de la funcién g(z) puede tener problemas para
2™ cerca de a. Sea una funcién con una raiz de multiplicidad p, entonces se puede escribir
como

fx)=(x—a)’ F(x),  Z>3p>1,
donde F'(«) # 0, y su derivada serd

_ 4

=2 — @ 0 F@) + (- a) F'(@) = (o — ) G(),

f'(x)

donde G(«) # 0. Por tanto, al aplicar el método de Newton en aritmética exacta no hay

problemas en la evaluacién de g ya que
F(z)  F(o)

. f(x)—imx—a =" lim(zr — a) =
M @) AT G T G T =0

Sin embargo, en un ordenador con aritmética finita, la aparicién en el denominador de un
término pequeno puede llevar a una acumulaciéon perniciosa de los errores de redondeo. Mas

aun, el resultado puede depender del orden con el que se realicen las operaciones.
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7.3.9 Meétodo de la secante

En el método de Newton es necesario evaluar la derivada f’(z(™). Para ello se puede utilizar la

forma analitica (si se conoce) o se puede evaluar numéricamente

PR R ()

€

donde se puede tomar un nimero suficientemente pequeno, como un multiplo del épsilon de la
maéquina. Sin embargo, en este caso, al dividir por un nimero pequeno un nimero que también
es pequeno se pueden producir errores de redondeo bastante significativos, como estudiaremos

en el tema 8 de derivacién numérica.

Una posibilidad utilizada bastante es aproximar

Fa™) = fa Y

1o ()Y A
f (I’ ) ~ $(n) - aj("_l) 3
con lo que
(n) (n)
ni1) _ ) _ S _ () _ f(@™) (n) _ - (n—1)
v o f@)—f@r) ¢ f(x@ﬂ)gff(xOV*U)(x =",

;p(n) —x(”_l)

y hemos obtenido el método de la secante. Es importante notar que cuando z(™ se aproxime
a « el método de la secante puede sufrir pérdidas de digitos significativos debido a diferencias

cancelativas en su evaluacion.

El método de la secante se puede interpretar graficamente como aparece en la figura 7.3.9.
Se traza una recta secante a los puntos (z®, f(z®)) y (=D, f(z*=1)) y se toma como nueva,

iteracién el punto de corte de esta recta con el eje de las abcisas.

Este método esta relacionado con el método regula falsi, ya que se puede escribir

fa®) — fa"D)  —f@™)  fatt) — fat)

x(n) — ;p(”_l) o x(n+1) — x(n) o 1‘(”"‘1) — x(n) ’

que suponiendo f(:v("+1)) = 0 y despejando (™1 en funcién de (= y z(™ nos da dicho
método.
Para estudiar la convergencia del método de la secante [1] estudiaremos el comportamiento

del error (™ = 2(" — o, donde « es el punto fijo. Este error toma la forma

f(x(n)) $(TL—1) — f(x(n_l)) l‘(n) f(fl?(n)) e(n_l) — f(l'(n_l)) e(n)

p(n+1) — p(n+1) _ _
f(xm) — f(xn=1) fla®) = f(z(-D) )
de donde podemos factorizar el término e(®1) (")
Snt1) _ ™ — gD ™) e — fanTY) elnmY) o(n=1) ,(n)

F@®) = f(z®D) 2 — g(n1)
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f(x)A

Figura 7.7. Proceso iterativo del método de la secante.

donde desarrollando por Taylor f(z(™) = f(a + ™), utilizando f(a) = 0 y despreciando

términos de segundo orden (o cuadraticos), es facil obtener

y, con mas cuidado,

f(ac(n))/e(n) _ f(x(nfl))/e("*l)

(n) _ pln—1) 1
:L.(n) _ x(n—l) n

Nle " T oen
Nix( )_x(n—l)f (a)_2f (04)7

con lo que el error sigue la ecuacién

) IO ) o) _ o nm) )
2 f'(a)
donde la aproximacién mejora conforme n crece.

Suponiendo ahora que p es el orden de convergencia del método de la secante, es decir,

()| \ /P
(n+1)[ o A |o(m) [P (-1 o [ 1€
e = Ale™ P, e ( i ) ;

y sustituyendo en la ecuacién del error

AleMP ~ ¢ A7VP ) 1F1/p,

que nos indica que
e [1=PH1/P 5 const.,
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con lo que 1 —p+1/p =0, que nos da p = (1++/5)/2 ~ 1.618, que se denomina niimero de oro.

De esta forma, hemos demostrado que el método de la secante tiene un orden de convergencia
no entero, p ~ 1.62, denominado superlineal (mejor que lineal), y que converge més rapidamente
que los métodos de biseccién y de regula falsi, de convergencia lineal, pero mas lentamente que

el método de Newton, de convergencia cuadratica.

7.3.10 Aproximacion cuadratica, métodos de Newton y de la secante

Tanto el método de Newton como el método de la secante estan relacionados con las técnicas
de interpolacién cuadrética (que estudiaremos en el siguiente tema). Para definir univocamente
una parabola es necesario especificar tres puntos (para una recta son suficientes dos). Sean los
tres puntos (o, f(a)), (3, f(B) y (&), f(z())). Sea p(z) un polinomio de segundo orden (una

parabola) que interpola dichos puntos, es decir,

Este polinomio se puede escribir

p(z) = flo] + flo, B] (z — @) + fla, B,29] (z — @) (z — B).

FEsta manera de escribir un polinomio se denomina forma de Newton. Los coeficientes de la
forma de Newton se denominan diferencias divididas, y los estudiaremos en més detalle en
el proximo tema. Aplicando las condiciones requeridas (de interpolacién) podemos obtener

facilmente dichos coeficientes. Para = = «,

Para z = 33,
p(B) = fla) + flen, A1 (B — a) = f(B),
de donde
flo, B = f(ﬁ; : £(a)

Es obvio que f[8,a] = fla, 8]. Para z = z(*),

p(@?) = f(@®) = fla] + fla, B (@ - a) + fla, B,29] @ - ) (2 - B),

de donde podemos escribir

fla.8,29) @) — a) (2 — B) = F(@) ~ f(a) ~ flo 5] (=9 — ),
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de donde despejando el coeficiente f[a, [, ﬂv(s)] obtenemos

fla 2] = T@) = 1(@) (8= a) = (F(5) ~ f(@) (=) — o)
R (B—a) () —a) (z() — B) :
e e MG e~ fla.g
B () — 3 - =) — 3 -

En el préximo tema llamaremos a estos coeficientes diferencias divididas y estudiaremos sus

propiedades con detalle.

Como hemos aproximado f(x) por su interpolante cuadratico p(z), es razonable pensar que

un cero de f(z) se puede aproximar por uno de p(x).

Escojamos como z(*) un cero de f (x), de tal forma que se cumple de forma exacta la expresién

f@9) =0=pa") = f@) + flo. 5] @) =) + fla, B,29] (2 —a) () — ),

que podemos escribir como

(s)
& _ Sl fla, B2 ¢ _ g
20 — o x o) (x ,
fld]  flog V@0
A partir de dicha expresién podemos obtener el método de Newton si observamos que
f(B) = fla)

f[Oé,Oé] - ,él—% f[aw@] = lim = f/(a)a

f—a ,8 —
con lo que tomando o = 8 = z(™ en la expresién anterior, obtenemos

x(s) — x(”) _ M _f[x(n)’x(n)’x(S)] (x(s) _ x(”))Q.

z(n+1) del método de Newton

Esta expresién permite determinar de manera exacta el error cometido por el método de Newton

n+1

al aproximar el cero por z("*1) en lugar de 2. Llamando a este error e(™ = z(s) — ()

obtenemos la siguiente ecuacién

e(n-‘rl) _ _f['r(n)aw(n)vx(s)] (e(n))Q _ C(n) (6(71))27

Fle, 2]

que nos indica que el método de Newton es de segundo orden de convergencia, como ya obser-

vamos en la seccion anterior.

Para obtener el método de la secante, llamaremos o = z(™ y B = 21 con lo que
obtenemos
n n n—1 s
SO @M 2™ a0, 0] (205) — 2 (2 _ z(n=D),

f[x(n),x(”*l)] f[;c(n)vx(nfl)]

z(n+1) del método de la secante
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que es una expresién exacta para el error de dicho método. Escribiendo como antes e(™ =

) — 2™ ge tiene

fl:i(n_l)) .’E(n), ",U(S)]
Flt 2]

Podemos utilizar esta expresién para determinar el orden de convergencia del método de la se-
cante que llamaremos p. Como veremos dicho orden no sera entero. Aplicando valores absolutos

a la expresién anterior

(n+1) (n) K
|€ ’ _ Cn‘e(n)|1—p‘€(n—1)| =0, < ’C ‘ ) 7

‘e(n)|P |e(n*1)|P
donde hemos hecho v =1 — p, es decir, vp = —1. Podemos calcular p facilmente como
1++5

~ 1.618.

(1-pp=-1, p*—-p-1=0, p= 5

Note que la raiz negativa no tiene sentido en nuestro problema. La definicién de C, cuando n

crece nos permite escribir, si z(" — 209,

lim Gy = — Ji ZE e a0 )

- C.
n—0o00 Nn—00 f[g;(n_l)jx(”)] 2f’(q;(5))

Para n suficientemente grande, C,, =~ C, y podemos estudiar la siguiente iteracién (aproxi-

mada)
YD) = ¢ (y™y y D) = le(n+)]
’ - |e(”)|P ’
cuyo punto fijo, sea «, cumple
a=Ca", C=a"7=ab,

con lo que y™ ~ CV/P para n suficientemente grande, y por tanto, en dicho caso,
1/p

(s)
(n+1) _ |ent1] — ™ =V = ot/ = ol/r — 1)
/ enlp — Y 2 /()

que es la constante de convergencia del método de la secante.

7.3.11 Método de Steffensen

Con el método de la secante hemos visto un calculo aproximado de la derivada que aparece en

el método de Newton reduce su orden de convergencia. ;Se puede obtener un aproximacién
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de la derivada que preserve la convergencia cuadratica del método de Newton? El método de

Steffensen nos da la respuesta y aproxima

oy o HE T F@) = f@)
f(o) o SIS < (),

conduciendo al método (n)
L) _ ) @)
gla™)’
que se puede probar ficilmente que es de convergencia cuadréitica (como puede comprobar el
lector). La idea de aproximar derivadas con una evaluacién reiterada de f(z) la volveremos a

ver cuando estudiemos métodos de Runge-Kutta en el tema 9.

7.3.12 Iteracion inversa y método de Newton

A la hora de calcular las raices de f(x) = 0, podemos determinar su inversa, y evaluarla en el
origen. Llamemos ¢ a la inversa de f, es decir, si y = f(x) entonces x = ¢g(y). Las raices de

f(z) = 0 son los puntos a = ¢(0).

Podemos definir una iteracion basada en la inversa de la forma

— 1 d/g(0)

(n+1) _ (n4+1)y _
T = =¢g(0) + - _
9(y ) =9(0) ;1:3! do

( (n) )j

Y

donde las derivadas se determinan facilmente, por ejemplo, para la primera
dg dx 1

Y= = ay = Py

y para la segunda,

0@ =" 50 = 5 (5) = & i (7) = e

Observando que y™ = f(z(™), obtenemos

> 1 d’g(0) ;
(n+1) _ 9 (n)\\J
x a—j:1 T dai (f(x"™))7,

y como f(z™) = f(a) = (2™ —a) f(¢),

20 o = 3 L P90 o0 i ey

= gl dxd

Para un método de orden de convergencia ¢, un niimero natural,

dg(0) _
dxi ’
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por lo que, aplicando el teorema del valor medio,

1 dig(0)
(n+1) g (n) /
x —a= —q! o ("™ — ) (f'(n))4,

es decir, podemos calcular facilmente la constante de convergencia del método

[zt —a 1 dig(0)
|x(") —qf gl dad

(f'(m)?=C.

Por ejemplo, para un método de orden ¢ = 2,

"t —a| 1 f"(2)

f"(x)
™ —a| T2 (f(2))? -

! 2 _
(F@) =5 a0y

que es la constante de convergencia del método de Newton.

7.3.13 Aceleracion de Aitken

El procedimiento de la §% de Aitken se puede utilizar para acelerar la convergencia de cualquier

método iterativo, sea
2 = g(zM), = g(a).

Escribiendo el error de la forma

) = a = o = a — (g(a) + ¢'() (2 — @) = g(€) (a — 2",

para (™ < ¢ < @, sin pérdida de generalidad, y despejando « de la forma

a(l—g'€) =2 - g'(&) 2™ =2 — g/ (&) 2t 4 ¢/(€) ™D — ¢/ (&) ™,

a(l=g'(€) = 1—-g©)a" + g (") — 2,
obtenemos una expresién exacta para el punto fijo

L) _ ()

1 )

o = x(n—Q—l)

1
g' (&)
aunque en la préactica ignoramos £. Sin embargo, podemos hacer

m(n) — x(n_l) aj(n) — x(n_l)

[L'(”"‘l) — :U(”) o g(x(”)) — g(x("—l))

Tn

x(n) — w(nfl)
g/<x(n—1)) (x(n) _ x(n—l)) + O((l.(n) _ x(n—l))2)

x(n) — :L,(TL—].)
g'(p) (zm) — 2r=1)’
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donde (™1 < ;i < (™ y podemos aproximar

T ()

/ -
g ('u) - n - x(n) _ x(”_l) .

Si ahora aproximamos £ por u, algo razonable para n suficientemente grande, podemos hacer
2+l _ .(n) B x(n+1) N 2+l _ (n)
L _ 1 - x(n)—z("*l) o 1

g’ (1) (1) ()

(x(n+1) _ x(n))2
2 x(n) — p(n+l) _ (n=-1)"

n+1)

::L‘(

Es habitual escribir la expresién anterior utilizando operadores en diferencias finitas, que

estudiaremos con méas detenimiento en el tema 8 sobre diferenciacién numérica,

AZ 20 — AT A2 = AT (x(”) _ x(n—l)) — pnt1) _ () _ (x(") _ m(n—l))’
con lo que podemos escribir finalmente

(A+ x(n))Q

A(n+l) _ (nt1) _
T T A2 ()

La sucesién {2, } converge mas réapido que {xz,}.

7.4 Recomendaciones generales

Hemos presentado diferentes técnicas para la resolucién de ecuaciones no lineales. El problema
yva hemos indicado que es de solucion general imposible, pero en la practica, un conocimiento
detallado de la funcién a resolver permite simplificar dicho problema y atacarlo con bastante

seguridad de éxito.
Hay que tener en cuenta las siguientes consideraciones [2]:

Reescribir la ecuacién. En muchas ocasiones se puede reescribir la ecuacion de forma que
sea mas fécil de resolver. Veamos un ejemplo: la ecuacién f(z) =0y exp(f(z)) —1 = 0 tienen
exactamente las mismas soluciones, pero a veces, una de ellas es més ficil de resolver que la
otra; para f(x) = 6z —z* — 1, la primera es més facil de resolver, pero para f(z) = In(6z — z%)
lo es la segunda. En general cada ecuacion representa un miembro de una familia infinita de

posibilidades. Si un método falla para una ecuacién puede que con una reescritura adecuada,
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funcione. Se requiere experiencia para conocer cuando un método un funcionara adecuadamente

para una ecuacioén concreta.

Evitar errores de redondeo en la funcién. Se debe intentar reescribir la funcién de forma
que su evaluacion esté bien condicionada dentro del intervalo de interés donde vamos a buscar
sus raices. En caso contrario podemos encontrarnos con que los errores de redondeo no le
permitirdan converger al método numérico. Pongamos un ejemplo sencillo que aparece en el
problema financiero de calcular las tazas de interés en inversiones. Consideremos el pardmetro
p > 0y la ecuacion

x—h(pz) =0,

donde h(z) = (1 — exp(—x))/z, si  # 0, y h(0) = 1. La funcién h(x) sélo tiene una raiz en el
intervalo 0 < z < 1.

7.5 Sistemas de ecuaciones no lineales

7.5.1 Método de Picard a la Gauss-Jacobi

En este tema consideraremos sélo el caso de que el niimero de ecuaciones no lineales y el nimero
de incognitas son iguales. Sea por ejemplo el sistema no lineal de dos ecuaciones con dos
incégnitas
flx.y) =0,  g(z,y) =0,

que podemos escribir

=+ pf(zy) =Fy;p),

y=y+vylz,y) =G, yv),
donde p# 0y v #0.

El método de iteracién de Picard & la Gauss-Jacobi toma la siguiente forma
2+ — F(x("),y(”);,u), y( ) = G(x(”),y(”); V),

cuyos puntos fijos

Oé:F(Oé,,B;,Uz), ﬂ:G(aaﬁ;V)7

son soluciones del sistema original

f(avﬁ) =0= g(a,ﬁ).
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(n) _ .(n)

El error en z, e; — « sigue la ecuacién

entl) _ (nt1) _ F(x(n),y(n)§ n —a

xT

OF (&1,y™)

- F . (n) _ (n) _

Ox v oy v
donde eé”) =y — 3 ) < ¢ <ayy™ <& < B. Para el error en y se sigue una ecuacién
del todo similar y por tanto

(n+1) (n) (n)
OF  OF
6(n+1) = o = oz ay Ca = Jn e(n)7
€y 5 % €y

con lo que

et = o Jo_q - Joel,

donde J; es el Jacobiano evaluado en z() < §g(f) <ayy® < f’l(,i) < (. Tomando ||J|| = max; ||J;|,

y aplicando normas a la expresién anterior,

e < (171" [|e®

B

y una condicién necesaria para la convergencia del método iterativo es que ||J|| < 1, que podemos
garantizar que se cumple si p(J) < 1. Pero, como tenemos dos pardmetros libres 1 y v, podemos

elegirlos para que ||.J|| sea minima y menor que la unidad; recuerde que

9 o
L+ugl  pgl
I/% 1+yg—§

7.5.2 Meétodo de Picard a la Gauss-Seidel

El método de iteracién de Picard 4 la Gauss-Seidel para un sistema de dos ecuaciones con dos

incognitas toma la siguiente forma
et = Pty ™),y = G 41,y M),

El error se comporta como

D) p(nt) o = (a0, ) o = 2 g OF )

ar Oy v
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aﬁ e 4 9G )
Oy v

donde las derivadas parciales del Jacobiano se evalian en puntos intermedios (teorema del resto

entt =yt — g = G(a™, y™;p) — g =

de Taylor), por tanto, podemos escribir

(n) (n+1) (n) (n)

F F
1 0 [ (37 837 €x
oG oG
—os | ey 0 3 ey
(n+1) (n) (n) (n)
OF F
€x 1 0 & & ex
oG oG
ey 1 0 3y ey
(n) (n)
oF ol e
ox dy z

OF 0G OF 0G
9z 0z Oy 0z T oy ey

con lo que

lenll < [1S1™ lleoll,

y una condicién necesaria para la convergencia es ||S|| < 1 (garantizado por p(S) < 1). Pero
como tenemos dos parametros libres p y v, debemos elegirlos para que ||S|| sea minima y menor

que la unidad.

7.5.3 Meétodo de Newton-Raphson y sus modificaciones

El método de Newton-Raphson también se puede generalizar facilmente a sistemas de ecuaciones,

basta tomar el desarrollo en serie de Taylor

Fla D,y 10) = f(a®), )+ L A0t 4 L ay®),
gt kDY Z o) 0y 4 99 A ) 9 A k),

Ox y

donde A z(*) = g(k+1) _ 5 (k) - A y(k) — o (k+1) _ (k) "y 1ag derivadas parciales estén evaluadas en
puntos intermedios adecuadamente elegidos. Igualando estas expresiones a cero y escribiendo el

sistema lineal resultante en forma matricial,

(k) (k) (k)

or of A
JR AR = | O N I I =—F®),
2 & Ay g
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con lo que
Az — _ ( J(kz))*l PR g g ( J<k>)*1 Jall

Normalmente no se determina la inversa del Jacobiano sino que se resuelve el sistema lineal

JE) A () = F() ytilizando un método directo o iterativo.

Para cortar la iteracion de Newton, es decir, para chequear la convergencia, se pueden utilizar

cualquiera de las siguientes condiciones

1. Hx(kJrl) — m(k)H < ¢,

[latEHD) —z (k)|
2. TR < €9,

3. |F(z®)] < €3, ya que
ILF|l .
= <Azl < T [F
[|J]]

Existen muchas variantes del método de Newton que se basan en evaluar J sélo cuando sea
estrictamente necesario y mantenerla constante si sus elementos no cambian mucho. Veamos

algunas variantes

1. Método de Newton modificado
J Az FH) = (),
donde J se mantiene fijo durante las iteraciones.
2. Método de Newton con relajacién (damped)
JE A B = _q F(x(k)), 0<a<l,
donde « se selecciona para que
IF )| < [|F (™)),
es decir, para aumentar la velocidad de convergencia.
3. Método de Newton modificado con relajacién (damped)

JAzFH) = —q Pz,
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Existen mds variantes que no comentaremos, como cambiar en cada iteracion sélo la parte

diagonal, o tridiagonal, del jacobiano, utilizar su parte triangular inferior, o superior, etc.

El método de Newton-Raphson tiene como gran ventaja su convergencia cuadratica si z©

estd suficientemente proximo al punto fijo, aunque esta velocidad de convergencia se reduce
cuando se utilizan sus modificaciones. Ademads, en muchos casos el jacobiano se puede eval-
uar analiticamente. Su desventaja es su mayor coste y que en una evaluacion aproximada del

jacobiano se pueden producir diferencias cancelativas y una pérdida significativa de precision.

7.5.4 Métodos de continuacion

Una manera de mejorar la velocidad de convergencia del método de Newton es utilizar técnicas
de continuacién o de inclusién (imbedding). Para resolver la ecuacién f(z) = 0 la podemos

reemplazar por la ecuacion

g(z;t) =0,  g(x;1) = f(z), g(x;0) =0,

elegida de tal forma que g(z;0) = 0 sea mas facil de resolver que la ecuacién original f(x) = 0.

De esta forma calculamos la estimacion inicial como la solucion de

Seguidamente dividimos el intervalo 0 < ¢t < 1 en una particion 0 =tg <t; < --- <ty =1y

resolveremos las ecuaciones

utilizando el método de Newton

8g(x(i*1);ti_1)

ag(l‘(i*l); ti—l)
* ot

o (2 — (-D) 4

(tit1 —t;) =0,
obtenemos una ecuacién para z(? ficilmente resoluble.

Ejemplos de funciones simples de continuacién son
gx;t) =t f(2) + (1= 1) (f(2) = f(=)),

g(a;t) =t fz) + (1= 1) (z — ).
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7.5.5 Optimizaciéon y descenso mas rapido

El problema de determinar méximos (o minimos) locales de una funcién F'(x), si esta es difer-
enciable, se reduce a calcular los ceros de VF = 0. En este sentido este tipo de problemas
estan muy relacionados con la resolucion de ecuaciones no lineales. Trataremos este tipo de
problemas mas en detalle en la segunda parte de la asignatura Métodos Matematicos y Técnicas
Computacionales de cuarto curso. Aqui nos limitaremos a una introduccién breve al método de

descenso mas rapido.

Definamos
gt) =F(z+tu), ¢t)=(VF) u=|VF|2]ul2 cosb,

donde el angulo entre los vectores es

(VE) u

0 = arccos —————.
IV Fl2 [Jull2

Cuando (VF)"u > 0, F es creciente y su crecimiento més rapido ocurre cuando u es paralelo
a V F, el gradiente de F'.

Con objeto de obtener el minimo z*, tal que (V F(2*) = 0, podemos acercarnos al minimo

a partir de un valor z a lo largo de una linea recta en la direccién de u = —V F'. Definiendo
g(t) = Fla —tV F),

para el minimo tenemos ¢'(t) = 0.

El método del descenso més rapido parte de una aproximacién inicial z(9) y define la siguiente
iteraciéon

g+ = 20 _ v p(a®),

Ejemplo: F(z,y) = 2® + y> — 222 4+ 33? — 8, con lo que el punto estacionario es cero del

Jacobiano,
oF
%:33:2—4x:0, x=0, x=4/3,
oOF
— =3y +6y=0, y=0, y=-2.
oy

Para saber si este punto estacionario es minimo, méximo o punto de silla estudiamos el Hessiano,

O*F
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0*F
Oy =6y+6=0, Fyy(0) =6, Fy(-2)= -6,

O*F

oxdy

Aplicando Taylor alrededor del punto estacionario

L1 O*F 1 0°F
— F(z* N e
tenemos un maximo en (0, —2) y un minimo en (4/3,0), y puntos de silla para (0,0) y (4/3, —2).

Para determinar numéricamente el minimo (4/3,0), partirifamos de una estimacién inicial,
p.ej. (9 = (1, 1), y calculamos el gradiente V F(z(?)) = (=1, —3), y estudiamos el minimo de
la funcién g(t) = F(1 +t,—1+ 3t), es decir, la raiz de ¢'(t) = 0.

De esta forma tomando la direccion de maximo descenso u = —V F',

%F(:p—i—tu) (V) u=—(VF)TVF=0

y podemos utilizar una iteracién 2t = p(n) 4 t, U, haciendo

(VE) 1 (VF), =0, (VF)) iy un < 0.

Para la funcién F = || f||3, tenemos VF = 2(V f)T f, tomamos la iteracién z(™ + 1 =

2z + h, donde h es la direccién de méximo descenso,
(VE),ih=0, 2V fh<o,
con lo que elegimos h = —(V f)~! f, con lo que

(VE)) s h==2((VAHTHT(VH f==2fTfF==2|fl3<0.

El procedimiento del descenso més réapido se consigue que f(z(™) > f(z(®*t1). La iteracién

() = () 4 b no es aceptable si ||frr1llz > |[fnll2, ¥ en ese caso se suele hacer z("+1) =

™ 4+ h/2.
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7.6 Raices de polinomios

Las funciones no lineales més simples son los polinomios
px)=as+arz+ -+ apa".

El teorema fundamental del algebra nos dice que un polinomio tiene n raices complejas. Si los
coeficientes a; son reales, las raices complejas aparecen en pares de complejos conjugados entre

si, sin embargo, ello no es cierto si los coeficientes son complejos.

7.6.1 Acotacion de raices. Reglas elementales y sucesiones de Sturm

Acotaciones de raices de polinomios.

1. Regla de los signos de Descartes. Sea o el nimero de variaciones de signos en la secuencia

de coeficientes a; y n, el nimero de raices positivas, entonces

np < 0,
y 0 — n, siempre es un nimero entero par. La misma regla aplicada a p(—z) permite
determinar el ntimero de raices negativas.

Ejemplo: p(z) = 2% + 222 — 2 — 1, que tiene 0 = 1 y 0 —n, = 1 —n, € {0,2}, luego
n, = 1, es decir, al menos tiene una raiz positiva. Estudiando p(—z) = —2® +22% + 2 — 1,
tenemos 0 = 2, 0 —n, = 2 —n, € {0,2}, y tenemos o ninguna raiz negativa o dos raices

negativas (de hecho, tiene dos raices negativas pero el teorema no nos lo asegura).
2. Teorema Sean los polinomios
P(x) = |an| &™) —|ap—1| 2" — -+ —aol,

Qx) = lag| ™ + |an1] 2"V 4 -+ |ar| 2 — ao|,

a los que podemos aplicar el teorema de Descartes, para obtener que P tiene una tunica
raiz real positiva R y @) tiene una tinica raiz real positiva r. Entonces se verifica que todos

los ceros de p(x) = an:):(”) + an_lx(”fl) + -+ 4+ ag se encuentran en el intervalo

r <|z| <R.
3. Teorema Sea
a
r= max |- +1,
0<k<n—1|ay,

entonces todos los ceros de p(z) se encuentran en |z| < 7.



7.6. Raices de polinomios 207

4. Teorema de Gershgorin Al menos una raiz del polinomio p(x) = anx™ + a1z 4+

-++ 4 ap se encuentra en el circulo centrado en el origen de radio min{ps, p,, }, donde
_,, laol _ <\aor)”"
pPL=mn- Pn=\1— ~
a1 |an]

5. Sucesiones de Sturm El siguiente teorema debido a Sturm (1835) nos permite conocer el

numero de raices positivas distintas que tiene un polinomio en un intervalo [a, b] dado.

Teorema de Sturm. Existe un conjunto de polinomios con coeficientes reales fi(x), fa(x),

.+, fm(x) (una sucesién de Sturm), cuyos grados son de orden decreciente, tales que, si

b > a, el nimero de raices reales distintas de la ecuacién

fl@)=apz™ 4+ +ara+ag =0,

en el intervalo [a,b] estd dado por la diferencia N = s(a) — s(b), donde s(a) y s(b) son
el nimero de cambios de signo en la secuencia f, fi, fo,...,fm en x = a y en z = b,

respectivamente.

Aplicando este teorema a (—oo,00) podemos determinar el nimero total de raices reales

de f(x).

Existen varios procedimientos para construir una sucesién de Sturm. El m&s usado es el
siguiente. Sea f1(z) = f(z) y fo(x) = f/(x). Hégase f3(x) igual al resto, con su signo
cambiado, de la divisién fi(x)/fo(x). Los términos siguientes de la sucesién se obtienen

iterando este mismo procedimiento, es decir, fi41 es el resto, cambiado de signo, de dividir

fr_1 entre fg.
Ejemplo. Sea el polinomio

flz) =23 +32% -1,

cuya sucesion de Sturm es

fi=f(x), fo=322+6z, fy=22+1, f1=9/4
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La siguiente tabla muestra los signos de la sucesién de Sturm para diferentes valores de x.

fi(x) fa(x) f3(x) fa(zr) cambios signo

r=—-00 — + - + 3
r=-3 - + — + 3
x=—2 + 0 - + 2
z=-1 + - — + 2
=0 - 0 + + 1
x=1 + + + + 0
T =00 + + + + 0

que indica que el polinomio tiene tres raices reales positivas cada una en los siguientes

intervalos
(—3,-2), (—1,0), (0,1).
7.6.2 Meétodo de Horner para la evaluacion de polinomios
Un polinomio se puede escribir de multiples formas, de forma estandar o mediante raices,
pn(x) =ap+ a1z + -+ ane™ = a, (x — ') (x — 22) -+ (z — ™),

o en forma de Taylor

o en forma de Newton

pn(@)=ag+ar(x—c1)+-+an(x—c1)(x—c2) - (x—cp)".

Si se tiene un polinomio p(z) y un nimero complejo zp, el algoritmo de Horner proporciona

p(z)=p(z0)
T—20

grado de p. Representéandolo por q(z) = b,_12(™ 1) 4. . 4bjz+ by y sustituyendo en la ecuacién

el nimero p(zp) y el polinomio g(z) = . El grado del polinomio g es uno menos que el
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p(z) = (x — 20)q(x) + p(20) se obtiene
bn—l = Qnp

bpn—2 = ap—1 + 20bp—1

bo = al + Zobl
p(20) = ao + bo

Si se observa ademds que p'(z9) = ¢(20) se puede implementar el algoritmo de Horner de
forma que nos permita calcular simultdneamente p(zp) y p’(z0) lo que resulta muy apropiado

cuando se utiliza el método de Newton para el cédlculo de las raices de un polinomio.

El algoritmo seria el siguiente:

by, = an
bp—1 = brzo + an—1 Cp—1 = by,

bp—2 =bp_120 + an—2 cpn—2 = Cn_120 + bp_1

bo = a1 + zob1 co = c12p + by

p(20) = bo p'(20) = co

7.6.3 Meétodo de Newton-Raphson para raices reales

Podemos calcular las raices de un polinomio p(z) = 0 mediante el método de Newton-Rahpson,

p(x) =p(z) +p'(§) (x —2) =0
aproximando p’(€) por p'(z), y despejando

p(2)
P'(2)

donde se aplicara la regla de Horner para evaluar el polinomio en el numerador y su derivada

T=z— ,

en el denominador, con objeto de reducir la propagacién de errores.

Los problemas fundamentales de este método son
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1.

2.

Es necesario calcular p'(x) y esta derivada es susceptible de propagar errores de redondeo,

si p(z) tiene alguna raiz doble, serd p'(z) = 0 y el método no estd bien definido. Una

manera de evitar el problema de las raices miltiples es aplicar el método de Newton a la

funcion )
u(zr) = plz) ) () = () _ e ™) )
P(x) ' (z(™)
donde )
;PP —=pp”
U = —F%H
p/2
y por tanto
n+1 n pp,
2+ — .(n) _ ]m’

pero que tiene un orden de convergencia lineal solamente.

. El célculo de la raices de un polinomio, por ejemplo, por el método de Newton, podria

estar mal condicionado ante perturbaciones en los coeficientes. Por ejemplo,
2 —-1=0, T = +1,

que para una pequena perturbacion

_ 2
372+ea:—1:0, ﬂj‘:ij: 1_|_<6)7

y desarrollando en serie de Taylor
—€ 1 € 4 € 9
33—2j:<1+24+0<6 )) —il—§+0(e)

En este caso el polinomio estd bien condicionado en el sentido de Hadamard, ya que
pequenos cambios en los coeficientes conducen a pequetios cambios en la solucién. Pero

en otros casos esto no es cierto.

,Cémo se determinan las demads raices del polinomio? Se puede utilizar deflacién, que

consiste en calcular las raices del polinomio de grado n — 1

P (@) = 2

donde 2! es la rafz previamente calculada. El problema fundamental de la deflacién es
que la division puede causar graves errores de redondeo. Para minimizar estos errores es
necesario calcular las raices en orden creciente de magnitud, y deberiamos intentar calcular

las raices iterando con el polinomio original.

. Encontrar una semilla o valor inicial en el dominio de atraccién de cada raiz del polinomio

no suele ser facil.
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7.6.4 Deflacién (reduccién) de Maehly

Sean 21, 22, . . ., 2k, k raices del polinomio p,(x) = 0, definimos el polinomio

I pn(x)
p(l‘)— (.’L'—Zl) (x_zk)a

al que podemos aplicar el método de Newton

n+1) 2 )
p(z(m)

2D

Es usual reescribir esta expresion un poco. Tomemos logaritmos

k
Inp=1Inp, — Zln(:c - zi),
i=1

cuya derivada da

que podemos escribir

v la iteracién de Newton es

(n+1) _ _.(n) _ Pn Hf:l(ﬂﬁ — %)
r =7 k / k Pn
[limi(z — =) p, — 32 T2

n) _ pn(x(n))
Pl (xm)) — sk pn@)

=1 .Z’(n)—Zl

:[L‘(

7.6.5 Meétodo de Miiller para raices complejas

El método de Newton calcula las raices de una en una y tiene problemas cuando se quieren de-
terminar todas las raices del polinomio. Sin embargo, existen métodos que permiten determinar
todas las raices y entre ellos se encuentran los métodos de los cocientes de diferencias, el método
de Graeffe y el método de Miiller.

El método de Miiller permite encontrar tanto raices reales como complejas, es iterativo, no

requiere el calculo de derivadas, permite encontrar tanto raices simples como multiples, tiene
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convergencia casi cuadratica, no requiere una aproximacién inicial a la raiz y esta basado en el

método de la secante.

i—2
b

Dados tres puntos, x 20~ y 2 primero se determina una pardbola de interpolacién

que pase por los valores del polinomio en dichos puntos, es decir,
f@ ) =p@?),  fEEY)=paY), f@) = pE?).
Para ello escribamos esta parabola como
p(a) = aibiot cia® = fi+ J00,00] (@ - 2) + fa72, 207D, 20) (o — 20) (2 - 2D,

y tenemos facilmente que

fir = £+ flatD,20) @) —20), falD) 40 = ST
€T 11— —x K3

y restando las ecuaciones
fir = i+ J10, 2] (267D — 4 0),

fz g = fz + f[ (i— 1) )] (xz‘—Q o .%‘(Z)) + f[xi_Q,l‘(i_l),aj‘(i)] (xi—Q o x(z)) ($i—2 o l‘(i_l)),

obtenemos

Tt 22 poh) 0] - plai?, 56mD) 4 00] (2 - 40

21 _ g2 ’

con lo que
FleD, 2] — fai=2, D)

2i—2 _ (0

o', 2] =

Ahora podemos aproximar las rajces de f(z) = 0 por las de
p(x) = 0= fi+ [z, 20] (z — 2 )
- Fai2, 20D, 20] (3 — 20) ( — 20 + 50 _ 46D
— fit (f[:ni_2, 20D 207] () — -1y 4 f[x(i_l),m(i)]) (z — 2)
+ 2, 20D, 2] (2 — )2
= a; + B (x — 29) + 7, (z — 2D)2,

cuyas raices son

— 3 2 _ s
L0 = TP VA —dain

27;

T — ’
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aunque para evaluarlas numéricamente evitando posibles diferencias cancelativas, se debera uti-

lizar el algoritmo desarrollo en el tema 2.

Como criterio de parada para este método iterativo se puede utilizar cualquiera de los sigu-
ientes criterios

() _ p3=1)

) 1 2 — 21| -

2 2D <, i d<e @) <6,

B

Una vez que hayamos calculado dos raices, aplicaremos el procedimiento de deflacion y

usaremos iteraremos sucesivamente el método de Miiller. Normalmente se recomienda calcular

las raices en orden creciente de magnitud e iterar cada raiz obtenida mediante el método de

Newton con el polinomio original para mejorar su precision.

7.6.6 Método de Bairstow

Este método sirve para calcular lar raices complejas de un polinomio de coeficientes reales.
Utiliza el hecho de que si w = « + i es una raiz del polinomio p(z) = anz™ + -+ qy de
coeficientes reales entonces w = a — i3 es también raiz de p y ademds (x — w)(x — w) es un

factor cuadratico real de p.

La idea del método es utilizar un método de resolucién de ecuaciones no lineales (por ejemplo
el método de Newton) para encontrar los factores cuadréticos de p. Para ello se utiliza el siguiente

teorema:

Si el polinomio p(z) = anz™ + -+ + qg se divide entre el polinomio cuadratico z2 — uz — v

entonces el cociente y el residuo son:
q(z) = bnx("_Q) + bn_lx(”_3) + - b3z + by

r(z) = bi(x —u) + by

y pueden calcularse de forma recursiva haciendo byp4+1 = bp2 = 0 y utilizando la recursion
bk:ak+ubk+1+vbk+2, k:n,n—1,~~,0
La demostracién de este resultado es sencilla. Basta tener en cuenta la relacion

p(x) = q(2)(@* — uz —v) + r(z)

En el caso que nos ocupa todos los coeficientes ag de p son reales y también los coeficientes

del factor cuadratico u y v. En el proceso de division by y b1 son funciones de u y v y para que
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el factor cuadratico sea divisor de p se debe verificar r(z) = 0. Nos planteamos el problema:

encontrar valores u y v tales que
bo(u,v) =0, b1(u,v) =0

Si encontramos una raiz de esta ecuacion se tendrda que w = a + i3 y w son raices complejas
conjugadas de p siendo

w+ W = u, wWWw = v

El método de Bairstow utiliza el método de Newton para resolver el sistema no lineal,
aunque podria utilizar cualquier otro método de resolucién de sistemas no lineales como Picard

4 lo Gauss-Seidel’ o Picard & lo Jacobi’.

Si se utiliza el método de Newton es necesario utilizar las derivadas parciales:

_% d_abk—l
ou’ T o0

CL k=0,1,---,n

Estas derivadas se pueden obtener derivando la relacién de recurrencia que tenemos para by:
Ck = bpp1 + UCky1 + VCli2, (ny1 =cn =0)

d = by + udpp1 + vdjgo, (dpy1 =dn =0)

Como se obtiene la misma recurrencia para cp y dp nos quedamos con la primera. El proceso
consistira en asignar unos valores iniciales a u y v y buscar correciones du y dv de forma que se
verifique:

bo(u + du,v + 6v) = by (u + du,v + dv) =0

Se linealizan estas ecuaciones escribiendo

Oby . by .
bo(u, U) + %(S’U, + %50 =0

oby . by .
bl(u, U) + %(SU + %(S'U =0

Teniendo en cuenta las relaciones previamente establecidas, el sistema se puede reescribir como:
o 1 ou bo(u,v)
c] Co ov by (u,v)

La solucién de este sistema queda de la forma

2
J =coco — ¢
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ou = (Clbl — CQbo)/J
ov = (Clbo — Cobl)/J

donde J es el determinante jacobiano del par de funciones no lineales by(u, v) y by (u,v). Ademés

se puede demostrar (ver Kincaid) que J es distinto de 0 si u y v son tales que las raices de

22 — ux — v son raices simples de p.

7.6.7 Método de Graeffe

La idea del método de Graeffe es reemplazar la ecuacién original por otra cuyas raices sean los

cuadrados de las del original, de tal forma que estas nuevas raices esté bien separadas entre ellas.

Sea el polinomio
foz) =an(z —a1) -+ (2 — an),

donde supondremos que a,, = 1, entonces definimos el polinomio
f1(2) = (C1)" fof2) fo(—2) = (~1)" (2 = aa) - (= = an) (=2 — 1) -+ (== — )
= (2= ad) -+ (22— ad)
= (w=ad) -+ (w—a2) = fi(w)

y repitiendo este procedimiento podemos llegar a obtener
fre1(w) = (=1)" fi(2) fr(=2),

Los coeficientes del polinomio f,41 se calculan

a§T+1) _ (_1)n—] ((a§7"))2 +2 Z (—1)k a’gT—)k ag?k)
k=1

con lo que se obtiene

y finalmente

v haciendo las raices
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reescribimos
n Qg 2r
o2
CLn71 = —041 1 -+ Z (a)
k=2 >
con lo que
-
lim [ 27 = |a
00 | n—1| | 1|
luego la primera raiz se determina haciendo
~ (7)) 1277
p1 =~ |an—1’ )
y en general
T 27
P~ p—k
o
n—k+1

Las desventajas de este método se dan cuando las raices del polinomio original tienen mag-

nitud parecida y porque hay que tener cuidado a la hora de determinar los angulos ¢.

Ejemplo. Sea el polinomio cuadratico

p(2) = (z — 1) (z — e2) = fo(2),

definamos los polinomios

filz) = (12 (2% = 1) (2° = 3) = fi(w) = (~1)* (w — ) (w — &)

2 2, 2 2 92
=w” — (c] + c3) w + cf ¢,

fo(2) = falq) = (=1)* (g — ) (g — ¢&3) = ¢* — (¢} + ) g+ ¢ ¢,

con lo que
agTH) = —(cj+c&)=—cl—c+23 2 -2
= (E+cd)2r2ddd= (IY)Z +2cc3 = —aY)2 + 2a(()r),

con lo que obtenemos finalmente

(r)
(r+1) (r)2 Qg
ay = —a <1—2a(r)2> .

1
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7.6.8 Método de Bernouilli

El método de Bernouilli es bastante 1til para determinar la raiz de mayor magnitud. Sea el
polinomio

fl@)=ao+arz+- -+ a,z",

y escribamos el polinomio

Gp Uk + Qp—1 Up—1 + -+ aoUg—p =0,
si ahora hacemos u, = 82*) . tenemos

ane® +a, 12"+ 4 ag " = 0,

y en el caso k = n obtenemos el polinomio original.
Ahora asumamos que todas las raices son diferentes
k k 1 i
uk:Zciai:clal 1+Z<> ,
i=1 i—2 €1\

y51617£0,

. Uk
lim — =a; € 1R,
k—oo Ug—1

donde ¢; dependen de las condicione iniciales

Ap Ui + Q1 Up—1 + -+ + MUp—p, = 0, m=1,2,...,n.

Si las raices son reales «; € IR y diferentes en magnitud el método es til para calcular la
raiz real més grande, o la raiz real més pequena si se aplica a f(1/z). Sin embargo, el método

es de convergencia lenta si as ~ a;.

Ejemplo. Sea el polinomio cibico
22522172421 =0,

tomando

U — U1 — 1T up_o +21up_3 =0,
y el general

Ay Uy, + Gy Up—1 + + -+ + M Upm—p, = 0, m=1,2,3.

Para m =1,

ap U1 + ap—1m =0, up —5 =0, up = 9.
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Para m = 2,
ap U + Ap—1 Ul + Ap_om =0, ug —duy — 17-2 =0, ug = H9.
Para m = 3,
apu3 + ap_1u2 + ap_oui + an_gm =0,
uz —oug — 17u; +3-21 =0,
ug = 295 + 85 — 63 = 317.

Y para m > 3

U — 5uk,1 — 17 Uk—2 + 21 Up—3 = 0

nos permite obtener

U =dUp_1 + 17up_o — 21 ug_3, k=4,5,...

Este método es de convergencia mas lenta que el método de Graeffe, tiene convergencia lineal
(que se puede acelerar mediante el proceso 62 de Aitken) y, finalmente, puede tener problemas
cuando las raices son mayores que la unidad, en cuyo caso los cocientes para calcular las raices

pueden ser muy grandes, aunque esto se puede evitar trabajando con ug_1/ug.

7.7 Aplicaciones a ecuaciones diferenciales ordinarias

Si queremos resolver una ecuacién diferencial ordinaria

dy
E - f(tvy)a

mediante un método implicito, por ejemplo, el método de Euler hacia atras

n+l _ , (n)
Y Y n
At = for1(t,y) = f(tns1,y +1)a

deberemos resolver una ecuacién algebraica no lineal. Definiendo z = y"*!

, tenemos
F(z)=z— f(tn+1,2) At — y(”) =0,

que, en general, es una ecuacién no lineal que tiene soluciones analiticas sélo para algunas pocas

ecuaciones diferenciales, por lo que habra que utilizar un método numérico.
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El problema fundamental de este método es que la ecuacién diferencial puede tener soluciones
que dejen de existir en un tiempo finito, es decir, que se vuelvan no acotadas en tiempo finito

(blow-up). Veamos un ejemplo,

dy 2

—_— 5 0 p— ]_7
que se resuelve facilmente integrando

1
_7:t+07 Yy =
Y

y aplicando la condicién inicial

existe sélo para t < 1.
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